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Alle  Rechte  vorbehalten. 


Vorrede  zur  ersten  Auflage. 


Bei  der  Bearbeitang  der  vorliegenden  Schrift  habe  ich  ge- 
sucht, neben  der  Forderung  wissenschaftlicher  Strenge  vor  allen 
Dingen  der  didaktischen  Forderung  möglichster  Fasslichkeit  zn 
genügen. 

In  Betreff  der  speciellen  Anaftthrong  bemerke  ich,  dass 
ich  mich  bemäht  habe,  die  Einsicht  in  den  Gang  der  analytischen 
üntersachnng  dnrch  graphische  Darstellnngen  zu  erleichtem, 
und  ferner,  dass  ich  bei  schwierigen  oder  wichtigen  Stellen  die 
Entwickelung  der  allgemeinen  Theorie  durch  Erörterung  eines 
spedellen  FaDes  eingeleitet  habe. 

Die  grosse  Anzahl  von  Beispielen  und  Anwendungen  in 
jedem  Capitel,  sowie  die  gelegentlichen  Bemerkungen  sind  zu- 
nadffit  f&r  solche  Leser  bestimmt,  welche  durch  Selbst- Studium 
sich  in  der  Wissenschaft  weiter  ausbilden  und  mehr  befestigen 
wollen;  indess  durften  sie  auch  dem  Lehrer  ein  Mittel  bieten, 
um  jseine  Schüler  zur  freien  Selbstthätigkeit  anzuregen. 

In  Betreff  der  äusseren  Ausstattung  ist  die  Verlagshandlung 
sowohl  wie  die  Druckerei  allen  meinen  Wünschen  bereitwillig 
entgegengekommen. 

Hannover,  den  1.  August  1862. 

M.  Stegemann. 


Vorrede  zur  Itlnften  Auflage. 


Als  dem  Unterzeichneten  der  Auftrag  ertheilt  wurde,  die 
neue  Auflage  dieses  Werkes  herauszugeben,  ahnte  er  noch  nicht, 
dass  Änderungen  in  -so  weitem  Umfiainge  nothwendig  sein  würden. 
Erst  bei  der  Bearbdtung  überzeugte  er  sich  davon,  dass  sehr 
viele  Lucken  auszufUlen  und  zahlreiche  Irrthämer,  die  sich  in 
den  fitOieren  Auflagen  befinden,  richtig  zu  stellen  waren. 

Neben  den  angedeuteten  Mängeln  besass  aber  das  Buch  von 
Stegemann  doch  auch  grosse  Vorzfige,  welche  namentlich  in 
der  leicht  fasslichen  Darstellung  li^en,  und  welche  durch  den 
yerhUtnissmässig  schnell  erfolgten  Absatz  von  vier  Auflagen 
bestätigt  werden. 

Der  Herausgeber  hat  sich  bemuht,  diese  Vorzüge  nach 
MögUchkeit  beizubehalten,  ohne  die  wissenschaftliche  Strenge  und 
Ornndlichkeit  ausser  Acht  zu  lassen.  Das  Buch  hat  demnach 
den  Zweck,  den  AnfiLnger,  —  mag  er  nun  an  der  Universität, 
an  der  technischen  Hochschule  oder  an  irgend  einer  anderen 
Bildungs-Anstalt  studiren,  an  der  höhere  Mathematik  getrieben 
wird,  —  auf  möglichst  bequeme  Weise  mit  den  wichtigsten 
Sätzen  und  Auj^aben  der  Differential -Bechnung  vertraut  zu 
machen.  Auch  zum  Selbst-Studium  ist  das  Buch  seiner  ganzen 
Anlage  nach  geeignet 

Für  die  Abgrenzung  des  Stoffes  waren  dem  Herausgeber 
im  Grossen  und  Ganzen  seine  eigenen  Vorträge  an  der  tech- 
nischen Hochschule  in  Hannover  massgebend.  Da  die  für  diese 
Vorträge  verfügbare  Zeit  eine  beschränkte  ist,  so  war  dadurch 
auch  für  den  Umfang  des  Buches  ein  Rahmen  gegeben,  so  dass 


VI  Vorrede. 

der  Inhalt  nicht  so  erschöpfend  sein  konnte  wie  z.B.  bei  Lehr- 
bttchem  der  Differential-Rechnung  hervorragender  französischer 
Mathematiker. 

Aber  diese  Beschränkung  ist  vielleicht  gerade  ein  wesent- 
licher Vorzug,  weil  die  Fülle  des  Stoffes  den  An&nger  häufig 
mehr  verwirrt  und  abschreckt  als  fördert  Der  vorliegende 
Leit&den  soll  daher  eme  feste  und  sichere  Grundlage  bieten, 
welche  dem  Techniker  genügen,  dem  Mathematiker  aber  eine 
nützliche  Vorbereitung  zu  weitergehenden  Studien  sein  wird. 

Als  Anhang  ist  eine  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln  hin- 
zugefügt, welche  einerseits  die  Anwendungen  sehr  erleichtert, 
andererseits  aber  ein  durch  langjährige  Erfahrung  erprobtes 
Hül&mittd  bei  Bepetitkmea  ist. 

Dem  HeErm  Verleger  spricht  der  Herausgeber  hierdorch 
semen  verbindlichsten  Dank  aus  für  das  lieheiiS¥riirdige  Entgegen- 
kommen, das  allen  seinen  Wünschen  entgegeigehracht  worden  ist. 

Hannover,  im  Juli  1887. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  sechsten  Auflage. 


Die  frenndliche  Anfii&hme,  welche  die  fünfte  Auflage  in 
weiten  Kreisen  geftmden  hat,  war  für  den  Heransgeber  em  An- 
trieb, bei  der  Bearbeitung  der  neuen  Auflage  mit  grösster  Sorg- 
falt die  hervorgetretenen  Mängel  zu  beseitigen  und  die  yor- 
handenen  Lficken  auszufällen.  Den  Herren  Lampe,  von  Man- 
goldt,  Franz  Meyer,  Runge  und  Voss,  welche  dabei  den 
Herausgeber  durch  werthvolle  Winke  unterstätzt  haben,  sei 
hierdurch  der  verbindlichste  Dank  ausgesprochen. 

Durch  die  angedeuteten  VerbeflSserungen  hat  das  Buch  an 
Umfang  und  Inhalt  wesentlich  zug^ommen ;  namentlich  sind  die 
geometrischen  Anwendungen  vermehrt  worden,  auch  hat  eine 
kurzgefasste  Darstellung  der  Determinanten- Theorie  Aufiiahme 
gefunden.  Die  Figuren  smd  sämmtUch  neu  gezeichnet  worden, 
ihre  Zahl  ist  von  66  auf  154  gewachsen. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Buch  auch  vielfach  von 
Stndirenden  der  Mathematik  benutzt  worden  ist,  schien  es 
zweckmässig,  noch  mehr  Gewicht  auf  wissenschaftliche  Strenge 
za  legen,  als  es  in  den  früheren  Auflagen  geschehen  war.  Da 
aber  die  elementare  Art  der  Behandlung  darunter  nicht  leiden 
sollte,  so  war  es  nicht  immer  ganz  leicht,  den  richtigen  Mittel- 
weg zu  finden. 

Durch  die  mühsame  Umarbeitung  und  die  erhebliche  Er- 
weiterung des  Buches  ist  die  Drucklegung  etwas  verzögert 
worden.    Der  Herausgeber  ist  der  Verlagsbuchhandlung  för  die 


vni  Vorwort. 

Nachsicht,  die  ihm  dabei  gewährt  worden,  und  flir  das  bereit- 
willige Eäitgegenkommen,  das  er  bei  allen  seinen  Wünschen 
gefunden  hat,  zu  auMchtigem  Danke  verpflichtet 

Schliesslich  sei  noch  mit  bestem  Danke  die  gütige  Mitwirkung 
des  Herrn  Petzold  bei  dem  Lesen  der  C!orrectur  hervorgehoben. 

Hannover,  den  15.  November  1892. 

L.  Kiepert. 
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Einleitung. 


§1. 

Begriff  und  Eintheiteng  der  Functionen. 

Erklärung.  Eine  Cfrösse  heisst  variabel  oder  veränderlich , 
irerm  sie  im  Verlaufe  derselben  Untersuchung  nach  und  nach 
cersehiedene  Werthe  annehmen  darf;  eine  Grösse  heisst  dagegen 
ronstani  oder  unveränderlich^  wenn  sie  im  Verlaufe  derselben 
Untersuchung  denselben  Werth  beibehält. 

Die  unveränderlichen  Grössen  werden  gewöhnlich  mit  den 
ei'sten  Bachstaben  des  Alphabets,  also  mit 

Cva       Om       Cm     •     •     •     ■ 

oder  mit 

oder  mit 

«j  /*}  r?  •  •  • 

Ix^zeichnet.    Zum  Unterschiede  davon  werden  die  veränderlichen 

Gifissen  gewöhnlich  mit  den  letzten  Buchstaben  des  Alphabets, 
also  mit 

^1  Vi  «? 
oder  mit 

W,   Vj  w, 

oder  mit  den  x,  y,  z  entsprechenden  grieclüschen  Buchstaben 

bezeichnet. 

Man  kann  den  Werth  einer  (veränderlichen  oder  unver- 
änderlichen) Grösse  auch  durch  die  Lage  von  Punkten  auf  einer 
geraden  Linie  geometrisch  darstellen,  wenn  auf  derselben  ein 

Stegemann- Kiepert,  Bifferential-Becliniing.  1 
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fester  Punkt  0  als  Anfangspunkt  gegeben  ist.    Sind  z.  B.  in 
Figur  1  die  Strecken 

OA  =  a,  OP  =  r,  OB  =  ä, 
'  so  entsprechen  die  Punkte   A,  P^  B 

'-^ ' " — — ' den  Weithen  a,  a-,  i.  Die  Massein- 
heit, durch  welche  dabei  die  Strecken 
gemessen  sind,  ist  beliebig;  dagegen  muss  man  festsetzen,  dass 
die  Punkte  auf  der  einen  Seite  des  Anfangspunktes  O,  z.  B.  auf 
der  rechten  Seite  von  0,  positicen  Zahlwerthen  entsprechen; 
dann  müssen  alle  Punkte,  welche  negatüefi  Zalüwerthen  ent- 
sprechen, auf  der  andet-en  Seite  von  0  liegen. 

Gewöhnlich  denkt  man  sich  x  in  der  Weise  veränderlich, 
dass  X  alle  Werthe  zwischen  zwei  constant^n  Werthen  a  und  b 
annehmen  kann.  Der  Punkt  P,  welcher  x  entspricht,  durch- 
läuft dann  in  Figur  1  die  Strecke  von  A  bis  B.  Deshalb  sa^ 
man  in  diesem  Falle:  x  durchläuft  das  Intervall  von  a  bis  b. 
Wenn  »  gleich  —  oo  und  i  =  +  oo  wird,  so  darf  die  Veränder- 
liche X  alle  Werthe  zwischen  —  oo  und  +  oo  annehmen,  und 
der  Punkt  P  durchläuft  die  ganze  unbegrenzte  gerade  Linie. 

Wenn  man  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  z  und  y 
eine  Gleichung  aufetellt,  so  sind  diese  beiden  Grössen  dadiu^ch  in 
eine  gegenseitige  Abhängigkeit  gebracht,  und  zwar  so,  dass  die  eine 
Grösse,  z.  B.  y,  nur  einen  oder  mehrere  ganz  bestimmte  Werthe 
haben  kann,  sobald  der  Werth  der  anderen  veränderlichen 
Grösse  x  gegeben  ist.  Es  sei  z.  B. 
(1.)  y  =  a:2-f-3:c  — 2, 

dann  wird  y  =  +  8,  wenn  ^  =  —  5, 

y  =  +  2,      „      a:  =  —  4, 

y=—  2,       „      a:  =  —  3, 

y  =  —  4,       „       ar  =  —  2, 

y  =  — 4,       „      a:  =  — 1, 

y  =  — 2,      „      x=       0, 

y=  +  2,      „      X—  +  1, 

y=  +  8,      „      a:=  +  2, 

Hätte  man  in  der  Gleichung  (1.)  beliebige  Werthe  fär  y  ange^- 
nommen,  so  wären  dadurch  die  entsprechenden  Werthe  von  x 
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ebenfalls  bestimmt  gewesen.  Weil  aber  die  Gleichung  (1.)  in 
Bezog  auf  x  vom  zweiten  Grade  Ist,  so  entsprechen  jedem  be- 
liebigen Werthe  von  y  zwei  Werthe  von  a-.  So  sind  z.  B.  dem 
Werthe 

y  =  +  2 
die  beiden  Werthe 

zugeordnet.  Die  veränderliche  Grösse  x^  deren  Werthe  man  be- 
liebig annimmt,  nennt  man  die  unabhängige  Veränderliche  oder 
ilas  Argument  \  die  andere  veränderliche  Grösse  y  dagegen  nennt 
man  die  abhäfigige  VeränderUche  oder  die  Fiinclion  der  ereteren. 

In  der  Gleichung  (1.)  wurde  also  zuerst  x  als  die  unab- 
hängige Veränderliche  und  y  als  eine  von  x  abhängige  Veränder- 
liche, d.  h.  als  eine  Function  von  x  betrachtet. 

GewöhnUch  ist  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  zwischen  einer 
Function  y  und  der  unabhängigen  Veränderlichen  z  dm*ch  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  gegeben.  Ganz  allgemein  kann 
man  aber  den  Begiiff  der  Function  in  folgender  Weise  erklären : 

Eine  veränderliche  Grösse  y  heisst  eine  Function  eine7*  an- 
deren veränderlichen  Crrösse  x  in  dem  Intervalle  von  x=  a  bis 
x=b,  wenn  Jedem  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle  ein  Werth 
(oder  mehrere  WeriheJ  von  y  nach  einem  bestimmten  Gesetze 
zugeordnet  sind. 

So  ist  z.  B.  der  Umfang  eines  Ki'eises  eine  Function  von 
ilem  Halbmesser  des  Kreises.  Dasselbe  gilt  vom  Flächeninhalt 
des  Kreises.  Diese  Functionen  können  auch  durch  die  Glei- 
chungen 

y  =  2x71^         y  =  x'^Tt 

dargestellt  werden. 

Ebenso  sind  Oberfläche  und  Volumen  einer  Kugel  Func- 
tionen von  dem  Halbmesser  der  Kugel,  welche  bezw.  durch  die 
Gleichungen 

y  =  4ä:%,  y  =  — -— 

dargestellt  werden. 

Bei  diesen  BeLspielen  war  der  Halbmesser  als  eine  veiän- 
derliche  Grösse  betrachtet  worden.    Lässt  man  aber  den  Halb- 
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messer  unveränderlich^  so  kann  man  die  Sehne,  das  Segment  und 
den  Sector  des  Kreises  als  Functionen  des  zugehörigen  Centri- 
Winkels  ansehen. 

Femer  ist  die  Intensität  des  Lichtes  eine  Function  von  der 
Entfernung  des  leuchtenden  Punktes ;  die  Spannkraft  des  Dampfes 
ist  eine  Function  seiner  Temperatur;  die  Geschwindigkeit  eines 
fallenden  Körpers  ist  eine  Function  der  Fallzeit;  die  Schwin- 
gungsdauer bei  einem  Pendel  ist  eine  Function  seiner  Länge, 
u.  8.  w. 

Wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  kann  man  die  Abhängig- 
keit der  Function  von  der  unabhängigen  Veränderlichen  häufig 
durch  eine  Gleichung  ausdrücken.  Demnach  sind  z.  B.  folgende 
Ausdrucke  Functionen  von  x: 

y  =  a:2  +  3a;  —  2,         y  =  ^x^  —  Ix^  +  2a:  —  11, 

_2x—\  _  1        3ar  +  4 

^"'a:  +  3'  '^  ^  X        X'^  +  x' 


•-«  —  x^ 


y  =  yx,  y  = '      

X  —  y  a^  —  x^ 

y  =  sina:,  y  =  cosx, 

y  =  tgar,  y  =  Ctga:, 

y  =  loga-,  y  =  log  (sina:), 

y  =  ö',  y  =  J*  +  Ä-*, 

y  r=z  a*  -{-  b  cosa:  —  caf^. 

Ist  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y  durch  eine  nach  y 
aufgelöste  Gleichung  gegeben,  wie  das  in  den  soeben  erwähnten 
Beispielen  geschehen  ist,  so  nennt  man  y  eine  enfunckelte  (oder 
expliciie)  Function  von  x, 

Ist  dagegen  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  nicht  nach  y 
aufgelöst,  so  nennt  man  y  eine  unentwickelte  (oder  implicite) 
Function  von  x.    Durch  die  Gleichungen 

xy^  —  Zxhf-i-  +  (2a-2  —  5)  y  _  a:3  =  o, 
y2  —  4a:y  +  4a;2  —  7a:  +  3  =  0, 

yx  —  (.Qsa;  +  ;pn  ^  7  _«  Q 

ist  z.  B.  y  als  unentwickelte  Function  von  x  gegeben. 


§  1.    Begriff  und  Eintheilung  der  Functionen.  5 

In  vielen  Fällen  ist  es  möglich,  y  als  eine  entwickelte  Func- 
tion von  z  darzustellen,  obgleich  y  als  eine  uneniwickeUe  Func- 
tion von  X  gegeben  ist.    Aus 


folgt  z.  B. 

und  aus 

folgt 


y  =  2x±y7z  —  3; 

y*  —  COSa:  +  a:"  +  7  =  0 


y  =  V  cosa:  —  «•  —  7. 

WiU  man  andeuten,  dass  y  eine  enttcickeUe  Function  von  x 
ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 

y  —A^)y  od^r  y  =  Fix),  oder  y  =  qf{x\  oder  y  =  0{x). 

Hat  man  es  mit  mehreren  Functionen  zu  thun,  die  man 
von  einander  unterscheiden  will,  so  geschieht  dies  durch  Indices, 
indem  man  schreibt 

/iW>  /i(«)»  M^)^   .../»W. 

Will  man  andeuten,  dass  y  eine  unenttcickelte  Function  von 
I  ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 

/(^>  y)  =  öj  öder  I{x,  y)  =  0,  oder  q>{x,  y)  =  0. 

Man  denkt  sich  dabei  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  so 
umgefonnt,  dass  auf  der  rechten  Seite  nur  0  stehen  bleibt. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  erkennt  man  auch,  dass 
jedem  Werthe  der  unabhängigen  VaränderUchen  x  nicht  immer 
nur  ein  Werth  der  Function  y  entspricht,  sondern  dass  häufig 
jedem  Werthe  von  x  mehrere  Werthe  von  y  zugeordnet  sind. 
Demnach  muss  man  eindeutige  und  mehrdeutige  Functionen 
unterscheiden. 

In  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  wurde  bisher  x  als 
diejenige  Veränderliche  angesehen,  deren  Werth  man  beliebig 
annehmen  durfte.  Mit  demselben  Rechte  kann  man  aber  auch 
y  als  die  unabhängige  und  x  als  die  abhängige  Veränderliche  be- 
trachten.   Das  giebt  den  Satz: 

Wenn  y  durch  eine  Gleichufig  ah  eine  entwickelte  oder  un- 
cfUwickelte  Hmction  von  x  gegeben  ist^  so  ist  auch  x  eine  Ikinc- 
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iioti  van  y,  oder  mit  anderen  Worten:  Die  durch  eine  Gleichung 
gegebene  Abhängigkeit  zwischen  zwei  vefänderlichen  Grössen  x 
und  y  ist  eine  gegenseitige, 

Dai^aus  ergiebt  sich  auch  die  Erklärung  solcher  Functionen, 
welche  aus  bereits  bekannten  Functionen  dui^ch  Vei-tauschung 
der  abhängigen  mit  der  unabhängigen  Veränderlichen,  d.  h. 
^^durch  Umkehrung  der  Functionen^^  hervorgehen. 

Es  sei 
(2.)  y=4', 

dann  kann  auch  x  als  eine  Function  von  y  betrachtet  wei-den, 
und  zwar  wird  diese  Function  der  ^^Logarithmus^*^  von  y  mit 
der  Basis  b  genannt.    Dies  giebt  die  Gleichung 

h 

(2a.)  a:  =  logy; 

gleichzeitig  folgt  hieraus  die  Erklärung:  Der  Logarithmus  einer 
Zahl  y  ist  der  Exponent^  zu  dem  die  Basis  b  erhoben  werden 
musSj  damit  ma^i  y  erhält. 

Die  Gleichungen  (2.)  u.  (2  a.)  sagen  also  genau  dasselbe  au^». 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Gleichung 

(3.)  y  =  sina-. 

Es  sei  aber  hier  zunächst  darauf  hingewiesen,  dass  man  in 
der  Differentialrechnung  bei  den  trigonometrischen  Functionen 

sina:,     COSa:,     tga-,     ctgx 

miter  x  nicht  einen  Winkel,  sondern  das  Verhältniss  des  dem 
Centiiwinkel  entsprechenden  Kreisbogens  zum  Halbmesser  des 
Kreises  versteht.  Macht  man  den  Halbmesser  der  Einheit  gleich, 
so  ist  x  die  Länge  des  Ki-eisbogens.  Einem  Winkel  von  360** 
entspricht  also  der  Bogen  27r,  nämlich  der  Umfang  des  ganzen 
Ki-eises  mit  dem  Radius  1,  einem  Winkel  von  1®  entspricht  da- 
her der  Bogen 

27t  n 

=  — ~  =  0,017  453  29, 


360        180 

und  einem  Winkel  von  «^  entspricht  der  Bogen 

an 


180 


=  a.  0,017  453  29. 
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In  Figur  2  sei  deshalb 
MA  =  MB  =  1, 
dann  entspricht  dem  Centriwinkel 
AMB  oder  a  der  Bogen 

aTt 


Fig.  2. 


AB=^x^ 


180 


Dies  vorausgeschickt,  ist  der  Sinn  der 

Gleichung  (3.)  der,  dass  z  der  Bogen 

(arcns)  ist,    dessen  Sinus  (CB)  gleich  y  wii-d.    Dasselbe  soll 

auch  die  Gleichung 

(3a.)  a;  =  arc  sin  y 

< .sprich:  X  gleich  Ai^cus  Sinus  y)  aussagen,  nämlich  x  ist  gleich 
dem  Arcus,  dessen  Sinus  gleich  y  ist. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Gleichungen 


X  =  arc  cos  y, 
X  =  ai-c  tg  y, 
X  =  arc  ctg  y 


[i.)  y  =  cos  X  und    (4  a.) 

(5.)  y  =  tga:  und    (5  a.) 

(6.)  y  =  ctg  a:  und    (6  a.) 

gleichbedeutend. 
Diese  Functionen 

arc  sin  Xj     arc  cos  x,     arc  tgo:, 
welche  dui'ch  Umkekrung  aus  den  trigonometrischen  Functionen 
abgeleitet  werden,  heissen  cykhmetrische  Functionen. 


arc  ctg:r, 


Die  entwickelten  Functionen  theilt  man  mm  wieder  ein  in 
algebraische  und  franscendente  Functionen,  und  zwar  ist  y  eine 
algebraische  Function  von  a-,  wenn  y  einem  Ausdrucke  gleich  ist, 
welcher  aus  x  und  ans  constanten  Grössen  nur  durch  die  ge- 
wöhnlichen algebraischen  Operationen,  nämlich  nur  durch  Addi- 
tion,  Subtractiony  Multiplication,  Division  und  Wurzelawiziehung 
gebfldet  ist. 

Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  ist  y  eme  transcendente  Func- 
tion von  X.    Durch  jede  der  Gleichungen 

(7.)  y  =  2x^  +  3Yx  —  x^^ 

3a:2+7a:— 11 
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(9.)  y  =  V 


2a;2  +  32;  — 8       -,     Yx—  1 


x+l  y  Yx+2 

wird  daher  y  als  eine  algebraiscJie  Function  von  x  erklärt; 
duixh  jede  der  Gleichungen 

(10.)      y  =  sinr,      y  =  cosar,      y=stga;,      y  =  ctg:c, 
(11.)     y  =  a',        y  =  logar, 

(12.)       y  =  3sina:  +  4C0Sa; , 

(13.)       y  =  a* +2/7+3:3  — c 

dagegen  wird  y  als  eine  trancendente  Function  von  x  erklärt. 

Die  algebraischen  Functionen  werden  wieder  eingetheilt  in 
rationale  und  irrationale^  und  die  rationalen  Functionen  werden 
weiter  eingetheilt  in  ganze  rationale  und  in  gebrochene  rationah 
Functionen. 

1)  Die  ganzen  rationalen  Fkinctionen  wei'den  aus  der  Ufiab- 
hlingigen  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  nur  durch 
die  Operationen  des  AddirenSj  des  Subtrahirens  und  des  Mutti- 
plicirens  gebildet. 

(Die  Division  und  die  Wurzelausziehung  sind  also  hierbei 
ausgeschlossen.) 

Es  ist  z.  B. 

y  =  3a:^  —  ix^  +  |a;2  _  Ha:  +  | 

eine  ganze  rationale  Function  von  x,  denn  sie  ist  aus  x  und  den 
constanten  Grössen  3,  ^,  |,  11,  |  nur  durch  Addition,  Subtrak- 
tion und  MultipUcation  zusammengesetzt. 

Bemerkung. 

Da  hierbei  die  Brüche  -|,  -|,  |-  vorkommen,  so  könnte  man  glau- 
ben, die  Bildung  dieser  Function  widerspräche  der  soeben  angegebeneu 
Regel,  indem  diese  Brüche  durch  Division  entstanden  seien. 

Dieser  Einwand  ist  aber  deshalb  unbegründet,  weil  die  Resultate 
dieser  Division  selbst  wieder  constante  Grössen  sind,  die  man  bei  der 
Bildung  einer  ganzen  rationalen  Function  beliebig  verwenden  darf. 

Ferner  ist  zu  beachten,  dass  die  Potenzen  von  x,  also 

•V     ^^~  XXm  X    ^'~'  XXX f  Sit    ^^~  XXXXy  .  .  • 

durch  MultipUcation  entstanden  sind,  so  lange  der  Exponent  eine  pogi- 
tive,  gante  Zahl  ist. 
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Die  Function 

y=:ax  +  o, 
heisst  eine  ffonze  rationale  Function  ersten  Grades^  weil  z  (ohne 
dasB  Elanunem  aoftreten)  nur  in  der  ei'sten  Potenz  vorkommt« 
Eb^iso  heisst 

y  =  ax^  +  a^x  +  a> 
eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades^ 

y  =s  ax^  -f  axx"^  +  <^i^  +  <h 
eine  ganze  rationale  Function  dritten  Grades^ 

y  =  aa^  +  a,a*-*  +  o^a:*"^  +  ...  +  o^-i  ^  +  a» 
eine  ganze  rationale  Function  n^^  Grades^  weil  (ohne  dass  Klam- 
mem auftreten)  die  höchste  Potenz  von  x^  welche  vorkommt, 
x"  ist 

Die  Gleichung 

giebt  auch  diejenige  Form  an ,  auf  welche  jede  ganze  rationale 
Function  gebracht  werden  kann,  wenn  man  sämmtliche  Klam- 
mem auflöst    Ist  z.  B. 

y=(2i-2-3:r4-ll)(ac— 5)+:r[(22:+3)(a:+2)+(ar— l)(:r+l)  — 7], 

so  findet  man,  indem  man  aUe  Klammem  anflösst  und  die 
Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigt, 

y  =  6-r3  —  192r2  +  48ar  —  55 -}- ar  [(ac2  +  7a:+6)+  {x^—l)  —  l] 
=  9^5  _  12a:« -I- 4te  —  55. 

Dieses  Verfahren  fährt  immer  zum  Ziele,  wie  auch  die 
Fmiction  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet 
sein  mag,  wenn  nur  die  Anzahl  der  angewendeten  Operationen 
eine  endliche  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  näm- 
lich zunächst  die  innersten  Klammem  auflösen,  d.  h.  diejenigen 
Klammerausdrficke ,  in  denen  keine  weiteren  Klanmiem  stehen, 
nnd  in  den  gefundenen  Resultaten  die  Glieder  vereinigen,  welche 
mit  gleichen  Potenzen  von  x  multiplicirt  sind.  Indem  man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  kann  man  nach  und  nach  alle  Klammem 
auflösen,  die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigen  und 
na^i^h  fallenden  Potenzen  von  x  ordnen. 

Um  anzudeuten,  das  y  eme  ganze  rationale  Function  von 
ist,  schreibt  man 

y  =  g{x)^    oder    y  =  G{x). 
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2)  Die  gebrochenen  rattanalen  Fumtionen  tcerden  aus  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  aus  canstanten  Grössen  ge- 
bildet durch  Addition,  Subfraction,  MuUiplication  und  Division. 

So  sind  z.  B. 

aa:^  —  b 

—  i__Zf_ 
y^x        2a:  — 3' 

2x^  —  1        2a:  +  9 

5a:  +  2  "^  3a:  —  4 
y  =         1  3a:2 


2a:        2a:  +  5 

gebrochene  rationale  Functionen  von  x.  Hier  tritt  also  zu  den 
Operationen,  welche  bei  der  Bildung  von  ganzen  rationalen 
Functionen  zulässig  waren,  noch  die  Division  hinzu.  Wie  oft 
aber  auch  die  Division  bei  der  Bildung  einer  gebrochenen  ratio- 
nalen Function  verwendet  sein  mag,  es  lässt  sich  die  Function 
immer  so  umformen,  dass  bei  ihrer  Bildung  nur  eine  einzige 
Division  vorkommt.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Jede  gebrochene  rationale  Function  lässt  sich  darstellen  u/s 
Quotient  von  zwei  ganzen  rationalen  Functionen,  d.  h.  es  lässt 
sich  jede  gebrochene  rationale  Function  auf  die  Form 

___   ga:**  +  gja;""'  +  ■>«  -4-  tfn-ia:  +  <^n 
^•■~   bx'^+  b^af^-^  +  ...  +  b,n-ix  +  i,„ 

biingen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  man  Brüche 
addirt  oder  subtrahiit,  indem  man  sie  auf  gleichen  Nenner  biingt 
und  die  Zähler  addirt  oder  subtrahirt,  dass  man  femer  Brüche 
mit  einander  multiplicirt,  indem  man  Zähler  mit  Zähler  und 
Nenner  mit  Nenner  multiplicirt,  imd  dass  man  endlich  Brüche 
dui'ch  einander  dividirt,  indem  man  den  Divisor  umkehrt  und 
dann  multiplicirt.  Alle  diese  Operationen  liefern,  wenn  sie  auf 
Quotienten  von  ganzen  rationalen  Functionen  angewendet  werden, 
als  Endresultat  wieder  den  Quotienten  von  zwei  ganzen  rationalen 
Functionen. 

Führt  man  also  bei  der  Bildung  einer  gebrochenen  rationa- 
len Function  alle  Additionen,  Subtractionen,  Multiplicationen  und 
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Divisionen  in  der  gehörigen  Beihenfolge  wiiMch  aus,  indem 
man  immer  nur  mit  Biüchen  operiit,  welche  schon  die  vor- 
geschriebene Form  haben,  so  kann  man  schliesslich  die  Function 
selbst  auf  diese  vorgeschriebene  Foim  biingen. 

Es  ist  z.  B. 

2a:  — 3       8^:— 2 

y  = h  7a: 


X  —  2 

5j:^  — to— 1 

z^—l 
= —  +  7z 


x  —  2 
bx'^  —  ßx—1    x  —  2 


x^  —  1  X 

bx^—l^x^+  lla:  +  2 


+  Ix 


X^ X 


+  Ix 


7x*  +  5a:»  —  23a:2  +  IIa:  +  2 


a;^  —  X 


Bekanntlich  ist 


(leshalb  sind  Potenzen  von  x  mit  negatüm  ganzzahligen  Expo- 
nenten auch  gebrochene  rationale  Functionen  von  x. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  (ganze  oder  gebrochene)  ratio- 
nale Function  von  x  ist,  schreibt  man  gewöhnlich 

y  =  Ji{x). 

3)  Die  irrationalen  Functionen  werden  aus  der  unabhängigen 
Veränderlicheti  x  und  aus  cansiafiten  Grössen  gebildet  durch  Ad- 
dition^ Subtractionj  MuUipKcationy  Division  und  Wurzelausziehung - 

Hier  tritt  also  noch  die  Wurzelausziehung  hinzu. 

Durch  die  Gleichungen 

y  =  Yx  =  O^f 
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y  =  5/2x2—7  =  (2x^  —  7)^, 

_  Yx  —  3  ,   ^2x*  —  Sx  +  & 

werden  also  irratiofvale  Functionen  erklärt.  Man  erkennt  aus 
diesen  Beispielen,  dass  Potenzen  von  x  mit  gebrochenen  (posi- 
tiven oder  negativen)  Exponenten  irrationale  Functionen  von  x 
sind,  denn  es  ist 


1 


+ 


L       «/-  "IT        1 


I  n  j — 


X       = 


yx 


Bemerkung. 

Bei  dieser  Eintheilang  der  Fanctionen  haodelt  es  sich  nur  am  ent- 
tvickeUe  Fanctionen;  nimmt  man  aber  die  unentwickelUn  Functionen 
hinzu f  so  erweitert  sich  der  Begriff  der  algebraischen  Functionen,  und 
zwar  heisst  dann  y  eine  algebraische  Function  von  x^  wenn  y  die  Wurzel 
einer  Gleichung  von  der  Form 

Oo{x)  •  y'*+  Oiix)  .  y— »  + . . .  -h  On-\{x) .  y+Gn{x)  =  0 
ist,  wobei    Gq(x),  Oi{x)f  ...  (7n-i(;c),  Gn(x)  sämmtlich   ganze  rationale 
Functionen   von  x  sind.     Vorläufig  kOnnen    aber  solche    algebraische 
Functionen  übergangen  werden. 


§2. 

Geometrische  Darstellung  der  Functionen. 

Von  dem  Verlaufe  einer  Function  kann  man  sich  auf  zwei- 
fache Weise  eine  Vorstellung  machen,  erstens  durch  eine  Tabelle 
und  zweitens  durch  eine  Figur. 

Solche  Tabellen  sind  z.  B.  füi*  die  Functionen  loga-, 
log  (sin :r),  log(cosa:), . . .  hergestellt  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  in  der  einen  Colonne  die  verschiedenen  Werthe  von  x  und 
in  der  anderen  Colonne  die  zugehörigen  Werthe  von  y  stehen, 
z.  B. 
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1 
2 
3 
4 


y  =  loga- 


0 

0,301 030  0 

0,4771213 

0,602  060  0 


Das  andere  Mittel  bietet  die  analytische  Geometrie.  Sind 
nämlich  in  einer  Ebene  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  OX 
und  OY  gegeben  (Fig.  3),  und  legt  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  P  die  Gerade  RP  parallel  zu  OK  und  die  Gerade  QP 
parallel  zu  O  F,  so  erhält  man  ein  Pa- 
rallelogramm OQPB,  in  welchem 

0Q:=^  RP=  X, 

OR=QP^y 

die  Coordinaten  des  Punktes  Pheissen, 

und  zwar  nennt  man  x  die  Abscisse  und 

y  die  Ordinate  des   Punktes  P.    Die 

gegebenen  Geraden  OX  und  O  Y  heissen 

die  Coordinaten- Axerij  und  zwar  heisst 

OX  die  Abscissen-Axe  oder  X-Axe,   OY  heisst  die  Ordinalen- 

Axe  oder  Y-Axe^  und  ihre  Zusammenstellung  heisst  ein  ParaUeU 

Coardinatensystem.    Dabei   nennt  man    0  den  Nullpunkt  oder 

d^  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems. 

Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  also  seine  Coordinaten 
X  jmi  y  bestimmt;  umgekehrt  ist  aber  auch  die  Lage  des  Punk- 
tes P  bestimmt,  wenn  seine  C!oordinaten  x  und  y  gegeben  sind. 
Schneidet  man  nämlich  OQ^x  von  O  aus  auf  der  X-Axe  und 
OR=zy  von  O  aus  auf  der  F-Axe  ab,  so  schneiden  sich  die 
Gei-aden,  welche  man  bezw.  durch  R  parallel  zur  X-Axe  und 
durch  Q  parallel  zur  Y-Axe  legt,  im  Punkte  P. 

Allerdings  ist  diese  Construction  nur  dann  eindeutig,  wenn 
man  die  eine  Seite  der  X-Axe,  z.  B.  die  rechts  von  0  als  die 
poMve  und  deshalb  die  andere  Seite  als  die  negative  festsetzt, 
so  dass  0(2  =  ^  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  abzu- 
tragen ist,  je  nachdem  x  einen  positiven  oder  negativen  Wertli 
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Fig.  4. 


hat.  Ebenso  muss  man  auf  der  F-Axe  die  eine  Seite,  z.  B.  die 
über  der  X-Axe  als  die  posittce  und  deshalb  die  andere  als  die 
jiegaiive  festsetzen. 

Für  viele  Untersuchungen  ist  es  am  bequemsten,  ein  ^^recht- 
toinkliges^  Coordinatensystem  zu  Grunde  zu  legen,  bei  welchem 
die  Coordinaten-Axen  sich  rechtwinklig  schneiden.  Das  Paral- 
lelogramm OQPR  wird  dann  ein  Rechteck. 

Betrachtet  man  nun  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes,  so  entspricht  jedem  Werthepaare  der  eben 
beschriebenen  Tabelle  ein  Punkt.     Da  man   den  Unterschied 

zwischen  je  zwei  auf  einander  fol- 
genden Werthen  von  x  beliebig  klein 
machen  kann,  so  wird  die  Anzahl 
dieser  Punkte  beliebig  gross;  auch 
wei-den  im  Allgemeinen  die  auf  ein- 
ander folgenden  Punkte  einander  be- 
liebig nahe  liegen  und  dadurch  eine 
stetig  verlaufende  Curve  bestimmen, 
welche  der  Gleichung 

entspricht.    Ist  z.  B. 

(1.)  y  =  :r2  +  3:c  -  2, 

SO  ergiebt  sich  die  Tabelle 

X    I    y 


—  5 

+  8 

—  4 

+  2 

—  3 

—  2 

—  2 

—  4 

—  1 

—  4 

0 

—  2 

+  1 

+  2 

+  2 

+  8 

• 

•         • 

und  dai-aus  die  in  Figuj'  4  dargestellte  Cm-ve. 
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Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Gleichung 

(2.)  ar2  +  y2  _  25  =  0, 

oder 

(2a.)  y  =  ±/25  —  x'K 

Die  Curve,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,  ist  in  Figur  5 
daii^estellt. 

Liegt  die  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  entsprechende 
Oiure  gezeichnet  vor,  so  kann  man  zu  jedem  Werthe  von  x 
einen  zugehörigen  Werth  von  y  finden,  indem  man  im  Abstände 
T  eine  Parallele  zur  F-Axe  zieht,  welche  die  Curve  in  einem 
oder  in  mehreren  Punkten  P  schneidet.  Der  Abstand  eines 
solchen  Punktes  P  von  der  X-Axe  ist  dann  ein  zugehöliger 
Werth  von  y. 

Möglicher  Weise  wird  diese  Parallele  die  Curve  in  gar 
keinem  Punkte  schneiden.  Dies  tritt  in  dem  zweiten  Beispiele 
ein,  wenn  a:*^>25  ist;  dann  wird  nämlich  y  imaginär. 


§  3. 

Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

Besteht  eine  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  x,  y, 
z,  ist  z.  B. 

z=:Sx^-  7xy  +  lly2, 
so  heisst  z  eine  Function  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y, 
weil  jedem  Werthepaare  rr,  y  ein  Werth  (oder  mehrere  Werthe) 
von  z  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  ist. 

So  ist  z.  B.  der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  f —-)  ^^^^^ 

Fimction  der  Grundlinie  g  und  der  Höhe  h ;   das  Volumen  eines 

— r— j  ist  eine  Function  vom  Halbmesser  r  des 

Grandkreises  und  von  der  Höhe  h. 

Ebenso  giebt  es  Functionen  von  drei  oder  mefir  Veränder- 
lichen.   Das  Volumen  eines  Kegelstumpfes 

'-Y  (Ti' +  r^  r,  +  r,^) 
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ist  eine  Function  der  Höhe  h  und  der  Halbmesser  r^  und  r^  der 
beiden  begrenzenden  Kreise. 

Die  Schwingungszahl  einer  gespannten  Saite  ist  eine  Func- 
tion ihrer  Länge,  ihrer  Dicke  und  der  spannenden  Gewichte. 

Die  Zinsen,  welche  ein  ausgeliehenes  Capital  bringt,  sind 
eine  Function  des  Capitals,  der  Zeit  und  des  Zinsfiisses. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  Function  von  n  Veränderlichen 
rr^,  d:^,  • . .  Xn  ist,  schreibt  man 

oder 
oder 

Die  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen  kann  man  in 
derselben  Weise  eintheilen  wie  die  Functionen  von  einer  Ver- 
änderlichen ;  es  giebt  also  auch  hier  eindeutige  und  mehrdeutige^ 
entwickelte  und  unentwickelte  Functionen. 

Die  entwickelten  Functionen  werden  eingetheilt  in  alge- 
braische und  transcendente.  Dabei  unterscheidet  man  unter  den 
algebraischen  Functionen  je  nach  ihrer  Bildung  aus  den  unab- 
hängigen Veränderlichen  und  constanten  Grössen  gerade  so  wie 
bei  den  Functionen  mit  einer  Veränderlichen 

1)  ganze  rationale  Functionen, 

2)  gebrochene  rationale  Functionen, 

3)  irrationale  Functionen. 

Alle  übrigen  Functionen  heissen  transcendent. 

§4. 

Begriff  der  Grenze. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  1.)*) 
Wenn   eine  veränderliche   Grösse  X  (oder  eine  Reihe    von 
Grössen  X^,  X2,  X3, . .  .^  sich  einer  constanten  Grösse  A  imme^" 
mehr  nähert^  so  dass  schliesslich  dei'  Unterschied  zwischen  X  und 


*)  Die  wichtigsten  Formeln  sind  im  Anhange  zn  einer  Tabelle  zu- 
sammengestellt. 
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A  {bezic.  zwischen  X»  und  A  für  hinreichend  grosses  n)  heUehig 
ilein  wird^  so  heisst  A  die  Grenze  (Jimes)  von  X,  bezw.  von  Xn. 

Dabei  kann  es  vorkommen,  dass  X  immer  kleiner  bleibt 
als  die  Grenze  A^  oder  dass  X  immer  grösser  bleibt  als  die 
Grenze  A ;  es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  diese  veränder- 
liche Grösse  X  bald  grösser  ist,  bald  kleiner  als  die  Grenze  A^ 
der  sie  sich  nähert.  Es  kann  auch  vorkommen,  dass  für  ge- 
wisse Werthe  von  n  der  unterschied  zwischen  X»  und  A  kleiner 
ist  als  der  unterschied  zwischen  Xn+i  und  A^  wenn  nur  f&r 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n  dieser  Unterschied  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann. 

um  auszudrücken,  dass  A  die  Grenze  von  X  ist,  schreibt 

man 

-^4  =  limX. 

Beispiele. 

1)  Der  Umfiemg  eines  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Umfange 
des  dem  Kreise  einbeschriebenen  regehnSssigen  ft-Ecks,  w^m  die 
Anzahl  der  Seiten  immer  grösser  und  grösser  wird,  denn  der 
Unterschied  zwischen  beiden  wird  beliebig  klein  ^  wenn  man  n 
hinreichend  gross  macht. 

Ebenso  kann  der  Umfojig  des  Kreises  als  Grenze  des  dem 
Kreise  umschriebenen  regehnässigen  n-Ecks  angesehen  werden. 

2)  Auch  die  Fläche  des  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Flächen- 
inhalt des  dem  Kreise  einbeschriebenen  und  ebenso  des  umschrie- 
benen ^Ecks,  wenn  n  immer  grösser  und  grösser  wird. 

8)  Es  ist 

0,7777. ..  =  lm(^  +  j55  +  3;^+...+  ^ 

Hierbei  bedeutet  das  Zeichen  lim  (sprich :  limes  für  n  gleich 


fl  =s  00 


(777 
10  "^100  "^  Töoo  "*"'•* 

-f-  •— j  gesacht  wird,  wenn  n  übei*  jedes  Mass  hinaus  wächst. 

StegemAim- Kiepert)  Differential-Beohunng.  2 
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7 

Dieser  gesuchte  Grenzwerth  ist  in  der  That  ^,  denn  es  wird 

9        10  ""90' 

7        /7  7  \         7 7    _    7 

9        VlO  "^  100/  ""  90       100  "  900 ' 

9        \10  "^  100  "^  1000/  "■  900       1000  "~  9000  ' 


9        \10  "^  100  "^  1000  "T"  •••  "T  loV  ■"  9 .  lO»»* 

7 
Der  Unterschied  zwischen  —  und  0,7777  ...  wird  also  beliebig 

«7 

klein^  wenn  man  eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Decimal- 
stellen  berücksichtigt. 

Aehnliches  gilt  ganz  allgemein,  wenn  man  einen  gewöhn- 
lichen Bruch,  dessen  Nenner  von  2  und  5  verschied^e  Factoren 
enthält,  in  einen  periodischen  Decimalbruch  verwandelt. 

4)  Es  ist 

In  der  That,  es  wird 

»-044)4. 
'-0444)4- 

2-0+i+r+f+-  +  F)=F- 

Der  Unterschied  zwischen  l  +  7r  +  T  +  7r  +  --«  +i^  und 

2        4        8  2* 

2  wird  also  beliebig  Mein,  wenn  man  n  hinrei<^hend  gross  macht. 
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5)  Die  Gleichung 

)^3  =  1,73205 
ist  nicht  genau,  denn  es  wird 

1 ,732  05^  =  2,999  997  202  5, 

ein  Ansdruck,  der  von  3  um  eiae  kleine  Grösse  verschieden  ist- 
nimmt  man  aber  mehr  Decimalstellen,  so  kann  man  den  Unterschied 
zwischen  dem  Quadrat  d^  Decimalbruches  und  3  immer  kleiner 
machen.  Es  ist  also  Ys  die  Grenze,  welcher  sich  der  Decimal- 
brach  nähert,  d.  h.  der  Unterschied  zwischen  dem  Decimalbruch 
mid  Ys  wird  beliebig  klein,  wenn  man  die  Anzahl  der  Stellen 
hinreichend  gross  macht. 


6) 


lim 

s  =  0 


sm;; 


=  1. 


Hierbei  bedeutet  das  Zei- 
chen lim  (sprich:  limes  für  z 

gleich  0),  dass  dei*  Werth  von 

sin« ,     .  *        « 

^ —  bestimmt  werden  soll,  wenn 

sich  der  Werth  des  Bogens  z 
der  Null  beliebig  nähert. 


Fig.  6. 


Zum  Beweise  beachte  man,  dass  für  alle  Bogen  z,  welche 
kleiner  als  -  (d.  k  kleiner  als  90®)  sind,  in  Figur  6 

(1.)  aOCB-^  Sector  AOB^A  OBD 

wird.    Macht  man  den  Halbmesser  des  Kreises  um  0  gleich  1, 
so  ist 

2aOCB:=:CB.CO  =  sinz  cosz, 

2  Sector  AOB  =  AB.AO  —  z, 

• 

2  aOBD  =OB.BD  =  tgz==^^, 

^  C0S2' 

folg^ch  gehen  die  Ungleichungen  (1.)  über  in 


(la.) 


sm^cos;?  Si^s 


smg 
cosz 


2* 
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Indem  man  dorcli  sinz  dividirt,  erhält  man 

z  1 

(2.)  cos«  ^  -; —  ^ 


sinz  ==  cos« ' 
oder 

(3.)  > >cos«; 

^   ^  cosz —    z   — 

•  ^ 

d.  h. Kegt  immer  zwischen  cos«  und .    Da  nun  aber 

z      ^  cos« 

(4.)  lim  cos«  =  1  und  lim  =  1 

^  SrrO  «  =  0   cos« 

wird,  so  muss  auch 

,_  X  r     sin«      , 

(5.)  hm  — -  =  1 

»  =  o     « 

sein. 

Der  Sinn  dieses  Eesultates  lässt  sich  folgendermassen  aus- 
sprechen : 

Der  unterschied  zwischen  dem  Sinus  eines  Bogens  «  und 
dem  Bogen  selbst  wird  im  Yerhältniss  zu  diesem  Bogen  «  beliebig 
Hein,  wenn  man  den  Bogen  hinreichend  Hein  macht.    So  ist 

arcus  4«  =  0,06981317,  sin  4«  =  0,069  756  47, 

arcus  2^  =  0,034  906  58,  sin  2«  =  0,034  899  42, 

arcus  1^  =  0,01745329,  sin  P  =  0,01745241, 

arcus  30'  =  0,008  726  64,  sin  30'  =  0,008  726  54, 

arcus  15'  =  0,00436332,  sin  15'  =  0,00436331, 

arcus  7|'  =  0,002 181 66,  sin  7  J'  =  0,002 181 66, 


also 


arcus4®  —  sin  4^         5670         ^^^^,>,«^« 

=  0,00081217, 


arcus  4«  6981317 

arcus  2^  — sin  2^_      716 

arcus  2"         ""3490658 
arcus  1^  — sin  1^_       88 
arcus  1"        "17  45329 
arcus  30'  — sin  30' _       10 
arcus  30'  "~  872664 


=  0,00020512, 
=  0,00005042, 


=  0,00001146, 


§  5.    Das  uneadlich  Kleine  und  das  unendlich  Grosse.  21 

§5. 

Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlich  Grosse. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  2—4.) 
Nähert  sich  eine  veränderliche  Grösse  der  Grenze  0,  so  sagt 
manj  sie  wird  unendlich  klein. 

Nach  den  Aaseinandersetzangen  des  vorhergehenden  Para- 
graphen könnte  man  die  Erkiärnng  des  unendlich  Kleinen  daher 
aach  so  fassen: 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  immer  kleinere  und  kleinere 
Wertke  annimmt,  so  dass  sie  kleiner  werden  kann  als  jede  ge- 
gebene Grösse,  so  sagt  man,  sie  tvird  unendlich  klein,  oder  noch 
besser,  sie  toird  verschunndend  klein. 

Wenn  man  also  von  „verschunndend  kleinen^^  oder  von  „un- 
endlich  kleinen  Grössen^^  spricht,  so  mnss  man  sich  stets  dessen 
bewusst  bleiben,  dass  man  zunächst  mit  kleinen  veränderlichen 
Grössen  rechnet,  die  sich  dann  der  Orenze  0  beliebig  nähern  sollen. 

Es  ist  sehr  bequem,  diese  verein£eLchte  Bezeichnung  zu  be- 
nutzen, damit  man  es  nicht  nöthig  hat,  in  jedem  einzelnen  Falle 
die  Auseinandersetzung  des  hier  angedeuteten  Grenzver&hrens 
zu  wiederholen. 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  immer  grössere  und  grössere 
Werthe  annimmt,  so  dass  sie  jede  gegebene  Gfrösse  übersteigen 
kann,  so  sagt  man,  sie  toird  unendlich  gross,  oder  noch  besser, 
sie  ist  eine  unbegrenzt  wachsende  Grösse, 

Das  Zeichen  für  unendlich  gross  ist  oo . 

Wenn  man  also  yon .  „unbegrenzt  wachsenden-^  oder  von  „un- 
endlich grossen  Grössen^^  spricht,  so  will  man  wiederum  ein 
Grenzver&hren  andeuten,  welches  darin  besteht,  dass  man  zu- 
nädist  mit  endlichen,  veränderlichen  Grossen  rechnet,  die  dann 
aber  grosser  werden  dürfen  als  jede  angebbare  Grösse. 

So  wird  z.  B.  tga  erklärt  als  das  Yerhältniss  der  beiden 
Katheten  im  rechtwinkligen  Dreieck,  von  denen  die  erste  dem 
spitzen  Winkel  a  g^^ntiberliegt.  Wächst  der  Winkel  a,  so 
wächst  auch  tga.  Für  a  =  90®  hat  diese  Erklärung  keinen 
Sinn  mehr,  weil  es  kein  geradliniges  Dreieck  giebt,  das  zwei 
rechte  Winkel  enthält;  trotzdem  sagt  man 

tgOO«  =  00 
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und  will  damit  aosdiücken,  dass  tga  Aber  jede  angebbare  Grösse 
hinaus  w&chst,  wenn  sich  a  dem  Werthe  90®  beliebig  nähert. 

Eine  Grrösse  heisst  ^^endüch^^ ,  wenn  sie  weder  unendlich 
klein  noch  unendlich  gross  ist. 

Satz  1.  Neben  einer  endlichen  Grösse  darf  eine  versckwin- 
dend  kleine  Grösse  vernachlässigt  werden^  oder  mit  anderen 
Worten:  eine  endliche  Grösse  bleibt  unverändert j  wenn  man  sie 
um  eine  unendlich  kleine  Grösse  vermehrt  oder  vermindert. 

Die  Richtigkeit  folgt  aus  der  Erklärung  der  unendlich 
kleinen  oder  verschwindend  kleinen  Grössen. 

Von  diesem  Satze  kann  man  sofort  einige  Anwendungen 
machen.    Es  sei 

limX=r^,         limr=Ä, 
also  X^A  +  a,        Y=B  +  ß, 

wobei  a  und  ß  beim  Uebergange  zur  Grenze  verschwindend 
kleine  Grössen  sind.  Dann  werden  aber  auch  a  +  ß  und  a-^ß 
verschtcindend  klein,  folglich  wird 

lim(X  ±  Y)  =  lim  [(A  ±  B)  +  (a  ±  ß)]  =  A  ±  B, 

oder 

(1.)  lim  (X  ±  F)  =  lim  X  ±  lim  Y. 

Femer  ist 

X.Y:=:{A  +  a){B  +  ß)  =  AB  +  uB  +  ßA  +  aß. 

Da  A  und  B  endliche  Grössen  sind,  so  werden  beim  Uebei-- 
gange  zur  Grenze  aB  und  ßA  verschwindend  klein,  und  da  auch 
aß  verschtoindend  klein  wird,  SO  erhält  man 

lim  (X  .  Y)  =  ^  .  J5 
oder 
(2.)  Um  (X .  y)  =  lim  X .  lim  Y. 

Schliesslich  ist 

YB+  ß  ^B      ßA  —aB 

X""^  +  «"~^"^  A{A  +  a)  ' 

Beim  Uebergang  zur  Grenze  werden  ßA  und  aB  terschtmn- 
dend  klein ,  während  unter  der  Voraussetzung ,  dass  A^O  ist, 
A{A  +  a)  den  endlichen  Werth  A^  erhält,  foglich  wird 
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^^©  =  2' 


lim  Y 
limX' 


oder 

(3.) 

weim  lim  X  ^  0  ist. 

Ans  der  ErkULmng  der  unbegrenzt  wachsenden  OrOssen 
folgt: 

Satz  2.  Eifie  unbegrefizt  wacJisende  Grösse  wächst  auch 
dann  noch'  unbegrenzt^  wenn  man  sie  um  eine  endliche  Grösse 
termehrt  oder  vermindert,  oder  mit  anderen  Worten :  eine  Grösse 
bleibt  unendlich  gross,  auch  wenn  man  eine  endliche  Grösse  zu 
ihr  addirt  oder  von  ihr  subtrahirt 


Fig.  7. 


Manche  scheinbar  elementare  Untersuchungen  setzen  bereits 
den  Begrijfif  des  Grenzwerthes,  bezw.  den  Begriff  der  unendlich 
kleine  Grossen  voraus,  wie  die 
beiden  folgenden  Aufgaben  aus 
der  Geometrie  und  Mechanik 
zeigen  mögen. 

1.  Es  sei 

(4.)  y  =f(x) 

die  Gleichung  einer  Curve  PP^ 

iFig.  7),  in  welcher  die  Punkte 

Pimd  Pi  durch  eine  Secante 

verbunden  sind.     Der  Winkel 

ß,  den  diese  Secante  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe 

bfldet.  ist  dann  bestimmt  durch  die  Gleichung 


— -t 


(5.) 


RP 
tg/5f  =  tgÄPP,  =  ^ 


Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Punktes  P  mit  x 
und  y,  die  des  Punktes  Pj  mit  a-,  und  y,  *),  so  wird 

OQ  =  x,     QP=y,    00,=  T,,    Q,P,-=yu 


*)  In  dem  Folgenden  sollen  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  immer 
mit  7,  y,  die  eines  Punktes  P]  mit  xi,  y\,  allgemein  die  eines  Punkte» 
in  mit  xnt  yn  bezeichnet  werden. 
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also 

folglich  wird 

(6.)  tg/öf  =  ?^^-^^ 


x^  —  X 


Die  Differenzen  x^  --x  und  y\—y  bezeichnet  man  gewöhn- 
lich mit  Jx  and  Jy.  Die  Gleichung  (6.)  nimmt  dadurch  die 
Form 

(6a.)  tg/J  =  ^ 

an.  Nähert  sich  jetzt  der  Punkt  P^  dem  Punkt«  P,  so  werden 
auch  Jx  und  ^y  immer  kleiner.  Wird  schliesslich  der  Abstand 
des  Punktes  Pj  von  P  verschindend  klein,  so  werden  auch  Jx 
und  Jy  verschwindend  kleine  Grössen,  welche  man  dann  Diffe- 
rentiale nennt  und  mit  dx  und  dy  bezeichnet.  Gleichzeitig  geht 
die  Secante  PP^  in  die  Tangente  TP  über,  welche  mit  der  po- 
sitiven Richtung  der  X-Axe  den  Winkel  «  bildet.  Die  Tan- 
gente im  Curvenpunkte  P  ist  nämlich  eine  Secante^  bei  der  zwei 
Schnittpunkte  P  und  P^  in  einen  Punit,  defi  Berührungepunkt 
P  zusammengefallen  sind. 

Die  Gleichung  (6a.)  geht  daher  über  in 

(7.,  «.»  =  1  =  "-^. 

Den  Quotienten  der  beiden  Differentiale  dy  und  dx  nennt 
man  einen  Differential- Quotienten. 

2.  Unter  der  Geschwindigkeit  c  eines  (z.  B.  in  gerader 
Linie)  gleichförmig  fortbewegten  Massenpunktes  versteht  man 
die  Länge  des  Weges,  der  in  der  Zeiteinheit  (Secunde)  zurück- 
gelegt wird.  In  t  Secmiden  ist  daher  die  Länge  des  zurück- 
gelegten Weges 
(8.)  s  =  ct. 

Dies  giebt  für  die  Geschwindigkeit  bei  gleichförmiger  Be- 
wegung den  Werth 

(9.)  c=j. 
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Hierbei  ist  es  ganz  gleichgältig,  wie  gross,  bezw.  wie  klein 
t  ist,  weil  8  in  demselben  Verhältnisse  wächst  und  abnimmt 
wie  t. 

Wenn  die  Bewegung  nicht  mehr  gleichförmig  ist,  d.  h.  wenn 
der  bewegte  Massenpnnkt  in  gleichen  Zeiten  nicht  mehr  gleiche 
Sla^cken  zuinlcklegt,  so  kann  man  doch  noch  von  der  mittleren 
Geschwindigkeit  im  Zeitintervall  von  ^bis^  sprechen  und  diese 
wieder  erklären  als  das  Verhältniss  der  in  der  Zeit  ^  —  t  za- 
rackgelegten  Strecke  s^  —  s  zu  diesem  ZeitintervaU  i\  —  t. 
Bezeichnet  man  diese  Diflferenzen  s^  —  s  und  t^  —  t  bezw.  mit 
Js  mid  Jtj  so  ist  also  die  mittlere  Geschwindigkeit 

Js «f  —  8 

Jt  ~~  t^  —  t' 

Wird  das  ZeitintervaU  Jt  immer  kleiner  und  schliesslich 
verschwindend  klein,  so  wird  auch  Js  verschwindend  klein. 
Diese  verschwindend  kleinen  Grössen  bezeichnet  man  bezw.  mit 
dt  und  ds  und  nennt 

die  Geschwindigkeit  der  ungleichförmigen  Bewegung  zur  Zeit  L 
Auch  hier  nennt  man  die  verschwindend  kleinen  Grössen 
<fe  und  dt  Differentiale  und  ihren  Quotienten  einen  DifferentuiJ- 
Quotienten, 

§  6- 

lieber  die  Rechnung  mit  unendiicii  Icieinen  Grössen. 

Nach  den  Erklärungen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
mcii  eine  Grösse  dann  unendlich  klein  (oder  verschwindend  klein), 
wenn  man  sie  kleiner  machen  kann  als  jede  gegebene  Grösse. 
Wie  gross  auch  die  Genauigkeit  sein  mag,  mit  der  man  rechnen 
will,  man  kann  die  verschwindend  kleinen  Grössen  so  klein 
machen,  dass  sie  neben  einer  endlichen  Grösse  nicht  mehr  in 
Betracht  kommen. 

Verlangt  man  z.  B.,  dass  eine  Zahl  bis  auf  n  Decimalstellen 
genau  berechnet  wird,  so  kann  man  jede  unendlich  kleine  Grösse 
kleiner  machen  als 
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10»' 

wie  gross  auch  n  sein  mag.  Man  kann  dabei*  die  unendlich 
kleinen  Grössen  nicht  mit  endlichen,  sondern  nur  mit  unendlich 
kleinen  Grössen  vergleichen;  das  VerhäUniss  zweier  unendlich 
kleinen  Grössen  kann  nämlich  sehr  wohl  einen  endlichen  Werth 
haben,  wie  schon  die  Beispiele 

dij  ds 

in  §  5  gezeigt  haben.  Mit  solchen  Biffereniialen  und  Differen- 
tial'Quotienten  hat  man  es  hauptsächlich  in  der  Differential- 
Rechnung  zu  thun. 

Man  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  mit  verschwindend 
kleinen  Grössen  rechnen. 

Theüt  man  nämlich  eine  endliche  Grösse  •/  in  »  Theile  (die 
übrigens  nicht  gleich  zu  sein  brauchen),  so  ist  /  gleich  der 
Summe  aller  dieser  Theile.  Wenn  nun  die  Zahl  »,  d.  h.  die 
Anzahl  der  Theile  in's  Unbegrenzte  wächst,  so  dass  die  ein- 
zelnen Theile  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich  klein 
werden,  so  erkennt  man,  dass  auch  die  Summe  von  unendlich 
vielen^  unendlich  kleinen  Grössen  sehr  wohl  einen  endlichen 
Werth  /  haben  kann. 

Solche  Summen  von  unendlich  vielen,  imendlich  kleinen 
Grössen  treten  in  der  Integral- Rechnung  auf. 

Beispiele  davon  kommen  schon  in  der  Planimetrie  und 
Stereometrie  vor. 

So  berechnet  man  die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer r,  indem  man  sie  in  unendlich  viele,  unendlich  schmale 
Sectoren  zerlegt.  Jeder  solche  Sector  wird  dann  als  ein  Dreieck 
betrachtet,  dessen  Spitze  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  und 
dessen  Grundlinie  in  der  Peripherie  des  Kreises  liegt.  Da  diese 
Dreiecke  alle  dieselbe  Höhe  r  haben,  so  braucht  man  nur  ihre 
Grundlinien  zu  addiren  und  erhält  als  ihre  Summe  den  Umfang 
des  Kreises,  nämlich 

u  =  2r7r. 
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Der  Flächeninhalt  des  Kreises  ist  daher 

F=_  =  r»;r. 

In  ähnlicher  Weise  berechnet  man  die  Oberfläche  einer 
Kagel,  indem  man  sie  in  anendlich  viele,  unendlich  schmale  Zonen 
zerleigt,  welche  man  als  Mäntel  von  Eegelstampfen  betrachtet. 

Femer  findet  man  das  Volumen  V  einer  Kugel,  indem  man 
die  Engeloberfläche  in  unendlich  kleine  Di*eiecke  zerlegt  und 
diese  Dreiecke  als  die  Grundflächen  von  Pyramiden  betrachtet, 
die  alle  ihre  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kugel  haben.  Die 
Hübe  ist  bei  allen  diesen  Pyramiden  gleich  dem  Halbmesser  r 
d^  Engel,  folglich  ist  die  Sunune  ihrer  Volumina  gleich  der 

Snmme  ihrer  Grundflächen,  multiplicirt  mit  -.    Da  die  Summe 

der  Volomina  gleich  dem  Volumen  der  Kugel  und  die  Summe 
der  Grondflächen  gleich  der  Kugeloberfläche  (4r2;r)  ist,  so 
tmdet'  man 

V  =  ^r^TT  .  —  ==  — -— . 
3  3 

Bei  der  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen  kommen 

daher  hauptsächlich  nur  zwei  Aufgaben  in  Betracht : 

1)  Es  üt  der  Werth  zu  besiimmenf  welchen  das  Verhältniss 
ton  zwei  unendlich  kleinen  Grössen  annimmt. 

2)  Es  ist  die  Summe  von  unendlich  vielen^  unendlich  kleinen 
Grössen  zu  bestimmen. 

In  dem  Folgenden  wird  daher  auch  nur  auf  diese  beiden 
Angaben  Rucksicht  genommen  werden. 


§7. 

Verschiedene  Ordnungen   der  unendlich  Icleinen  Grossen. 

Die  verschwindend  kleinen  Grössen,  welche  in  einer  Rech- 
nimg Torkommen,  können  noch  sehr  verschiedenartig  sein.  Zer- 
legt man  z.  B.  einen  Würfel  durch  Schnitte,  senkrecht  zu  einer 
Seitenkante,  in  n  gleiche  Schichten,  so  werden  die  einzelnen 
Schichten  verschwindend  kleine  Grössen,  wenn  n  in's  Unbegrenzte 
wächst. 
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Legt  man  jetzt  noch  Schnitte,  senkrecht  zu  einer  zweiten 
Kante,  so  kann  man  jede  dieser  Schichten  in  n  gleiche  Sänlen 
zerlegen.  Wenn  jetzt  n  wieder  in's  Unbegrenzte  wächst,  so 
werden  diese  Säulen  verschwindend  kleine  Grössen,  und  zwar 
sind  sie  auch  noch  y erschindend  klein  im  Verhältniss  zu  jeder  ein- 
zelnen Schicht,  weil  erst  unendlich  viele  Säulen  eine  solche 
Schicht  ausmachen. 

Sclüiesslich  kann  man  noch  durch  Schnitte,  senkrecht  zu 
einer  dritten  Kante  des  Würfels  jede  Säule  in  n  Würfel  zer- 
legen. Wächst  n  wieder  in's  Unbegrenzte,  so  werden  diese 
Würfel  noch  verschwindend  klein  im  Verhältniss  zu  den  ver- 
schwindend kleinen  Säulen,  weil  erst  unendUch  viele  Würfel  eine 
solche  Säule  ausmachen. 

Dieses  Beispiel  zeigt,  dass  man  die  unendlich  kleinen  Grössen 
noch  in  verschiedene  Ordnungen  eintheilen  muss. 

Kommen  also  in  einer  Rechnung  verschiedene  unendlidi 
kleine  Grössen  vor,  so  kann  man  eine,  z.  B.  a,  nach  Belieben 
auswählen  und  festsetzen,  dass  u  eine  unendlich  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  heisse. 

Ist  dann  ß  eine  andere  unendlich  kleine  Grösse,  und  wird 

eine    endliche   Grösse,   so    heisst  ß   gleichfalls   eine  unendUch 
kleine  Grösse  erster  Ordnung. 

Die  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  haben  daher 
nach  dieser  Festsetzung  alle  die  Form  ap. 

Wenn  dagegen  —  selbst  wieder  eine  unendlich  kleine  Grosse 

erster  Ordnung  ist,  wenn  also  -    auf  die  Form   ap  gebracht 
werden  kann,  so  ist 

eine  endliche  Grösse.    Man  sagt  dann,  ß  sei  eine  unendlich  kleine 
Grösse  ztceiter  Ordnung. 
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Die  nnendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  haben  daher 
alle  die  Form  a^. 

Ist  anch  noch  ^  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ord- 


nong,  lässt  sich  also  -^  auf  die  Form  ap  bringen,  so  ist 

CS 

eine  ^dliche  Grösse,  und  ß  heisst  eine  unendlich  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung, 

So  kann  man  fort£Bkhren;  es  heisst  dann  ß  eine  unendlich 
Ideine  Grösse  rf^  Ordnung^  wenn 

eine  endUehe  Grösse  ist,  wenn  also 

ß  =  «•*/?. 

Dabei  ist  n  nicht  nothwendiger  Weise  eine  ganze  Zahl, 
sondern  n  darf  auch  eine  gebrochene  positice  Zahl  sein. 

Auch  wenn  man  ffir  n  gebrochene  Werthe  zulässt,  so  sind 
in  der  Form  oc^p  noch  nicht  alle  xmendlich  kleinen  Grössen  er- 
sehöpft,  wie  später  gezeigt  werden  soll.  Deshalb  möge  die  ge- 
gebene Erklärung  dahin  ei'weitert  werden,  dass  y  im  Vergleich 
zu  a  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  heissen  möge, 

Kenn  noch  —  unendlich  klein  toird, 
a 

Dies  vorausgeschickt,  gelten  die  folgenden  Sätze. 

Satz  1.  Unterscheiden  sich  die  unendlich  kleinen  Grössen 
(i  und  a'  von  einander  nur  durch  eine  unendlich  kleine  Grösse 
höherer  Ordnung  Yj  ^o  ist  der  Grenzioerth  ihres  Verhältnisses 
gleich  L 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 
!L)  a'  — «  =  ^'j    oder    «'  =  «  +  ;', 

wobei  Y  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  ist,  so 

dass  -  =  £  selbst  noch  unendlich  klein  wird.    Deshalb  folgt 

a 

aos  Gleichung  (1.) 
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(2.)  ü  =  1  +  e,    oder     Hm  —  ==  1, 

denn  die  unendlich  kleine  Grösse  e  darf  neben  der  endlichen 
örösse  1  vernachlässigt  werden  (nach  Satz  1  in  §  5). 

Von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung  z 

Ist  der  Grenzwerth,  dem  sich  das  Verhäliniss  zweier  ttn- 
endlich  kleinen  Grössen  a  und  a'  nähert,  ff f eich  1^  s^  können 
sich  a  und  a'  nur  durch  eine  unendlich  kleine  Gfrösse  hSAerer 
Ordnung  von  einander  unterscheiden. 

Beweis.    Ist  nämlich  wieder 

a*  — -  a  =  y,    oder    a'  —  a  +  y, 
also 

a  a 

SO  folgt  aus  lim  —  =  1,  dass  -  unendlich  klein  sein  muss. 

Beispiel.    Es  war  (vergl.  Formel  Nr.  1  der  Tabelle) 

,.     sin« 
lim =  1, 

folglich  wird  z  —  sin^;  unendlich  klein  von  höherer  Ordnniigf, 
wenn  z  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird. 

Satz  2.  Hat  das  VerhäUniss  zweier  unendlich  kleinen 
Grössen  a  und  ß  einen  endlichen  Grenzwerth  foder  den  Grrenz" 
werth  Oj,  so  ändert  hich  dieser  Grenzwerth  nicht,  wenn  man  u 
und  ß  um  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  vermehrt 
oder  vermindert. 

Man  soll  also  zeigen,  dass 

lim^-— ; —  =  hm  —  , 
u  ±  y  a 

wobei  «  und  ß  unendlich  kleine  Grössen  von  beliebiger  Ordnang- 
sind,  während  y  imd  ^  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ord- 
nung sein  sollen,  so  dasss 

?1  =  y'  und  -r  =  d' 
«  ß 

selbst  noch  unendlich  kleine  Grössen  sind. 
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Bewei».    Es  ist 

^''         a±r     «(1  ± y)     « V  1  ± y'  / 

a  "^  o  *     i±r'    ' 

Da 

lim  (1  ±  y*)  =  1,    lim  (±  d*  T  y')  =  0, 

ß 

und  da  -  einen  endlichen  Werth  bat,  so  wird 

(4.)    "       M^.±i;f^=o, 

ß     ~\i  d*  T  Y* 
d.  h.  -  .  — — — — p—  wird  verschwindend  klein  und  darf  neben 

der  endlichen  Grösse  —  yemacblftssigt   werden.      Man   erbält 

daher 

(5.)  lün^^lim^. 

Da  sich  die  verschwindend  kleinen  Grössen  a  und  ß  von 

a'  —  a±r    und    ß*^ß±d 

nur  durch  verschwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unter- 
scheiden, so  kann  man  die  Gleichung  (5.)  auf  die  Form 

(5a.)  lim^  =  lim^ 

bringen  und  dem  Satze  2  die  folgende  Fassung  geben. 

Satz  2a.    Der  Grenzwerth  von  —   bleibt   ungeändert,    wenn 

tnan  die  verschwindend  kleinen  Grössen  a  und  ß  durch  andere 
«'  und  ß'  ersetzt^  welche  sich  ton  den  ersteren  nur  durch  ver- 
schwindend kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unterscheiden. 

Beispiel.    Nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  ist,  wenn  man 
für  z  das  eine  Mal  3^;  und  das  andere  Mal  4^  setzt, 

,.     sin  (32:)      ,      ..     sin(4ar) 
hm  —^  =  1,    hm  —^  =  1, 

folglieh  unterscheiden  sich  Um  sin  (3a:)  und  lim  sin  (4a:)  von  lim  (3a:) 


Kg.B. 
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und  lim  (4a:)  nnr  durch  versdiwindend  kleine  Grössen  höherer 

Ordnung  und  man  erhält 

,.    8iD(ar)        ,.3*      3 
lim  .   ;-    '  =  lim  —  =  r-. 

■  =;usm(4^j  4^      4 

Satz  3.     Sind  a, ,  uj,  ...  a^  rerschiffindend  kleine  Grössen, 
deren  Anzahl  n  in'a  Unbegrenzte  loäckst,  und  weit«  man,  d<u$ 
die   Summe   dieser  unendlich   vielen,   unendlich  kleinen  Grotten 
einen  endlichen   Grenztcerth  S  besitzt,  dass  also 
*  =  lini(«,  +«j  +  ...-f.B„) 

ist,  80  bleibt  dieser  Grenzwerth  unverändert,  tosnn  man  die  cer- 
schwindend  kleinen  Grössen  Uj,  Oi, . . .  «.  «"»  verschwindend  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung  y^  7i,  •■■  y^  vermehrt  oder  eermindert. 
Dem  Beweise  dieses  Satzes  möge  ein  Beispiel  zur  Erläute- 
rung vorangestellt  werden. 

¥&  sei  eine  ebene  Figar 
JiABB,  (Fig.  8),  oben  begrenzt 
durch  einen  Curvenhog^  AB, 
links  und  rechts  von  den  Ordi- 
naten  A,A,  B^B  und  unten  durch 
den  Abschnitt  A^Bi  der  X-Are. 
Indem  mtm  A^B^  in  n  (gleiche 
oder  ungleiche)  Theile  zerlegt  und 
durch  die  Theilponkte  Parallele 
zu  der  Y-Axe  zieht,  kann  man 
den  Flächeninhalt  F  der  Figur  in  n  Streifen  a,,  a^,  ...  On  zer- 
legen. Dadurch  wird 
(Ö.)  F=a^  +ttt  +  ...  +  an  =  2a. 

Ist  nun  QPP,  Q^  ein  solcher  Streifen,  und  zieht  man  durch 
-  P  eine  Parallele  PR  zur  JT-Ase,  so  zerfallt  der  Streifen  a  in 
das  Rechteck  QPMQ,  =  a'  und  das  Dreieck  PBP,  =  r,  folg- 
lich wird,  wenn  man  dieselbe  Constraction  für  sämmtüche 
Streifen  ausfiihrt, 

(7.)       tti  =  «',  -I-  n,    «1  =  «\  +  ri,  ■-.  ö«  =  «»'  +  r-, 
oder 

(7a.)       «i'  =  a,  —  y, ,     a/  =  ßj  —  yj,  . . .  «„'  =  a„  —  r„, 
(8.)        F=  2a  =  2{a'  +  y)  =  2a-  +  2r. 


§  7.  VecBchiedene  OrdnoxigeD  der  nnendlich  klomen  Gröoen.      33 

In  Figur  8  sind  die  Strcdfen  a  sämmtlich  gröeser  als  die 
ßechtecke  a',  so  dass  in  den  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  die 
Grössen  r  sSinrntlich  positiv  sind.  Es  können  aber  auch  (wie 
in  Figor  9)  die  Streifen  a  sämtnüich  kleiner  sein  als  die  Becht- 
ecke  afj  oder  es  können  (wie  in  Fignr  10)  die  Streifen  a  zum 
TheQ  grösserj  zum  Theil  Heiner  sein  als  die  ßechtecke  a'.  Die 
Gleichungen  (7.)  und  (8.)  bleiben  auch  in  diesen  Fällen  noch 
richtig,  wenn  man  unter  den  Grössen  r  ftnch  negative  zulässt. 


Fig.  9. 


Fig.  10. 


Wird  jetzt  die  Anzahl  n  der  Streifen  immer  grösser,  werden 
also  die  Streifen  selbst  immer  schmaler,  so  werden  die  Dreiecke 
r  nicht  nur  selbst  immer  kleiner,  sondern  auch  ihre  Summe  wird 
immer  kleiner.  Selbst  wenn  man  die  Dreiecke  r  alle  positiv  nimmt, 
80  ist  ihre  Somme  kleiner  als  ein  Rechteck,  das  die  Seite  AxB^ 
zur  Grundlinie  und  die  grösste  Höhe  der  Dreiecke  r  zur  Höhe  hat. 
Da  nmi  aber  diese  Höhe  mit  wachsendem  n  immer  kleiner  wird, 
so  wird  auch  der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  und  deshalb  erst 
recht  2r  beliebig  klein.    Man  erhält  daher 

(9.)  lim  -5';'  =  0,         F=z  lim  ^a  =  lim  2a\ 

Nach  diesem  Beispiele  möge  der  oben  ausgesprochene  Satz 
zunächst  for  den  Fall  bewiesen  werden,  dass  die  Grössen  a  und 
r  sämmtlich  positiv  sind.    Es  wird  dann 


(10.) 


Äj  =  «j  +  Of2  +  •  •  •  +  «ni 


l  S^  =  («1 


+  ri)  +  («2  +  ^2)  +  .  .•  +  («n  +  rn)^S,. 

Nach  Voraussetzung  sind  y^j  ^2?  •  •  •  ^«  verschwindend  kleine 
Grossen  höherer  Ordnung,  d.  h.  es  sind 

Stegenuum-Kispert»  Differential-Beohiiiaiig.  3 
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selbst  wieder  verschwindend  kleine  Grössen,  die  man  also  Ueinef 
machen  kann  als  jede  gegebene  Grösse.  Man  kann  sie  z.  B. 
kleiner  machen  als 

(12.)  *  =  i5J  . 

wobei  man  den  Exponentoi  x  noch  so  gross  machen  kann,  wie 
man  will.    Dies  giebt 

Deshalb  wird 

*2  =  («t  +  «l*l)  +  («2  +  «2*2)  +  •••  +  (««  +  «•*€••) 
=  tti  (1  +  «1)  +  «2  (1  +  «2)  +  .  .  .  +  «n  (1  +  €n), 

oder 

(14.)      -Si  ^  a,  (1  +  6)  +  «2  (1  +  «)  +  .  .  .  +  «n  (1  +  6), 

(14a.)  Äj  S  («1  +  «2  +  . . .  +  «h)  (1  +  «)  =  -Si  (1  +  e), 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichung  (10.) 
(15.)  S^^S^^S^  +  bS^. 

Wächst  jetzt  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  nach  Voraus- 
setzung lim  iS'i  =  iS'  eine  bestimmte,  endliche  Grösse,  und  e  wird 
beliebig  klein;  folglich  wird  auch  lim  CiS'i  beliebig  klein,  d.  h.  ver- 
schwindend klein,  so  dass  die  Ungleichung  (15.)  übergeht  in  die 
Gleichung 
(16.)  lim  Äj  =  lim  Ä'i  =  & 

Sind  die  Grössen  a  und  r  theilweise  positiv  und  theilweise 
negativ,  so  möge  der  Satz  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen 
werden,  dass 

S  =  lim(ai  +  «2  +  •  •  •  +  «n)  =  lim  2a 

nss  00  n  ^  OD 

auch  dann  noch  einen  endlichen  Werth  behält,  wenn  man  die 
Grössen  a  alle  positiv  nimmt.  Bezeichnet  man  also  den  absoluten 
Betrag  von  a  mit  |  a  |  und  den  absoluten  Betrag  von  ;"  mit  |  ;^  |, 
so  kann  man  jetzt  in  derselben  Weise  wie  vorMn  zeigen,  dass 

lim  2\r\  —  0 
wird.    Folglich  ist  erst  recht 
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lim  JSyssO 


Mas  OB 

und  deshalb 


lim  :Sa  SS  lim  S{a  +  r)' 


na  «  n  s  OD 


Setzt  man 

«i'  =  «1  ±  n>  «i'  =  «2  ±  r2,  ••.«•'  =  «*  ±  y«f 

so  imterscheiden  sich  die  verschwindend  kleinen  Grossen  o  und 
af  von  einander  nur  dnrch  verschwindend  kleine  Grossen  höherer 
Qrdnmig,  nnd  es  wird  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  8 

lim(a,'  +  oj'  +  . . .  +  0*0  =  lim(oi  +  «2  +  . . . «»). 

Man  kann  daher  diesem  Satze  auch  die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  3a.  Der  Qremwerih  von  «i  +  Oj  +  . . .  +  ^ w  hleibt 
uncerändertf  wenn  die  verschwindend  kleinen  Oröesen  a^, 
02 ^...a«  durch  andere  %',  {»^^...an  ersetzt  werden f  die  eich 
von  ihnen  nur  durch  verschwindend  hMne  Grössen  höherer  Ord- 
nung unterscheiden. 

Eine  Anwendung  dieses  Satzes  macht  man  schon  bei  der 
Berechnung  der  Kreisfläche,  denn  man  betrachtet  dabei  die  un- 
endlich vielm  Ereissectoren,  in  welche  die  Ereissfläche  zerlegt 
werden  kann,  als  geradlinige  Dreiecke.  Ein  solches  Dreieck 
nnterscheidet  sich  von  dem  entsprechenden  Sector  durch  ein 
Kreissegment;  da  aber  diese  Segmente  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung  werden,  so  darf  man  sie  nach  dem  vorigen 
Satze  in  der  That  vernachlässigen. 

Ebenso  darf  man  bei  der  Berechnung  der  Eugeloberfläche 
die  Eugelzonen  nur  deshalb  durch  die  Mäntel  adgestumpfter 
Eegel  ersetzen,  weil  sie  sich  von  den  letzteren  nur  durch  ver- 
schwindend kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unterscheiden. 

Schliesslich  sind  auch  bei  der  Berechnung  des  Volumens 
einer  Eugd  die  in  §  6  angegebenen  Theile,  streng  genommen, 
keine  dreiseitigen  Pyramiden,  sondern  sie  unterscheiden  sich  von 
diesen  durch  verschwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung. 

3* 
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§8. 

Begriff  der  Stetigkeit 

(VergL  die  Fonnel-Tabelle  Nr.  5.) 

Wenn  dnrch  die  Gleichong 

(1.)  y  =/(^) 

irgend  eine  Function  von  x  erklärt  ist,  so  werden  im  Allge- 
meinen unendlich  kleine  Aendemngen  von  x  auch  nnendUch  kleine 
Aenderongen  yon  y  nach  sich  ziehen.  Für  alle  Werthe  von  x, 
bei  welchen  dies  der  Fall  ist,  heisst  die  Function  stetig  oder 

continuirlich. 

Diese  Bezeichnung  ist  der  in  §  1  angedeuteten  geometrischen 
Darstellung  einer  Veränderlichen  entnommen.  Durchläuft  näm- 
lich der  Punkt  Q,  welcher  auf  der  X-Axe  den  Werthen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  entspricht,  stetig  eine  Strecke 

Q1Q2,  so  wird  im  Allgemeinen   der 
**  Punkt  jR,  welcher  den  zugeordneten 

nj  Werthen  von  y  entspricht,   auf  der 

*  y-Axe  eine  Strecke  R^R^  stetig  durch- 

laufen,  wobei  auch  einzelne  Theile  der 

F-Axe  (innerhalb  oder  ausserhalb  der 

^1  Strecke  RiJR^  mehrfach  durchlaufen 

werden  können.    (Vergl.  Fig.  11.) 


^    Qz    u        ^2     ^  Nur   in   Ausnahmefällen  werden 

Functionen  unstetig  (oder  discontinuir- 
lieh),  d.  h.  nur  ausnahmsweise  wird  der  Fall  eintreten,  dass 
die  Function  y  für  endliche  Werthe  von  x  unendlich  gross  wird, 
oder  dass  sie  sich  sprungweise  (um  endliche  oder  unendlich 
grosse  Beträge)  ändert,  während  die  Aenderung  von  x  unend- 
lich klein  ist. 

Es  sei  z.  B. 

(2.)  y=r:b' 

dann  wird  y,  so  lange  x  kleiner  als  a  bleibt,  negativ  und  stetig 
sein.    Wird  aber  x  gleich  a,  so  wird 

y  =  — 00 
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und  springt  dann  von  —  od 
bis  +  00 ,  wenn  x  den 
Werth  a  passirt.  (Vergl. 
Fig.  12.) 

Ein    anderes    Beispiel 
liefert  die  Function 

(3.)         y  =  tg:c. 


vig.  la. 


Wenn  x  von  0  bis 


n 


Wächst,  80  w&chst  y  gleich- 
zeitig von  0  bis  +  «>  f  wenn 
aber  x  noch  etwas  grösser 
wird,  so  erhält  y  einen  sehr 
grossen  negativen  Werth,  so 
dass  der  Weith  von  y  von 
+  Go  bis  zu  —  00   springt, 


TT 


wenn  x  den  Werth  -^  passirt. 
(VergL  Fig.  13.) 


Ist 


(4.) 


y  =  p. 


so  bleibt  y  immer  positiv 
und  wird  um  so  grösser,  je 
kleiner  x  ist.  Ffir  unendlich 
kleine  (positive  oder  nega- 
tive) Werthe  von  x  wird  y 
unendlich  gross,  d.  h.  y  wird 
für  diesen  Werth  von  x  un- 
stetig.   (Vergl.  Fig.  14.) 

Ist 


(5.) 


y  = 


1  +  « 


_1_ 

% 


OA^a. 


Fig.18. 


«■ 


00 


n 


OE 


X 


+  1 


38 


§  8.    Begriff  der  Stetigkeit. 


und  beschrSokt  man  x  zunächst 
auf  positiye  Werthe,  so  wird 

iima        Ä  — -s=0, 


also 


liiny=  1. 


Um    auszudrucken,    dass   x 
negative  Werthe  anninunt,  setze 
=x      man  a:  =  —  «,  dann  wird 


(5a.) 


y  = 


a     +  1 


Nähert  sich  jetzt  z  dem  Werthe  0,  so  wird 

lim  a'  =  00,    also  lim  y  =  0. 

Fi«;.  16. 
, R 


Fig.  16. 


Daraus  erkennt  man,  dass  sich  y  sprungweise  ändert,  wenn 
X  den  Werth  0  passirt^  und  zwar  springt  y  von  0  bis  1.  (Vergl. 
Fig,  15.) 

Sind  X  und  y  die  rechtwinküchen 
Coordinaten  eines  Punktes  P,  so  stellt 
die  Gleichung  (1.)  eine  Gurve  dar.  Die 
Punkte  P  und  P,,  welche  den  Werthen 
X  und  x^  entsprechen,  werden  einander 
beliebig  nahe  liegen,  wenn  die  Func- 
tion für  den  betreflfenden  Werth  von 
■^       x  stetig  ist,  und  wenn  x^  — x  hinreichend 
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klem  ^nrd.  Nach  Voranasetzang  irird  nämlicli  y^  —  y  mit 
Xi—x  zug^cfa  verschwindeiid  klein,  folglich  aach 

(6.)  PP,  =  V(z,-*)»  +  (y,-y)». 

(Vergl.  Fig.  16.) 

Der  Vedaaf  der  Canre,  welche  die  Gleichung 

y  =/(*) 

hat,  ist  also  im  Punkte  P  ein  stetiger  (amtinuirlicherj.  Wird 
^^  y\  — y  oi<^t  iiut  :r|  — X  zogleidi  verachwindend  klein,  so 
ist  die  Corve  im  Punkte  P  umtetig^  ^m»  die  Figuren  12,  18, 
14  mid  15  zeigen,  welche  den  oben  angeführten  Beispielen  ent- 
sprechen. 

Benerkmig« 

Eine  Unstetigkeit  der  Fanetioii  kann  fcA«tfi(ar  anoh  dAduch  ein- 
treten, djisa  die  Werthe  yon  y  imaginKr  werden ,  wenn  »  das  InteryaU 
Tou  «i  bis  ^  dnrchl&nft.    Ist  z.  B. 


SO   ist   y  nnr  reell,   so  lange 

2*^0^  ist,  y  wird  dagegen 
imaginir,  wenn  x^<a^  iet, 
wenn  also 

—  a  <«  <  +  «• 
Für  die  Werthe  von  x  —  —  a 
bii 2^  +  a  wird  alao  die  Corve 
imterbroehen,  wie  man  ans 
Figur  17  ersieht  Trotadem 
darf  man  diesen  Fall  nicht  als 
eine  Unstetigkeit  betrachten, 
wie  bei  der  Theorie  der  com- 

plexen  Grossen  geaeigt  werden  wird.  Yorläofig  kommt  übrigens  dieser 
Fall  nicht  in  Betracht,  weil  nnr  reeße  Werthe  der  Fnnctionen  berttok- 
sichtigt  werden  sollen,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  wird. 

Man  kann  den  Begriff  der  Stetigkeit,  ganz  unabhängig  yon 
der  geometrischen  Anschauung,  in  folgender  Weise  erklären: 

Eine  Rindian 

V  =/(^) 
heint  für  solche  Werthe  von  x  stetig^  für  welche  die  Differenz 
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mit  den  positiven  Grössen  d  und  e  zugleich  verschmndend  klein 
wird. 

Ist  z.  B. 

1 

so  wird 

>_        1  1  —  (J+e) 

x  +  e — a      X — d — ^a      (x — «)*  +  (« — ^){x — a) — de 

Dieser  Ausdrack  wird  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend 
klein,  so  lange  x  von  a  verschieden  ist.  Wird  aber  x  gleich  a, 
so  ist 

—  de  e       o 

ein  Ausdruck,  der  für  unendlich  kleine  Werthe  von  d  und  e 
sogai'  unendlich  gross  wird.  Die  Function  ist  deshalb  für  x 
gleich  a  unstetig. 

Ist 

y  =  tgar, 

so  wird 

^ = te(. + .)  -  tg(.  -  ^ = jjj^if^-jj. 

Dieser  Ausdruck  wird  mit  d  und  e  zugleich  unendlich  klein, 
wenn 

denn  dann  ist  cos:r  von  0  verschieden.    Wird  aber  x  gleich 

n         .  . 
-,  SO  ist 

cos(^  +  «j=  — sine,        ^^(^  —  <lj  =  sinJ, 

also 

.  _  — sin(J  +  e)  _  —  sinJcosc  —  cosJ sine 

"~     sin^sine     "  sind  sine 

oder 

^  =  —  ctgd  —  ctge. 
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ein  Ansdrack,  weicher  für  unendlich  kleine  Werthe  von  d  und 
e  gleich  —  oo   wird.    Die  Function  tga:  ist  daher  für  x  gleich 

'-  unstetig. 

Ist 

1 

so  wird 

__J; 1        __  — 2a?(d  +  g)  + J^  — g^ 

Für  alle  Werthe  von  x^  welche  von  0  verschieden  sind, 
wird  dieser  Ausdruck  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein; 
ist  aber  a:  =  0,  so  wird 

nnd  nimmt  beliebig  grosse  Werthe  an,  wenn  d  und  e  hinreichend 
klein  und  von  einander  verschieden  sind;  d.  h.  y  wird  flir  2;  =  0 

unsUUg, 
Ist 


SO  wird 


l  +  a 


^  = 


1  1 

(  a 


1  1    ' 

l+a  1+d 

also  für  a:  =  0  wird 

1  1 

T  "T 

.  a  a 

^  = 1 1- 

T  ~7 

l+a  l+a 

Setzt  man  der  Eärze  wegen  -=■  =  «,--  =  /?,  so  werden  « 

und  ß  unendlich  gross,  wenn  d  und  e  unendlich  klein  werden, 
und  man  erhält 
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ß  -« 

a  a 


1  +  a'        l+a""*        l  +  a^''        1  +  a'"'' 


Nun  ist  aber 


lima    *  =  lim —  =  0,  lima      =lim-T  =  0, 


folglich  mrd 

liiiiz/=  1; 

d.  h.  y  wird  für  o;  =  0  unstetig. 

Satz  1.*)  ^mcf  cfitf  Fünctionenf{x)  und  ff  (x)  in  dem  Intervall  von 
Xx  bis  X2  endlich  undstetiffj  so  sind  auch  die  Ikmc1ionenf{x)  +ff(x) 
und  f{^  —  g{£)  in  diesem  Intervalle  endlich  und  stetig. 

Beweis.    Nach  Voranssetzimg  werden 
(7.)   Jt=f{x  +  e)—f(x  —  d),J^  =  g{x  +  e)—g{x  —  d) 
mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch 
^^[fix  +  e)±g{x  +  e)]-^[f{x  —  d)±g{x  —  if)]  =  J,±^2' 

Sab  2.  Sind  die  Functionen  f{x)  und  g(x)  in  dem  Inter- 
vall von  Xi  bis  a^  endlich  und  stetig  ^  so  ist  auch  die  Function 
F{x)^=if{x)  .g{x)  in  diesem  Intervalle  endlich  und  stetig. 

Beweis.  Wendet  man  dieselben  Bezeichnungen  an  wie  in 
den  Gleichungen  (7.),  so  erhält  man 

J  =  F{x+e)—F{x—d)  =f{x+a).g(x+e)—f(x—d).g(x—S) 
=f{x  +  e).g{x  +  s)  '-f{x  —  d).g(x  +  e) 

•\-f{x  —  S).g{x  +  e)—f{x  —  d).g{x  —  S) 
=  Jy  .g(x  +  e)  +  J2  'f(x  —  3). 
Nach  Voraussetzung  sind/(a:  —  S),g{x  +  e)  endliche  Grössen, 
und  ^1,  ^2  werden  verschwindend  klein  zugleich  mit  d  und  £, 
folglich  auch  J. 


*)  SoUten  die  hier  folgenden  Sätze  1  bis  14  dem  Anfänger  noch  zu 
9cbwer  sein,  so  können  sie  vorläufig  übergangen  werden;  der  Leser 
mnss  aber  bei  den  späteren  Untersuchungen  beachten,  dass  die  Stetig- 
Juii  der  Functionen  für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x  vor- 
ausgesetzt wird ,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  ist. 
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Satz  3.  Jede  ganze  rationale  Function  von  z  ist  eietig  für 
aüe  endHehe  Wertke  von  x. 

Der  Beweis  folgt  daraus,  dass  die  ganzen  rationalen  Func- 
tionfin  ans  der  Veränderlichen  z  mid  ans  Constanten  Grossen 
nm*  dnrch  Addition,  Subtraktion  und  Mnltiplication  gebildet 
werden. 

Sab  4.  Sind  die  Functionen  f{x)  und  g{z)  in  dem  Liter  call 
von  x^  bis  z^  endlich  und  stetig ^  und  bleibt f{x)  in  diesem  Intervalle 
entweder  beständig  positiv  oder  beständig  negativ ,  so  ist  auch  die 

Rmetion  F(z)  =  tt-t  in  diesem  Intervalle  endlich  und  stetig. 

Beweis.    Bier  ist 

^  ^  ^  ^     f(x  +  e)      f{x  —  d) 

_f(x  —  d).g{x  +  e)—f(z  +  e).g{x  —  d) 

f{x  +  e).f(x-d) 

^f{x  —  d).g(x  +  s)-f{x  —  S).g{x  —  8) 

f(z  +  e).g(x—g)—f{x  —  d).g(z  —  f) 
f{x  +  e).f{x-d) 

oder,   wenn   man   dieselben  Bezeichnungen    anwendet   wie  in 
den  Gleichungen  (7.), 

Nach  Voraussetzung  sind/(Ä  —  d\  g(x  —  <J)  endliche  Grössen, 
und  J^j  J2  werden  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein, 
folghch  auch  J,  ä&fix  —  d)  xmdf(x  +  e)  nach  Voraussetzung 
von  0  verschieden  sind. 

O  (Xi 

Sab  5.     Der  Quotient  *~4  zweier  ganzen  rationalen  Firne- 

f{x) 

turnen  g(x)   und  f{x)  wird  nur  für  diejenigen   Werthe  von  x 
vnstetigyfür  welche  f{x)  gleich  0  wird. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Satz  4. 
Da  man  jede  gebrochene  rationale  Function  als  Quotienten 
zwder  ganzen  rationalen  Functionen  darstellen  kann,  so  findet 


44  §  8.    Begriff  der  Stetigkeit. 

maa  aus  Satz  5,  für  welche  Werthe  von  x  die  gebrochenen 
rationalen  Functionen  stetig  sind  oder  nicht. 

Satz  6.     Die  n**  Wurzel  aus  einer  endlichen  stetigen  Umo 
tion  f{x)  ist  wieder  endlich  und  stetig.*) 
Beweis.    Nach  Voraussetzung  wird 

^^=fix  +  B)-f{x-^) 

mit  d  und  e  zugleidi  verschwindend  klein.    Setzt  man  nun 

Vf{x  +  e)  =  u,  ■i/7(^ir^  =  r, 

so  ist  nachzuweisen,  dass  auch 

verschwindend  klein  wird. 

Ist  zunächst  f(x)SO,  so  kann  man  d  und  €  so  klein 
machen,  dass  f(z  +  e)  und  f(z  —  d)  dasselbe  Zeichen  haben 
wie/(:r);  dann  muss  man  auch  den  Grössen  u  und  v  das  gleiche 
Zeichen  geben.    Deshalb  sind  in 

t^  —  tj*»  =  (w  —  v)  (w"-^  4-  w"~^ «?  +  ...  +  wü""^  +  t?*""*) 

die  Grössen  w*^^  w»-^, . . .  w  o**-^,  r*-*  alle  von  0  verschieden 
und  haben  sämmüich  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  ist 

S  =  w»-i  +  w~-2^  +  . . .  +  uv*"-^  +  ©•»-1 S  0, 
und 


^/  =  u  —  V  = 


w"  —  v^      Jx 


S  S 

wird  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Ist  f(x)  =  0,  so  sind  f{x  +  e)  und  f(x  —  <J)  einzehi  be- 
liebig klein  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  d  und  e,  folglich 
auch  u,  V  und  J,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  u  und  f  beide 
noch  reelle  Grössen  sind. 

Dieser  Satz  giebt  Aufechluss  über  die  Stetigkeit  der  irra- 
tionalen Functionen. 

Satz  7.  Die  Functionen  sinrt;  und  COS:r  sind  für  aUe 
Werthe  von  x  stetig. 

Beweis.    Für  y  =  sinx  wird 

J  =  sin(a;  +  e)  —  sin(ar  —  <J)  =  2sin^    ^    f  cosf  a:  +    ~    j  - 

*)  Ist  n  gerade,  Bo  möge  bei  diesem  Satze  x  auf  solche  Werthe 
beschränkt  werden,  für  welche  f{x)  >  0  ist. 
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Dabei  Kegt  cos(z  +  ^~    j  zwischen  —  1  und  +  1,  und 

sinf    'T    f  wird  nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  mit  d  und  e 

zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch  J. 
Für  y  =  cosa:  wird 

^  =  COS(a:  +  €)  — COS(a;  —  d)  =  —  2sinf — ö~)^(^  +  "^i^* 

Auch  hier  liegt  sinf  :r  H — j  zwischen  —  1  und  +  1, 

und  sin^    ^    j  wird  mit  d  und  e  verschwindend  klein,  folg- 
lich auch  J. 

sin^ 

Satz  8.     Die  Fhnction  tgx  = toird    nur  für    diejeni- 

gm  Werthe  von  x  unstetig  ^  für  welche  COS2;  ffleich  0  wird^  also 

für  ar  =  ±  — ,  ±  — ,  ±  — , . . . ,  und  die  Function  ctgx  =  -; — 

icird  nur  für   diejenigen   Werthe   von   x  unstetig y  für  toelche 
sinx  =  0  tnVrf,  also  für  a:  =  0,  ±  tt,  ±  27r, . . . . 

Der  Beweis  folgt  ohne  Weiteres  aus  Satz  5. 

Satz    9«      Die  Function    a*    ist   stetig  für   alle   endlichen 
Werthe  von  x. 

Beweis.    Für  y  =  a'  ist 

z/  =  aF+'  —  a*-'  ==  a»  .  a«  —  ^  =  a'^fa* j-Y 

Nun  ist 

lima*^  =  1,         lima*  =  1, 

folj^ch  wird  J  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Satz  10.    Die  Fiinctionen  arc  sin:r  und  arc  COSrr  sind  stetig, 
v:enn  —  !<«<+!  ist. 

Beweis.    Ist  y  =  arc  sin^r,  so  wird 

-^  =  arc  sinfar  +  «)  —  arc  sin(a:  —  d)  =  w  —  ©, 
indem  man 

w  =  arc  sin(ar  +  «),  r  =  arc  sin(a;  —  d) 
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setzt.    Dabei  kann  man  d  und  e  so  klein  machen,  dass  aach 
—  l<x  —  d<x  +  e<+  1  ist.    Dies  giebt 

sintt  =  fl;+€,  sinr  =  a;  —  d, 

wobei  u  und  v  so  gewählt  werden  müssen,  dass 

also  ^ 

—  7r<tt  +  i?<  +  7r,  oder  — •^<-^— <  +  -• 
Nun  wird 
sint*  —  sinr  =  d  +  e  =  2sinf^~  )cosf^^    Y 

— ^r— )  = '       . ,  ^  =  tt— t?  =  2arcsm/ !    ,   .  \> 


sm 


da   cos  y        ^  j  von  0  verschieden  ist,  so  wird 


<J+  € 


2  cos 


(4^) 


mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein,  also  auch  J. 

Dadurch  ist  die  Stetigkeit  der  Function  arcsin^r  bewiesen, 
aus  der  sich  auch  die  Stetigkeit  von  arccosx  in  folgender 
Weise  ergiebt.    Es  sei 

y  =  arc  sina:,  2;  =  arc  cosa:, 
dann  wird 

X  =  siny  =  COS2;. 
Hieraus  folgt 

«  =  •5 — y,  oder  arc  cos«  =  —  —  arcsin:r, 

und  zwar  durchläuft  z  alle  Werthe  von  n  bis  0,  wenn  y  alle 

Werthe  von  —  -^  bis  +  ^  durchläuft. 

Satz  11.  Die  Functionen  arctg:r  und  arcctgrt;  sind  für 
alle  endlichen  Werthe  van  x  stetig. 

Beweis-    Ist  y  =  arc  tg:r,  so  wird 

^  =  arc  \%(x  +  e)  —  arc  tg(a:  —  <J)  s=  w  —  t?, 
indem  man 


§  8.    Begriff  der  Stetigkeit.  47 

«Äarct|f(Ä  + €),  vsarctg(a;  —  d) 
setzt.    Dabei  kann  man  u  und  v  so  wShlen,  daas 

ist    Dies  giebt 

tgfi  =  a:  +  «,  tg«  =  ar— J, 

.  .  •  ,  sin(tt  —  V) 

^  ^  COSttCOSO 

sm(tt  —  c)  =  (d  +  «) .  cosu  cosü, 

J  =  u  —  c  =  arc  sin[(<J  +  «) .  cosu  cosf>], 

folglich  wird  4/  mit  d  mid  e  zugleich  verschimdend  klein. 

Ans  der  Stetigkeit  von  arctgo;  ergiebt  sich  dami  auch  die 
Stetigkeit  von  arc  ctg^  in  folgender  Weise.    Es  sei 

y  ==  arc  tg:r,  ;;  =  arc  ctg^r, 
dann  wird 

Ä  =  tgy  =  ctg«. 

Hieraus  folgt 

«==^ — y,    oder   arcctga;  =  - — arctg^r, 
und  zwar  durchläuft  t  alle  Werthe  von  n  bis  0,  wenn  y  alle 
Werthe  von  — o  bis  +—  durchläuft. 

Satz  12.  DxB  Mmction  log  2;  ist  stetig  für  alle  endlichen^ 
positiven  Werthe  van  x. 

Beweis.    Ist  y  =  log^r,  so  wird 

^  =  log(ar  +  «)-log(*-J)  =  log(j±i)=log(l  +  ^). 

Da  nun 

ist,  so  wird  J  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Bei  den  folgenden  Betrachtungen  ist  es  von  grosser  Wichtig- 
keit, ob  die  Functionen,  mit  denen  man  operirt,  stetig  sind  oder 
mcht,  weil  die  meisten  Sätze,  die  hergeleitet  werden  sollen,  nur 
for  stetige  Functionen  gelten. 
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Fig.  la 


Satz   13.    Ist   die  Function  f(x)  für   alle   Werthe   von   x 
zwischen  x^  und  z^  reell  und  stetig^  und  ist 

/(^i)<0,/(^2)>0, 

so  gieht  es  zwischen  x^  und  x^  mindestens  einen  Werth  von  x, 
für  welchen  fix)  gleich  0  wird.  ^ 

Beweis.    Am  leichtesten  erkennt  man  die  Bichtigkeit  des 
Satzes  aus  der  geometrischen  Darstellung.    Setzt  man  nämlich 

80  entspricht  den  Coordinaten  x^^  y^  ein  Punkt  P^  auf  der  nega- 
tiven  Seite,  und  den  Coordinaten  X2,  y^  entspricht  ein  Punkt  P^ 

auf  der  positiven  Seite  der  X-Axe 
(vergl.  Fig.  18).  Da  nun  die 
Curve',  welche  der  Gleichung 
y  =f(x)  entspricht,  zwischen  den 
Punkten  Pi  und  Pj  stetig  verläuft, 
so  muss  sie  die  X-Axe  zwischen 
den  Punkten  Qi  und  0^  minde- 
stens in  einem  Punkte  Q  schneiden, 
um  von  der  negativen  Seite  der 
X-Axe  auf  die  positive  zu  ge- 
langen. 0Q  =  X  ist  dann  der  Werth  von  z^  für  welchen 
f(x)  =  0  wird. 

Man  kann  aber  den  Beweis  auch  unabhängig  von  der  geo- 
metrischen Darstellung  fuhren. 

Es  sei  Z2> x^,  und  es  werde  die  Differenz  X2  —  ^  in  zwei 
gleiche  Theile  h  getheilt,  so  dass 

x^  —  a:i  =  2Ä,  oder  h  =  ^^~^* 


wird.    Ist  f(xi  +  Ä)  =  0,  so  ist  der  Satz  schon  bewiesen;  ist 
dagegen  f(x^  +  A)  >  0,  so  setze  man 

und  ist  f(xi  -f-  Ä)  <  0,  so  setze  man 

x^  +  h=^  x^j  x^  +  2h  =  X2  =  x^. 
In  beiden  Fällen  ist 

A^)<o,f{x,)>o, 
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wobei  aber  das  Intervall  von  x^  bis  x^  halb  so  gross  ist  wie 
das  zwischen  x^  und  x^.    Setzt  man  jetzt 

2:4— Ji  =  2Äi,   oder  Ä,  =  ^*^=-5l, 

so  ist  der  Satz  bewiesen,  wenn  f(x^  +  A,)  =  0  wird.  Ist  da- 
gegen f(x^  +  A))  >  0,  so  setze  man 

^  =  ^>     «J  +  *!  =  «6  > 

nnd  ist  f{x^  +  ^iX  0,  so  setze  man 

a^  +  Ä,  =  «5,     2:3  +  2Äi  =  rr4  =  ar«. 

In  beiden  Fällen  ist 

/(^5)<0,    /(:r^)>0, 

wobei  aber  das  Intervall  zwischen  x^  und  x^  viermal  kleiner  ist 
als  das  Intervall  zwischen  x^  nnd  ^. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet  entweder 
/(a^— i  +  *»-i)  =  0,  oder 

wobei  das  Intervall  zwischen  ^^211  + 1  und  :r2i»+2  (2'*)^'*mal  kleiner 
ist  als  das  zwischen  x^  und  x^.  Da  aber  die  Function  fär  die 
betrachteten  W^rthe  von  x  stetig  ist,  so  wird  der  unterschied 
zwischen /(;i^j» 4. 1)  uxiif{x2n'h2)  beliebig  klein,  wenn  man  nur 
n  hinreichmd  gross  macht,  folglich  ist  erst  recht  der  unterschied 
zwischen  0  und/(a;2ii  +  i),  oder  zwischen  0  und/(^n+2)  be- 
liebig klein,  d.  h. 

^mf(x2n^\)  =  bm/(«2«  +  2)  =  0. 


«ssoo  nss  OD 


Der  Satz  gilt  auch  noch,  wenn 

/(a4)>0    und  f{x^)<0 

ist    Der  Beweis  wird  dann  in  ganz  ähnlicher  Weise  geflihrt 
wie  vorhin. 

Hieraus  erh&lt  man  unmittelbar  noch  folgenden  allgemeineren 

Salz  14.  la  die  RmcHon  f{x)  für  oBe  Werthe  von  x 
zwischen  x^  und  x^  reell  und  stetig  j  so  wird  f{x)  jeden  Werth 
zwischen  f{x^  und  f{x^  mindestens  einmal  annehmen  y  wenn  x 
alle  Werihe  zwischen  x^  und  x^  durchläuft. 

Siagemaim- Kiepert,  Differential-Heohnimg.  4 
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Beweis.  Ist  b  irgmä  ein  Werth  zwischen  /(x^)  und  f{x^), 
ist  also  entweder 

f(xO<b<fix^), 

oder 

/{x,)>b>f(x^), 

so  bilde  man  die  Function 

Fix)=^f{x)-b, 

welche  zwischen  x^  nnd  x^  stetig  ist,  und  welche  zwischen  x^ 
und  X2  sicher  das  Zeichen  wechselt 

För  F{x)  gdten  daher  genau  dieselben  Voraussetzungen  wie 
in  dem  vorigen  Satze  für  f(x).  Deshalb  giebt  es  in  dem  Intervall 
von  x^  bis  X2  mindestens  einen  Werth  von  x,  für  welchen  f\x) 
gleich  0  wird.    Dieser  Werth  sei  a,  dann  ist 

F(a)=f{a)-b  =  0, 

also 

was  zu  beweisen  war. 


Hfilfi»8Stse  ans  der  algebraischeii  Analjrsis. 


(1-) 


Der  binomische  Leiirsatz  fOr  positive  ganzzalilige 

Exponenten. 

(YergL  die  Formel-Tkbene  Nr.  6—10.) 

E!s  sei 

'n\      »(»—1)(»  — 2). ..(«  —  *+ 1) 


WO  i  eine  positive  ganze  Zahl  sein  mdge,  während  n  auch  ne- 
gativ nnd  gebrochen  sein  darf,  dann  gelten  folgende  Sätze: 

Sab  1. 

Der   Beweis    möge    zunächst  für  einige  besondere  Fälle 
dnrcbgefBhrt  werden. 


1.  Beispiel.    Es  ist 


/10\        /10\  _     10 .  9  .  8  .  7  10.9. 

V4/'^V3/  1.2.3.4      "*"       1.2. 


8 
3 


10  .  9  .  8  .  7      ,     10  .  9  .  8  .  4 

+ 


1.2.3.4       '      1.2.3.4 

10.  9.  8  (7  + 4)  _  11.10.9.8  _  {\V 
""      1.2.3.4      '^    1  .2.3.4 


= (") 
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2.  Beispiel.    Es  ist 


9.8.7.6.5.4,8  9.8.7.6.5.4 

1.2.3.4.5.6.7       "^       1.2.3.4.5.6 

_       9.8.7 .6.5.4.3  9.8.7 .6,5.4.7 

"~       1.2.3.4.5.6.7       "^     1.2.3.4.5.6.7 

_  9. 8. 7. 6. 5. 4 (3 +  7)  _   10. 9. 8. 7. 6. 5. 4 
""       1.2.3.4.5.6.7       ""    1.2.3.4.5.6.7 


= Q- 


Aligemeiner  Beweis.    Es  ist 

/n\      /    n    \       n(n  —  l)...{n  —  k  +  2)(n  —  i+  1) 
W      \*— 1/  1.2...(A  — 1)* 

n(n  — l)...(n  — ^+2) 
"■"  1.2...(*— 1) 

_  n  (n  —  1)  . . .  (n  —  i  +  2)  (n  —  k  +  1) 
""  1.2...(*— 1)* 

n(n  — l)...(n  — A  +  2)A; 
"'"  1.2...(A— 1)* 

_  n(n  —  l)...{n  —  i+2)(n  —  i+  1+i) 
"^  1 .  2  .  3  . . .  (A  —  1)  A 

_  (»+1)^(»— l)...(n+l— A+1)       /»4-  1\ 
■"  1.2.3...(A— 1)*  ^\    *     /" 

Ist  n  eine  positivej  ganze  Zahl,  so  folgt  aus  Gleichung  (1 .) 
nnmittelbar  noch  der  folgende  Sab  2: 

Auch  hier  möge  der  Beweis  des  Satzes  znnftchst  durch  ein 
Zahlenbeispiel  erläutert  werden.    Es  ist 

_  8.7.6.5.4    _    8.7.6.5.4       3.2.1 
■"  1.2.3,4.5    ""    1.2.3.4.5   '   1.2.3 

_  8.7.6       5.4.3.2.1    _    8.7.6  _  /8\ 
~  1.2.3   '    1.2.3.4.5    ""    1.2.3        W' 
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AlgMieiiier  Beweis.    Es  ist 

/n\n{n—l)(n^2)...(n  —  i+  D 
W  1.2.3...* 

_n(it—l)(n  — 2)... (»—*  +  !)    (n—i)(n—Jk^l)...S.2A 
"  1.2.3...A  1 .  2  .  3  . . .  (»  —  *) 

_n(n—l)(n  —  2)...{k+  1)     k(i  — 1) . .  .3  .2  .1 
"  1.2.3...(n  — *)  *1.2.3...(*— 1)* 

__»(n— l)(n  — 2)...(*+  1) 
"^  1 .  2  .  3  . . .  (fi  —  A)         ' 

oder,  dsk  i+  1  gleich  n  —  (n  —  ä)  +  1  ist. 


\l)-\n-i) 


Der  Gleichmig  (3)  entsprechend,  setze  nuin 
dann  gilt  die  Gleichung  (2.)  anch  noch  fflr  *  =  1,  d.  h.  es  wird 

Sab  3.   Wenn  m  eine  positive^  ganze  Zahl  üi,  so  wird 
(4.)        (l+.)-=l+(7)«  +  (~).>  +  (^y  +  ... 

Beweis.  Der  Satz  ist  sicher  richtig  für  m  ==  1,  2,  3,  denn 
man  erhfilt  der  Reihe  nach 

(1  +  ^)«  =  1  +  X, 

(l  +  x)«=  1  +  2x  +  x^^l+(J^x  +  Qz^, 

il  +  xy^l  +  3x  +  Sx^  +  x^^l  +  Qjx+(^x^+Q 

Dass  die  Gleichung  (4.)  allgemein  richtig  ist,  findet  man 
durch  den  Schluss  von  n  auf  n  +  1,  Es  werde  n&mlich  voraus- 
gesetzt, dass  sie  für  einen  bestimmten  Werth  von  m,  nämlich 


x^. 
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fiir  m  gleich  n,  richtig  sei,  dann  kann  bewiesen  werden,  dass 
sie  anch  für  m  gleich  n  +  1  richtig  ist. 
Ans  der  Gleichung 

folgt  durch  Multiplication  mit  l  +  ^ 
(5.)  (1+ «)»■+•  = 

nnn  ist  aber  nach  Gleichnng  (2.)  und  (2  a.) 

G)  +  0  =  C!'). 
©  +  G)  =  G  r )  ■ 

G)+Gl.)=Gt')' 

G)  =c::)='^ 

folglich  erhält  man  dadurch,  dass  man  auf  der  rechten  Seite  in 
Gleichung  (5.)  die  unter  einanderstehenden  Glieder  vereinigt, 

(5..)    (I+r)-«  =!+('■ +  ')»  +  ("+') 

+Gt>+ ■+g::)'*'- 

Gilt  also  der  vorstehende  Satz,  welcher  der  binomische  Ldir- 
Hotz  genannt  wird,  für  m  =  3,  so  gilt  er  auch  für  m  =  4,  und 
daraus  folgt  wieder,  dass  er  auch  für  m  =  5  gilt.  So  kann  man 
fortfahren  und  die  Gültigkeit  des  Satzes  f^  alle  Fälle  beweisen, 
in  denen  m  eine  positive^  ganze  Zahl  ist. 


ar2  +  .  .  . 


§  9.  Der  binomische  Lehiaate  fCa  positive  ganzzahlige  Exponenten.  55 


Beserkufen, 

1.  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  die  Gleichung 

(i+x).=i+(7)x+(jy+(jy+... 

anter  der  VonnssetBang 

aach  noch  richtig  bleibt,  wenn  m  keine  potäive,  gant4  Zahl  ist  In 
dem  t'alle  a'bef,  wo  m  eine  po9%tiv4f  gehroeh^iu,  oder  eine  negatw§  (ganse 
oder  gebrochene)  Zahl  ist,  hat  die  rechte  Seite  eine  ^m&ndUek^  Ansaht 
7on  Gliedern  nnd  ist  ein  besonderer  Fall  der  Tay^'schen  Reihe. 

%  Die  Coef&cienteu  in  der  Entwickelnng  von  (1  +  «)*",  also  die 
GröMen 

werden  Bmcmiol'CoejyieunUn  genannt. 

3.  Das  Prodnct  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  h  wird  A-Facultät  ge- 
nannt und  mit  k  \  bezeichnet.    Es  ist  daher 

Af!=1.2.3...(Ä-l)Ä, 
and  da 

(A  — 1)!=»1.2.3...{A;  — 1) 

ist,  so  besteht  die  Gleichung 

jfel  =  (*  — l)!ib. 

Durch  Anwendung  der  Formel  [vergl.  Oleichnng  (3.)] 

\k)    ^   \m  —  k) 

k&nn  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  m  eine  positive, 
ganze  Zahl  ist,  die  Gleichung  (4.)  noch  auf  eine  einfachere 
Form  bringen;  es  wird  nämlich 

0='.  C-i)=(T).    (»-.)=©•■ 

und  deshalb 

J  (1  +  :r)-  = 

Es  sind  ako  je  ztcei  Coefßcienten  in  der  Enttoickelung  nach 
dem  anomischen  Lehrsatze  einander  gleich^  wenn  sie  zu  Gliedern 
gehören,  tan  denen  das  eine  ebenso  weit  vom  Anfange  wie  das 
andere  vom  Ende  absteht. 
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(1  +  a:)*  =  1  +  5a;  +  lOz^  +  10;c»  +  bz^  +  a:*, 

(1  +  ar)«  =  1  +  6a:  +  15«^  +  20a;»  +  15a:*  +  6a:^  +  a:«, 

(1  +  ar)'  =  1  +  7a?  +  21a;»  +  35a;»  +  35a;4  +  21a;»  +  7a;»  +  x\ 
•     «•••••»««•••«••••••'^ 

Setzt  man  in  Gleichung  (6.) 

b 

a;  =  — 
a 

nnd  multiplidirt  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  o^,  so  erhalt 
man 

oder 

(7.)    (o  +  i)-  =  a-  +  (^)  0— «  i  +  (2)  «""'  **+••• 

+ (2)  "'*""' + (T)  "*"~*  ■•"  **• 

Satz  4.     Die  Potenz  eines  unäckten  Bruches  wird  beliebig 
ffrosSy  wenn  man  den  Exponenten  hinreichend  gross  macht. 

Beweis.    Es  sei 

J>a>0,     also     Ä  — a  =  c>0,     4  =  a  +  c, 

b  c 

dann  ist  ~  ein  unächter  Bruch.    Bezeichnet  man  —  mit  a;,  so 
a  a 

ist  X  gleichfalls  positiv^  und  man  erhält 

b        a  +  c         ,    ,    c 
a  a  a 

/*V     /i  I    w      i  I  ^     I  »»(w— 1)  9  ,  m{m—l){m—2)  ,  , 
folglich  ist 
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,            ,.     ^i.  ,      m(m — 1)    ^    m(m  —  l)(m  —  2)    ^  .   , 

denn  die  Gliedei-      \     — x^,    — i^ — Toq '^  y    ••  sind 

X«^  jL«a*«5 

alle  positiy,  wenn  m  eine  pogitive  ganze  Zahl  ist. 

Da  num  nun  aber  durch  passende  Wahl  von  m  den  Aus- 

drack  1  +mx  beliebig  gross  machen  kann,  so  wird  ( — j     für 

liiiireichend  grosse  Werthe  von  m  erst  recht  beliebig  gross,  oder 
mit  anderen  Worten: 

Wird  m  unendlich  gross,  so  toird  €tuck  f  —  j    unendlich  gross. 

Satz  5.     Die    Potenz    eines   ächten    Bruches   toird   heUebig 
AkisSj  wenn  man  den  Exponenten  hinreichend  gross  macht. 

Beiveis.    Es  sei  jetzt 

ö>i>0,     also     a  — J=:rf>0,     a^b  +  d, 

dann  ist  ~  ein  achter  Bruch.     Bezeichnet  man  t  niit  x,  so  ist 
a  0 

X  gleich&lls  positiv,  und  man  erhält 

&  4  1  1 


a         b  +  d  d         1+x' 

/*  y  =  f   ^   Y  —      1 

\aj    ""   VI  +  :r/     ""  (1  +  x^^* 

Nun  ist  wieder,  wie  vorhin 

(1  +  x)'^>  1  +  mx, 
also 

/i  \*"  1  1 

\a/  (1  +  x)^        1  +  mx 

Da  man  nun  aber  durch  passende  Wahl  von  m  den  Aus- 
druck 1  +  mx  beliebig  gross,  also  r—r- beliebig  klein  machen 

kann,  so  wird  (—j   für  hinreichend  grosse  Werthe  von  m  erst 
recht  beliebig  klein,  oder  mit  anderen  Worten: 

Wird  mimendlich  gross,  so  toird  (  —  1    unendlich  klein. 
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Die  Sätze  4  and  5  sind  zunächst  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen  worden,  dass  -  posüif)  ist,  weil  aber 

wird,  so  gelten  sie  auch  noch,  wenn  —  negativ  ist. 


§  10. 

Geometrische  Progressionen. 

(VergL  die  Formel-TabeUe  Nr.  11,  IIa  und  12.) 

Die  Reihe  der  Zahlen 

Ay  Ap,  Ap^j . . .  Ap^-^ 

nennt  man  eine  geometrische  Reihe  oder  geometrische  Progression. 
Die  Anzahl  ihrer  Glieder  beträgt  i»,  und  die  Summe  derselben 
ist  leicht  zu  bilden.    Setzt  man  nämlich 

(1.)  S=  A^  Ap  +  Ap'^+  ...  +  Ap^'^, 

so  wird 

pS  =  Ap  +  Ap^  +  ...  +  Ap*"-^  +  Ap"", 

also 

S—pS=S(i—p)  =  A  —  Ap*", 

(2.)  •  S=^['-^r 

^  1    p, 

Beispiel.    Es  sei 

(3.)  5'  =  :ri**  '^  +  xx^"-'^  +  x^x^*"-^  +  ...  +  a:«-^^,  +a:~~', 

dann  wird 


A 


x^  ^  Xi 


Noch  leichter  findet  man  dieses  Resultat  in  folgender  Weise. 
Es  ist 

Sx^  =  a-i»  +  xx^*"-^  +  x^Xy""-^  +  .  . .  +  a;"->;r,, 

Sx  =  arjri«-*  +  .r^a-,*-^  +  .  .  .  +  x^-^x^  +  :r", 
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also 

&j  —  &r  =  S{xi  —  ar)  =  Zj*  —  a:*, 
oder 


(4.)  ^  =  =^ 


x*^  —  x^ 


X^  X 


Bisher  war  stillschweigend  voraosgesetzt  worden,  dass  n  eine 
endliche  (positive,  ganze)  Zahl  ist.  Wenn  aber  p  ein  achter 
Brach  ist,  so  bdiält  S  anch  noch  eine  bestimmte  Bedeatnag, 
wenn  n  unendlich  groes  wird.  Es  ist  dann  nSmlicb  nach  Satz  5 
des  vorhergehenden  Paragraphen 

lim/)*  =  0, 


N  =3X 


folglich  wird 

(5.)  Ä=     ^ 


\-p 

IMtpide.    1)  Es  ist 

1 


.+i+i+...+^=-$-.[.-a)-]; 


•-2 


wächst  n  in's  unbegrenzte,  so  wird  lim  ( — )  =  0,  also 


^  +  l  +  T  +  ^+-=2- 


2)  Es  ist 


1  -  (IX 


^-3 


Wächst  n  in's  unbegrenzte ,  so  wird  lim  ( - )  =  0,  also 

3^9^  27^  2 
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3)  Es  ist 

0,7777. ..=^  +  3^+...  +  jIj 


7    ^     Vio/      7  r,     / 1  \«i 


10 

wichst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim  (-rr^  =  0,  also 

0,7777...  =  ^- 

Bemerkuf. 

Die  Summe 

Ü^A  +  Ap  +  Af^  +  ...\ik  inf. 

bat  un§ndKeh  viele  Glieder,  aber  trotsdem  einen  endUehsn  Weith.  Man 
nennt  eine  Bolohe  Summe  mit  anendlich  vielen  Gliedern,  welche  trotsdem 
einen  bestimmten,  endlichen  Werth  hat,  eine  eofwergenU  (nnendliehe) 
Reihe.  Spftter  wird  noch  ansfilhrlich  von  der  Convergena  der  Reihen 
die  Rede  sein. 


§11- 

Erklärung  der  Zahl  e. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  13  and  14.) 

Setzt  man  in 

n(n  —  l){n  —  2)...(n  —  k+l)_^  . 
"^  1.2.3.. .A  '*'••' 

X  gldch  — ,  so  erhält  man 

^^■'V^n/  ^1   n^     1.2      »«^        1.2^3  n»^" 

»(«— 1)(»  — 2)...(n  — ^+ 1)     1 
"^  1.2.3...>fe  t?'^'- 
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~'^l'^1.2^  1.2.3 


,(-^)0-l)-('-^), 

Es  soll  niin  der  Werth  von  (l  +  —j     bestimmt    werden, 

wenn  n  onendlich  gross  wird,  wobei  aber  n  zunächst  auf  gant- 
zahlige  Werthe  beschrankt  sein  möge. 

Bezeichnet  man  den  gesuchten  Orenzwerth  mit  «,  so  ist  also 

r2.)  <f  =  lim  (l  +  iy. 

Zor  Berechnung  dieses  Orenzwerthes  trenne  man  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (1.)  die  ersten  A  +  1  Glieder  ab 
und  nenne  ihre  Summe  Su^  während  die  Summe  aller  übrigen 
Glieder  Su'  heissen  möge;  es  ist  dann 

k  —  \ 


,('-^)('-|)-('-^) 


1  •2.o.«.^ 

^^•)    **= 1.2.8...>fc(>fc+l) +••• 

ond 

'5.)  tf  =  lim  -S»  +  lim  S^*- 


unter  der  Voraussetzung,   dass  k  eine  endliche  Zahl  ist, 
wcden  die  Grössen 

i    i    i         ^— 1 
n'   n'   n'  n 

sämmüich  unendlich  klän,  wenn  n  unendlich  gross  wird;   die 
Faetoren 
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i_i,  i_i,  i_8,  ...i_izil 

II  n  n  n 

werden  deshalb  alle  gleich  1,  und  man  erhSlt 
lim  i^k  =  1  +  T  +  r^  +  .    l  o  +  . . .  + 


1^1.2'    1.2.3    '      ••    '    1.2.8...*' 
oder 

(6.)  ^"^**'=^  +  ll"^2]"*"3!'^  •••"^*!' 

Denselben  Schloss  darf  man  aber  nicht  bei  den  s&mmtlichen 
Gliedern  von  Sk'  machen,  denn  in  den  späteren  Gliedern  von 
Sk'  hat  der  Z&hler  auch  Factoren  von  der  Form 

n 

bei  denen  nicht  nur  n  unendlich  gross  wird,  sondern  auch  m. 
Ist  z.  B.  m  gleich  ^n,  so  wird  stets,  wie  gross  auch  n  werden  mag, 

l-^  =  l-i  =  ^- 
«22' 

und  ist  wi>-,  so  wird  sogar  lim— >-,  also 


.'?.0-?)<r 


Wollte  man  daher  auch  bei  den  sämmtlichen  Gliedern  von 
Sk*  die  Factoren  der  Zähler  alle  gleich  1  setzen,  so  wflrde  man 
die  Zähler  zu  gross  machen.  Setzt  man  trotzdem  die  Factoren 
der  Zähler  alle  gleich  1,  so  wird  aus  der  Gleichung  (4.)  eine 
Ungleichung^  nämlich 

«der,  weil 

(*  +  2)!  =  (*+l)!  {*  +  2), 

(A  4  3)!  =  (A  +  1)!.  {k  +  2)  (A  +  3), 


ist, 


§  11.    EridArang  der  Zahl  e.  6?) 

Nun  ist  aber 

1  1  1  1 

*  +  2  ^  *  +  l'  (*  +  2)  (ife  +  3)  <  (i  +  1)J  '    •  * ' 

folglieh  wird  die  Ungleichiing  (7  a.)  noch  verst&rkt,  wenn  man 
statt    .   .  ^>        . ,  .  ^,o    statt 


^+1      "^^    i  +  2  (*+!)*  (*+2)(*  +  3) 

setzt.    Dadurch  erhUt  man 

(«•'  «™^*'<(TTi)![*  +  *in[  +  önn)i  +  --} 

Der  Ansdmck  in  der  eckigen  Klammer  ist  hierbei  eine 
geometrische  Progression 

die  sich  bis  ins  Unendliche  erstreckt,   deren  Summe  sich  aber 
leidit  bilden  l&sst.  weil 

ist;  und  zwar  wird  nach  Formel   Nr.  IIa  der  Tabelle  diese 
äonune  glddi 

i-p     j_    1  i 


i+  1 
Daraus  folgt 

lim  Sk'  <  „    ^   „  •  y^ 

*  ^  (*  +  1)!        i 

oder,  da  (A  +  1)!  gleich  *!  (A  +  1)  ist, 
(10.)  lim  5*'  <  ^ 

Nach  Gldchtmg  (5.)  ist  daher 
(11.)  lim**<«<limÄ*  +  ^- 


i=  JO  fB=  30 


Nun  wird  aber  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  i  die 
öpösse  -Tf-T  beliebig  klein,  so  dass  man  e  zwischen  zwei  Grenzen 
gebracht  hat,  die  einander  beliebig  nahe  liegen,  ja  diese  Grenzen 
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fallen  sogar  zusammen,  wenn  man  jetzt  anch  i  nnendlich  gross 
werden  lässt.    Es  ist  daher 

(12.)   ^  =  lim(l+~y=  i  +  1+l  +  ij  +  ...minf. 

Kommt  es  nnr  darauf  an,  die  Zahl  e  bis  auf  eine  bestimmte 
Anzahl  yon  Decimalstellen  genau  zu  berechnen,  so  genflgen  schon 
verhfiltnissmässig  wenige  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
von  Gleichung  (12.).  Will  man  z.  B.  e  bis  auf  10  Decimal- 
stellen genau  finden,  so  genfigen  schon  die  ersten  16  Glieder 
der  Reihe.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  zun&chst  12  Decimal- 
stellen berflcksichtigt, 


1+1! 

^ 

2 

1 

2! 

= 

0,5 

1 
3! 

= 

0,166666666667 

1 
4! 

=: 

0.041666  666667 

1 
5! 

r=: 

0,008333333333 

1 
6! 

= 

0,001 388  888  889 

1 
7! 

rr: 

0,000198412698 

1 
8! 

= 

0,000024801587 

1 
9! 

=r 

0,000002755732 

1 
10! 

= 

0,000000275573 

1 
11! 

= 

0,000000025052 

jIi  =  0,000000002088 
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r^,  =  0,000000000161 

1  o  • 

jp  =  0,000000000011 

771  =  0,000000000001 

a1»o 

U3.) 

e  =  2,718281828459. 

Hierdurch  ist  e  ohne  Zweifel  auf  10  Decimalstellen  genau 
berechnet,  denn  der  Unterschied  zwischen  e  und  der  Summe 

J^J^J^  4-JL 

ist  (unter  Berücksichtigung  von  14  Decimalstellen) 

1™  ^'\^  <  THTTI  =  0,00000000000005 

und  kommt  daher  bei  den  ersten  12  Decimalstellen  nicht  in  Be- 
tracht Dagegen  können  die  11^*  und  die  12^  Decimalstelle 
dadurch  fehlerhaft  geworden  sein,  dass  bei  Summirung  der  16 
Glieder  die  auf  die  12^  Decimalstelle  folgenden  Stellen  ver- 
nachlässigt worden  sind.  Dieser  Fehler  ist  aber  bei  jedem  der 
Glieder  in  der  12**"  Decimalstelle  kleiner  als  ^,  so  dass  der 
Gesammtfehler  kleiner  als 

IC. 1  =  8 

sein  muss.  Im  Allgemeinen  wird  der  gesammte  Fehler,  welcher 
bei  solchen  Rechnungen  durch  Fortlassung  der  späteren  Decimal- 
stellen begangen  wird,  noch  viel  kleiner  sein,  als  das  hier  an- 
gedeutete Verfahren  ergeben  würde,  weil  die  einzelnen  Fehler 
verschiedenes  Zeichen  haben  und  sich  in  Folge  dessen  wenig- 
stens theilweise  gegen  einander  fortheben. 

In  der  soeben  ausgeführten  Berechnung  der  Zahl  e  ist  z.  B. 
der  gesammte  Fehler  bei  der  12*«'»  Decimalstelle  nicht  8  sondern 
0,  wie  sich  aus  der  Berücksichtigung  der  späteren  Decimalstellen 
ergiebt.  Die  Gleichung  (13.)  enthält  daher  die  Zahl  e  bis  auf 
12  Dedmalstellen  genau. 

Stesremiiiin- Kiepert^  Differential-Rechming  r 
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Es  war  vorhin  angenommen  worden,  dass  n  eine  positive 
ganze  Zahl  sei.  Von  dieser  Voraussetzung  kann  man  sich  noch 
frei  machen.  Liegt  nämlich  n  zwischen  den  positiven  ganzen 
Zahlen  m  und  m  +  1,  ist  also 

»i<:  n  <  m  +  1 , 
so  wird 

m       n        m  +  1 

und 

1  1  1 

1+- > 1+- > 1+ 


m  n  m  +  1 


Da  die  Potenz  eines  unächten  Bruches  mit  dem  Exponenten 
zugleich  wächst,  so  wird 

1    0+^)->0+d^)->('+;rii)- 


Nun  ist 


lim  ("i  +  ly     =r  lim  fn-  iV   lim  ("l  +  -V  =  e, 


(1       \**                              1                          /                  1       \**  +  > 
1  H TT  )    =  lim ; lim  ( 1  H —r )      =  e, 

folglich  gehen  die  Ungleichungen  (14.)  über  in 

(14a)  e  ^  lim  (l  +  -) 

oder 

1\** 
1  + 
♦»=«  \ 


tt 


^^^•)  ..^.0+^)"=''- 


Die  Zahl  ^  spielt  eine  sehr  wichtige  Rolle  in  der  liöhereu 
Mathematik;  sie  ist  die  Basis  der  sogenaimten  natürlichen 
Logarithmen.  Welche  Vorzüge  das  Logarithmen -System  mit 
dieser  Basis  besitzt,  soll  an  einer  späteren  Stelle  gezeigt 
werden. 


§  11.    £rkiärung  der  Zahl  4.  (>7 

Man  Imtte  übrigeas  die  Zahl  e  auch  dnrcli  die  Gleichung 

errlimA— -V 
erkl&^n  köimeu.    Es  ist  nämlich 

(-r=("-^)""=(ir^)". 

oder,  wenn  man  n  —  1  gleich  m  setzt, 

('-r=(=±ir-o+r'=o+^)('+^)" 

Wird  n  unendlich  gross,  so  gilt  dasselbe  von  m,  folglich  ist 


imfl-i")   "==lim('l  +  -Vl  + ^y==lim('l  +  -T  =  £'. 


lim 

N 


Satz.  Die  Zahl  e  tat  keine  rationale  Zaldj  d.  h.  es  iat 
flicht  möglich,  e  auf  die  Form  j  zu  bringen ,  so  dass  k  und  l 
ganze  Zahlen  sind. 


Beweis.    Wäre 


-  i  -    ^(>^  — 1)!    -  l{k  —  l)\ 

''""*"■  (A— 1)!*  ""        k\ 


90  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 

1  4.   1  4.    1  4.  4.    1    ^  l{k-l)\     ...1.1 

^  +  r!  + 2! +  "•  +  *!  ^       k\        ^^  +  l!+'2! 


+i+ ' 


k\  ^  k\k' 

oder,  wenn  man  diese  doppelte  Ungleichung  mit  k\  multipliciit 
und  die  ganze  Zahl 

k\        k\  k\  k\ 

"^'^  +  li  +  21  +  •  • '  +  (A— 1)!  +  f\ 

mit  Ä  bezeichnet, 

6* 


70  §  12.    Bildung  des  Differential-Quotienten  u.  s.  w. 

nennt  man  Di f er enzen- Quotient  Werden  jetzt  Jx  und  Jy  ver- 
schwindend klein,  so  nennt  man  sie  Differentiale  und  bezeichnet 
sie  mit  dx  und  dy.    Es  ist  also 

dx  =  lim  Jx^    dy  =  lim  Jy, 

Dabei  geht  der  Differenzen-Quotient  über  in  den  Dtfferen- 
tial'Qtiotientenj  nämlich  in 

Beispiel  1.    Es  sei 

y  =  x\    also    yi  =  x^^, 


dann  wird 

yi- 

-_y  _ 

-a: 

«1 

x^ 

X 

:  «,  4 

=  lim 

(^1  + 

x)  = 

2ar. 

Beispiel 

2. 

Es 

sei 

y 

=  «', 

also 

yi  = 

=-.x,\ 

dann  wird 


y^-n  -  5i!^^  _  . j j. ... j. .» 


Xa  '~~^  X  Xa  "^"  X 

^  =  lim  (a:,2  +  ar,«  +  a:»)  =  3a:». 

In  den  meisten  Fällen,  in  denen  y  eine  stetige  Function 
von  X  ist,  wird  es  möglich  sem,  ~^,  d.  h.  den  Grerizwerth  von 

^ zu  bestimmen.    Es  giebt  aber  auch  Functionen,  die  für 

X*  """■  X 

einzelne  oder  für  unendlich  viele  Werthe  von  x  nicht  differen- 
türbar  sind,  d.  h.  es  giebt  Fälle,  in  denen  ^  deinen  bestimm- 
ten, endlichen  Werth  hat.    Ist  z.  B.  y  =  .rsinf  —  j  ,    so    wird, 

dij 

wie  sich  zeigen  lässt,  -^  füi*  :t7  =  o  unbestimmt ,  obgleich  die 
Function  selbst  für  diesen  Werth  von  x  noch  stetig  ist. 


§  12.    Bildung  des  DÜTerential-QuoiieDteii  u.  s.  w.  71 

In  den  hier  folgenden  Untersuchungen  werden  aber  nur 
Functionen  in  Betracht  kommen,  welche  differentiirbar  sind. 

Die  Gleichungen  (4.)  und  (5.),  durch  welche  der  Differenzen- 
Quatieni  und  der  Differential -Quotient  erklärt  werden,  kann 
man  noch  auf  eine  etwas  andere  Form  bringen.  Mit  Mcksicht 
auf  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  erhält  man  zunächst 

,4a.)  ^  =  ^£^  ^/M-fM^ 

^  dX  dX  gr^=x       ^\ — ^ 

Ans  den  Gleichungen  (3.)  folgt  femer 

x^^x  +  Jx,        f{x{)  =f{x  +  Jx)\ 


dies  giebt 
f4b.) 

(ob.) 


^  ^  Jf(x)  ^  fix  +  Jx)  ^f{x)  ^ 
Jx  Jx  Jx 

f^  =  ffi>  =  ij„,/(a^  +  Jx)  -fix) 

dx  dx         ^xso  Jx 


Bemerkimgen. 

Der  Anfänger  mOge  noch  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht 
▼erden,  dass  in  den  Ausdrücken  Jx  und  Jy  das  Zeichen  J  nicht  von 
X  oder  von  y  getrennt  werden  darf,  denn  Jx  und  Jy  sind  nicht  etwa 
Frodacte  von  J  und  x  oder  Yon  J  und  y,  sondern  sie  sind  Symbole, 
welche  die  gleichseitigen  Zunahmen  von  x  und  y  bezeichnen. 

AehnUches  gilt  auch  von  den  Differentialen  dx  und  dy.  Dabei  ist  noch 
za  beachten,  dass  die  Differentiale  dx  und  dy  immer  mit  einem  geradeti 
i  (nicht  mit  einem  ge$ckwungeMn  d)  geschrieben  werden,  weil  die  Sym- 
bole dx  und  dy  spiter  noch  in  einer  etwas  anderen  Bedeutung  benutzt 
werden  soUen.  Ebenso  haben  die  Bezeichnungen  dx  und  dy  eine  andere 
Bedeutung  wie  dx  und  dy. 

Der  Differential-Quotient  —^    einer    entwickelten    Function 

yz=zf(x)   ist   dho    der    Grenztoerthj   welchem   sich   der   Bruch 

-i— i — £ZJZZi_i  nähert,  wenn  Jx  unendlich  klein  wird, 
Jx 

Um  anzudeuten,  dass  -4-  gleichfalls   eine  Function  von  x 

ist,  bezeichnet  man  sie  gewöhnlich  mit  /'  {x) ;  es  ist  daher 
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Die  Function  f'(x)  nennt  man  im  Gegensatz  zu  der 
ursprünglichen  Function  f{x)  die  abgeleitete  JFhnction  oder  die 
Ableitung  yonf(x). 

In  derselben  Weise  wie  f(x)  erklärt  ist  durch  die  Gleichung 

werden  auch  die  Ableitungen  der  Functionen  F{x),  <p  {x)  u.  s.  w. 
erklärt.    Es  ist  daher 

(7.)  ^{x)  =  lim  — ^^ — ■ — -p- ^^  ? 

(8.)  y'(a:)  =  hm  ^^ -^ — ^-^  » 

u.  s.  w. 

Hervorzuheben  ist  noch,  dass  bei  diesei*  Erkläiiing  des 
Differential-Quotienten  die  Grösse  Jx  nach  Belieben  positiv  oder 
negativ  vorausgesetzt  werden  darf.  Man  hätte  also  mit  dem- 
selben Rechte /'(a:)  durch  die  Gleichung 

erkläi*en  können.  Im  Allgemeinen  wird  man  auch  beide  Male 
fiii'  f'{x)  denselben  Ausdruck  erhalten.  Setzt  man  nämlich  in 
diesem  Falle  x  —  Jx:=x^,  so  wird  x=^x^  +  Jx.  also 

fix-Jx)-f{x)  ^  f(ar,)-f(x,+Jx)  ^  f(x,+Jx)-f(x,) 
—  Jx  —  Jx  Jx 

Dies  giebt 

Man  ei-hält  daher,  wenn  die  Function  /'  (.r)  stetig  ist ,  den- 
selben Weith  von  f{x)^  gleichviel  ob  man  /tx  positiv  oder 
negativ  wählt. 


§  la    Geometrische  Deatosg  des  Differeatial-QaotienteQ.         73 


§  18. 

Geometrische  Deutung  des  Differential-Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  16.) 

Für  viele  Untersuchungen  ist  die  Bildung  des  Differenzen- 
Quotienten  und  des  Dtfferentdal- Quotienten  von  grosser  Bedeutung, 
um  zu  beurtheilen,  in  welchem  Verhältnisse  die  Aenderung  der 
Function  zu  der  Aenderung  des  Argumentes  x  steht.    Ist  z.  B. 

(1,)  y  =  fix) 

die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  19),  und  legt  man  durch  die 
benachbarten  Punkte  P  und  P,  eine  Secante ,  welche  mit  der 
positiven  Richtung  der  -X-Axe  den  Winkel  ß  bildet,  dann  wird, 
wie  schon  auf  Seite  24  gezeigt  wurde, 

PE=  QQ^  ^OQ^  —  OQ==x^—x, 
BP,  =  Q^P,  —  QP^Vx—y, 


also 

(2.) 


«"'='<'«^''.-s=Hi- 


Dabei  giebt  der  Differenzen- 


C^uotient 


y\  —  y 


Fig.  19. 


ein  Mass  für 


*Pj  ■■      X 

die  Steigung  der  Curve  vom 
Punkte  P  bis  zum  Punkte  P^, 
d.  h.  dieser  Ausdruck  giebt  an, 
in  welchem  Verhältnisse  die 
Zunahme  der  Ordinate  y  zur 
Zimahme  der  Abscisse  x  steht. 
Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Function  y  ^ßx)  ftir 

den  betrachteten  Werth  von  x  differentürbar  ist,  nähert  sich  die 
'Secante  PP,  einer  bestimmten  Grenzlage  TP,  wenn  der  Punkt 
Px  dem  Punkte  P  immer  näher  rückt  und  schliesslich  mit 
diesem  Punkte  zusammenfällt.  Eine  solche  Secante,  bei  der 
zwei  Schnittpunkte  in  einen  Punkt  P  zusammenfallen,  heisst 
Tangente  und  der  Punkt  P  ihr  Berührungspunkt.  Bei  diesem 
Grenzfibergange  werden  die  Strecken 

PB  r=  x,—x  und  ÄPi  =  j/i  —  y 
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verschwindend  klein,  der  Winkel  ß  geht  in  den  Winkel  a  über, 
und  man  erh&lt  aus  Gleichung  (2.)  die  wichtige  Formel 


(3.) 


*^«=,;^.^  =  S  =/•(-)' 


in  welcher  der  folgende  Satz  enthalten  ist: 

Der  Differential-  Quotient  ist  gleich  der  trigonometrischen 
Tangente  desjenigen  Winkels  a,  welchen  die  geometrische  Tangente 
im  Curvenpunkte  P  mit  der  positiven  Richtutig  der  X-Äxe 
bildet^  wenn  y  ^f{x)  die  Gleichung  der  Cui^e  ist^  und  der 
Punkt  P  die  Coordinaten  x  und  y  hat. 

Wenn  die  Curve  im  Punkte  P  steigt,  so  ist  a  ein  spitzer 
Winkel  (vergl.  Fig.  20),  also 


(4.) 


tga  =  ^>0; 


Fig.  ao. 


und  wenn  die  Curve  im  Punkte  P*  fäUt,  so  ist  a'  ein  stumpfer 
Winkel  (vergl.  Fig.  20),  also 


(5.) 


^«'  =  |<0. 


(Dabei  sind  allerdings  nur  die  Winkel  zwischen  0®  und 
180 •  berücksichtigt,  weil  auch  nur  solche  Winkel  hier  in  Be- 
tracht kommen  können.) 

In  der  vorstehenden  Figur  20  ist  also  im  Punkte  P  der 

Differential-Quotient  ^  positiv,  im  Punkte  P*  dagegen  negativ. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Wenn  eine  PUnction  y  ^=^f{x)  gleichzeitig  mit  x  zunimmt^ 
so  ist  die  Ableitung  für  den  betrachteten   Werth  positiv;  wenn 
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aber  die  RmcHon  abnimmt j  toührend  x  zunimmt y  so  ist  die  Ab- 
leiiung  für  den  betrachteten  Werth  von  z  negativ. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auch  nnabhäng^  von  der 
geometrischen  Dentung  des  Differential  -  Quotienten  gef&hrt 
werden. 

Nimmt  nämlich  y  mit  x  gleichzeitig  zu,  so  wird 

also  auch 

X*  """■  X 

Dies  gilt,  wie  klein  auch  x^—x  werden  mag,  folglich  wird 
auch 

(4a.)  ^^lünyLZZl^O. 

Hierbei  ist  das  Gleichheitszeichen  dem  Ungleichheitszeichen 
hinzogefBgt,  weil  möglicher  Weise  der  Zuwachs  von  y  im  Ver- 
gleich zn  dem  Zuwachse  von  x  eine  verschwindend  kleine  Grösse 
höhere  Ordnung  ist. 

Nimmt  y  ab,  w&hrend  x  zunimmt,  so  wird 

x^—x>(^,       y^—y<0, 
also 

X^  X 

Dies  gilt  gleichfalls ,  wie  klein  x^—x  auch  werden  mag, 
fijlglich  ist 

(*X  XjSX^l  —  ^ 

Von  dem  angegebenen  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung: 
Eine  Function  nimmt  gleichzeitig  mit  x  zu  für  alle  Werthe 

^>on  X,  für  welche  -j-  positiv  ist,  und  die  Ikinction  nimmt  ab, 

mhretul  x  zunimmt,  für    aUe   Werthe   von   Xy  für  ivelche  -p 
negativ  ist. 

Der  Beweis  folgt  aus  dem  Satze  selbst  ohne  Weiteres. 


also 
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§  14. 

Einige  Lehrsätze  Über  Differential -Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr,  17—20.) 
Satz  1.     Zwei   Fünctiotwn,   welche  sich   von   einander   nur 
durch  eine  additive  Canstante  unterscheidefi,  haben  dieselbe  Ab- 
leitunff,  d.  h.  ist 

y(^)=/(^)+o, 

so  wird 

y'(^)=/'(4 
Beweis.    Ist 

if{x)=f(x)+  C, 
so  wird 

(fix  +  Jx)  ^/{x  +  Jx)  +  C, 

ff{x  +  Jx)  —  (p(x)  —f{x  +  Jx)  —f(x\ 

ip{x  +  Jx)  —  tp(x)  __f{x  +  Jx)  —f{x) 
Jx  Jx 

/.  \      i/  N       T     (f'(x+Jx)  —  (f{x)       ,.    f(x+Jx)—f(x)        -.,  >. 
(1.)  iip'(rr)  =  lim -^^^ y      ^^^  =  lim-^-i ;    ^v  ^  =y>(a:). 

Bezeichnet  man/(a:)  mit  y,  so  wird 

mid  die  Gleichung  (1.)  nimmt  die  Form  an 
da.)  'J^  =  1^. 

^      ^  dx  dx 

Satz  2.  /«^  et«^  Function  y  :=.f{x)  mit  einem  constanten 
Factor*  A  muUiplicirty  so  ist  die  Ableitung  dieses  Productes  gleich 
der  Ableitung  der  JFhnction  y,  multiplicirt  mit  dem  constanten 
Factor  -4,  d.  h.  es  ist 

dx  dx 

Beweis.    Setzt  man 

<p{x)^Af(x), 
SO  wird 

tp{x  +  Jx)  =  Af{x  +  -^a?), 
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fr{z  +  Jx)  —  (f(x)  =  Af{x  +  Jx)  —  Afix) 

==A[f{x  +  Jx)-f(x)], 

y(g  +  ^^)  —  y (g)  ^  j  /(a?  +  ^^)  — /(^)  ^ 
oder,  wenn  man  Jx  unendlich  klein  wei*den  lässt, 

(2.)  fp*{x)  =  Af{x). 

Bezeichnet  man  nun  wieder /(a:)  mit  y,  so  wird 

^(x)^Af{x)=zAy, 
and  die  Gleichung  (2.)  geht  über  in 

(2a.)  ^(^y)  ^  ^^. 

rfi  dx 

Satz  3.  IMß  Ableitung  einer  Summe  von  zwei  {odei*  von 
mehreren)  Rinctionen  ist  gleich  der  Summe  der  Ableitungen  der 
einzelnen  Functionen;  d.  h.  es  ist 

d{u'\-v)       du       de 
dx  dx       dx 

Beweis.    Es  seien 

tt  =  y  (a-)    und    V  =  \p{x) 

zwei  beliebige  Functionen  von  x,  und  es  sei 

y  =/(^)  =  tt  + » =  r'C^)  +  ^{^)' 

Es  wird  dann 

/(a:  +  Jx)  =  (f(j'  +  J.r)  +  lp(x  +  Jx), 
^l/=^f{x+  Jx)—f{x)  =  ff(,r  +  Jx)  —  (f{x)  +  lfj{x  +  Jx)  —  ip{x), 

il  _  y  (^  +  ^^)  —  y  (^)  ,  H^  (^  +  -^^)  —  ^  (^) 

^^  ZJ^  ^  Jx  ' 

/  =  lim  ■^^^— ^ — 7 — ^^^  +  hm  -^-^^ — ■ — 7^ — i-i-Z=:  fp'{x)+  ipix), 

oder 

.g.  rf(w  +  t?) rfe*   ,   c?<^ 

dx  dx       dx 

In  derselben  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  der  angegebene 
Satz  auch  für  eine  Summe  von  beliebig  vielen  Functionen  gilt. 
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VeiiÄUScht  man  m  +  t?  mit  «  —  o,  so  findet  man  durch  die 
gleichen  Schlüsse  die  Gleichong 

..  V  d(u  —  t?) du       de 

dx  dx       dx 

und  damit  den 

Satz  4.     Di^  Ableitung  der  Differenz  von  zwei  titnctionen 
ist  gleich  der  Differenz  der  Ableitungen  der  einzelnen  Functionen. 


§  15. 

Differentiation  der  ganzen  rationalen  Functionen. 

(VergL  die  Formel-TabelH  Nr.  21.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)  y  =  af» 

bilden,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zalil  ist. 

AufIBsung*    Aus  Gleichung  (1.)  folgt. 
(2.)  Vi  =  iTi«*, 

(8.)  yi  — y  =  a:i«  — Ä^, 

also  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 


yi-~y_£i~— ^  — 


(4.)    ^^--^^^ 

^     '      X^ X  X^  —  X 


dies  giebt 

(5.)     ^  =  Um  ^^^=^  =  lim  (x^-^  +  x^^-'^x  +  :rj«'-^r2  +  . . . 

oder 

(6.)  %  =  ««^-'. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  in  folgender  Weise  er- 
halten. 

Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

^7.)  y +  ^y=(a:  +  ^^)'" 

=  i^"*  +  'j-^"*"*  .  ^x  +  -^T— 0     ^       -^^    + 

1  X  » * 
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also 

(8.)       ^^fnaf  .  +  '^(^Ll±)3-».^^  +  .... 

^X  1  •  Z 

Geht  jetzt  Jx  in  dx  über,  d.  li.  wird  ^x  unendlich  klein, 
so  werden  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (8.) 
alle  bis  auf  das  erste  unendlich  klein ,  weil  sie  den  Factor  dx 
enthalten.    Die  Gleichung  (8.)  geht  daher  über  in 

f  9.j  -Jf-  =  iiM-»-i . 

äx 

Der  Werth  m  gleich  0  möge  besonders  berücksichtigt 
werden;  man  findet  dann  aus  der  allgemeinen  Foimel 

dx  dx 

Durch  Anwendung  der  Formel 

d(Av)  ^  ^dy 
dx  dx 

ergiebt  sich  hieraus,  indem  man  y  gleich  1  setzt.,  dass 

wird,  d.  h.  dass  die  Ableitung  eifier  Constanien  immer  gleich  0 
^  em  Satz,  den  man  natürlich  auch  direct  beweisen  kann. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 

y  =  a:*  +  x'^  -{■  X 

bilden. 

AuflSsung.    Nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle  ist 

^^^)  +  e  +  ^  =  4:r«+ 3:^2+1. 
dx         dx  dx        dx 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Ableitung  von 

y=  32:^+  1U2— 7y  +  8 

bilden. 
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AuflBsung.    Hier  ist  nach  den  Formeln  Nr.  19  und  20  der 

Tabelle 

dy       rf(8:r*)   .   rf(lla:^)       dllx)   ,   rf(8) 

dx         dx  dx  dx  dx 

Ferner  wird  nach  Fonnel  Nr.  18  der  Tabelle 

dx  dx 

^  ,     ^  =  11  ^V^  =  11  .  2:r  =  22:r, 
dx  dx 

fM^  7  — =7.1  =  7 
dx  dx  '  ^ 

^=  12a;5+22ar  — 7. 
dx 

In  welcher  Weise  sich   dieses  Verfahren  verallgemeinem 
lässt,  soll  die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Ableitung  von 

y  =  ax"  +  Oj-r**"^  +  a^x^-'^  +  • .  •  +  «w— i^  +  ö» 
bilden. 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle  ist 

dy  __d{a3^)      dja^a^-^)      rffag*»-^)  d(an^xx)      d{a^ 

dx         dx  dx  dx  dx  d^c    ' 

und  nach  den  Formeln  Nr.  18  und  21  der  Tabelle  wird 

d{ax'^)  __      d{x'')  __ 
dx  dx 


folglich  ist 


=  a    \  '  =  anx^- '. 


da;  rfa; 
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erhält  man 

Da  sich  jede  ganze  rationale  Fanction  auf  die  Form 
y  =  ÄC*  +  rt,Ä^»  +  a^x^^  +  . . .  +  a»_i«  +  «I. 
hringen  lässt,  so  ist  damit  gezeigt,  wie  man  jede  beliebige  ganze 
ntionale  Fanction  differentiiren  kann. 


^   16. 

Uebungs- Beispiele. 

1)  y  =  6a^  +  4.  ^  =  30:i:*. 

2)  y  =  te^  —  4,  ^  =  SOxK 

•3)  y  =  ix",  I  =  4... 

4)  y  =  3:r2—  7ar+  9.  ^  =,  ß^  —  7. 

5)  y  =  (Ar  —  5)  (a;^  +  ll^r  —  3 ).      ^  =  Öi;»  +  84jf  —  61. 

Hier   findet  man  das  Resultat,  indem  man  zunächst  die 
Klammem  auflöst  und  dadurch  y  auf  die  Form  bringt 

y=z2x^+  17z^—ßlx  +  15. 

6)  y=hx*  —  jx^  +  4tx^  —  3z+  7,  ^  =  20a:»— llar^  +  ar— 8. 

7)  y=ra:*+12x3— 29ar2— 61a:— 134,  ^  =  4ic8+36ar^— 6ar— 61. 

8)  y  =  ar»  —  5a:2  +  8t  -  4,  J^  =  Sx^  —  10a:  +  8. 

9)  y  =  aar*  —  7a:»  +  13x,  ^  =  15a:*  —  21a:2  +  18. 
10)  y  =  5a:»  —  3a:«  +  2a:4  —  4a:2  +  7,  ^  =  ^q^'^  _  I8a:«^+8a:»— 8a:. 

Siagmnaim  '  Kiepert»  Djfferenüal-Bechmmg.  0 
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§.  17. 

Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem  ganzzaliligen 

Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  91.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Ableitnng  von 

(1.)  y^^ 

bflden,  wenn 

(2.)  m^—n 

eine  negative  ganze  Zahl  ist. 

AuflStung.    In  diesem  Falle  ist 
(8.)  y  =  a?-"  =-^, 

(4.)  yi  =  xc""  =  ^  » 

also 

also  nach  Fonnel  Nr.  12  der  Tabelle 


(6.)    Vl^Zl^- 


1      X\^  —  a^ 


Xf  —  z  ü^Xi^    rC|  —  X 

1 


iC^ÄTj* 


(:r,--^  +  ^:r,»»-2  +  . . .  -f  a^-a^.^  +  gf^iy 


Dies  giebt 

(7.) 

dx 

-  lim^'" 

1^    =    - 

1 

«aJ**"^ 

oder 

(8.) 

kr~<^^ 

=  iwa?"* 

— 1 

• 

Die  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  bleibt  also  noch  riditig-, 
anch  wenn  m  eine  negative  ganze  Zahl  ist. 
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§   1«. 

Differentiation  der  logarithmischen  Function 

f{x)      \ogx. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  22  und  23). 

Aufgabe.     Man    soll    die   Ableitung:    der    logarithmischm 
Function 

(1.)  y  =/(:r)  =  l<)or.r 

bflden. 

Auflösung.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

(2.1     f{r\  =  logr,    fix  +  J.A  =  log(j;  +  ^x\ 

fix  +  Jx)  -fix)  =  \ogix  +  Jt)       log^  =  log(?-±^)  ^ 
oder 
(3.^     fix  +  Jx)  -fix)  =  log(l  +  ^) . 

Setzt  man 

Jx       1       1         V        ^ 
(5.)  —  =  -,   also   Jx  =  -. 

X        n  n' 

so  ist 

Nun  wird  aber  n  unendlich  gro8s,  wenn  Jx  unendlich  klein 
wird;  deshalb  ist 

Diesen  Grenzwerth  kann  man  leicht  angeben,  denn  nach 
Formel  Nr.  13  der  Tabelle  ist 

folglich  wird 

dy_  djhgx)  _  löge 
.  dz  dx  X 
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Dabei  ist  die  Basis  des  Logarithmen  -  Systeius  noch  eine 
ganz  beliebige,  wählt  man  aber  die  Zahl  e  selbst  zur  Basis  des 
Logarithmen-Systems,  so  ist 

löge  =  1, 

so  dass  die  Gleichung  (9.)  eine  noch  einfachei-e  Foim  annimmt. 

Die  Logarithmen  mit  der  Basis  e  heissen  die  fiatürUcAen 
Logarithmen  und  mögen  in  dem  Folgenden  nur  durch  den  Buch- 
staben 1  bezeichnet  werden. 

Demnach  ergiebt  sicli  aus  Gleichung  [\),) 

d(lr)      1 


(9  a.) 


dx        X 


Bemerkung« 

In  der  höheren  Mathematik  beuutzt  luan  fast  ausBchliesslich  die 
natUrUcheu  Logarithmen  mit  der  Basis  €\  es  ist  aber  sehr  leicht,  von 
dem  einen  Logarithmen- System  zu  dem  anderen  überzugehen. 

Es  bezeichne  z.  ß.  logo;  den  ^rt^^«'schen  Logarithmus  von  x  mit 
der  Basis  10,  nnd  \x  den  natürlichen  Lognrithmus  mit  der  Basis  e; 
dann  ist 

(10.)  y  =  \ogx  gleichbedeutend  mit  10^  s=^  x 

and 

flL)  «aalafist  ^  „      e°  =  x. 

Daraus  folgt 

(12.)  lO^^e". 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  den  natürUchen 
Logarithmus,  so  erhält  man 

(13.)  yllO  =  «,    oder    \ogx^l±. 

Nimmt  man  dagegen  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12.)  den 
Brigg9*9o]ieu  Logarithmus,  so  erhält  man 

(14)  y^^slog«,    oder    logx  =  \xAoge. 

Aus  den  Gleichungen  (13.)  und  (14.)  folgt  zunächst 

-—  =  log  e ; 

HO         ^    ' 

femer  geht  aus  ihnen  hervor,   dass  man  die  natürlichen  Logarithmen 
sämmtlich  mit  dem  constanten  Factor 

löge  =  J_  = 1 =  0,434  2944819 

*        110      2,3020860930 

zu  multipliciren  hat,  um  aus  ihnen  die  entsprechenden  Briggs^sohen  zu 

erhalten.    Man  nennt  diesen  Factor  löge  gewOhulich  „den  Modul  der 

j^r^^^'schen  Logarithmen.** 
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§  19. 

DHferentiaiion  der  trigonometrischen  Functionen 

sinof;  und  cossb. 

(Yergl.  die  FormeM^abelie  Nr.  24  nnd  25.) 

Aiifgtbe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)         '  y  =  /*f.r)  —  sin.r 

bilden. 

AuMsung.    Ans  (Tleichung  il.)  folgt 
(2.)  f{T  +  /Ix)  =  sin(T  +  ./.r). 

(3.)  f{x  +  Jx\  -  f(jr)  rrr  Jf{.A  =  sin(.r  +  J.r)  —  sinr. 

Nun  ist  bekanntlich 

sino      sin6  =  2sinf — - — 1  cos  f — ^ — y 
folglich  wird 

(4.)  Jf[x)  =  2  sin  (^  cos  (^  +  ^) ' 

oder,  wenn  man  der  Kfti*ze  wegen 

(5.)  Jx=2z 

setzt, 

Jf{x)  =  28in«  cos(iP  +  «). 

(6.)    -:i-l2  = cos(:r  +  z) , 

Jx  z  ' 

/- ,    df{x)       du      ,.    sinz       ,     ,     ,               ,.    sinr 
(/.i     v,^     =-/.  =  lim cos(.r  +  «)  =  cosa:  lim 

ax  CKTssO^  ssü^ 

Nach  Formel  Nr.  I  dei-  Tabelle  ist  aber 

Imi =  1 , 

««=0     ^ 

folglich  ist 

/Q.  dy       rfisino:) 

(8.)  -f-  =  — 3 — ^  =  C0S.r. 

ax  ax 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  voii 
(9.)  y  =  /(ar)  =  COS-r 

bilden. 
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AuflSsung.    Aus  Gleichung  (9.)  folgt 

(10.)  f{x  +  Jx)  =  cos  (a:  +  Jx)j 

(11.)  f(x  +  Jx)  —fix)  —  Jf{x)  =  cos(ä  +  Jx)  —  cosa?. 

Nun  ist  bekanntlich 

cosa  — cosJ=  —  2sm  ( — - — )^^( — 9 — y' 
folglich  wird 
(12.)  Jf{x)  :=  -  2sin  (^)  sin  (^  +  ^) , 

oder,  wenn  man  wieder 

Jor  =  22 
setzt, 

(12  a.)  Jf{^)  =  —  2  sin^  sin  (x  +  z), 

.«\  Jf(x)  sin«  .    ,     ,     N 

(13.)  -41-i  = sm(a:  +  2), 

^      '^  Jx  z  ^ 

(14.)  Ä  =  ^=_siaxlim5Hf, 

^  ax         dx  a-o    « 

oder 

(15.)  -p  =  -^ ^  =  —  SUIä:. 

^      ^  aa:  dx 

Beinerkoug. 

Es  wird  hier  nocliiuals  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  in  simp 
und  cosx  die  Grösse  x  kein  Winkel^  sondern  die  Länge  eines  Kreühogens 
ist.    (Vergl.  §  1,  Seite  6.) 

§  20. 

Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen 

tga?  und  ctgo;^. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  26  und  27.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)  y  =/(.r)  =  tgx 

bilden. 


§  20.    Difierentiatioii  der  FanctioiieD  tgx  und  otgx.  87 

AuflSfung.    Aas  Gleichung  (1.)  Mfct 

(2.)  f{x  +  Jz)  =  tg(z  +  Jx), 

(3J  /(-c  +  Jx)  —fix)  =  ^/(a:)  =  tg(,r  +  z^^r)  -   \^x. 

Nun  ist  bekanntlich 

.  .    ,      sin(a— 6) 

tfira  —  tflT J  =  — ^ r  ? 

^        ^        cosöcosA 

folglich  wird 

iA  j^t  \  sin(//r) 

•^  ^  ^       cos  (a:  +  Jx)  QX3ßx 

(5)  ^(^)_, i ^  sin  (^a:) 

-^a:  cos  (or  +  -^a;)  COSar  *      Jjc 

und  da  nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle 

lim — - — -  =  1 

^xsO    ^x 

wii  d,  so  ist 

(6.)  &)  =  f^  =  £it5£>  =  _!_  =  i  +  to».. 

^  dx        dz         dx  cos%-  ^  * 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(7.J  y  =/(ar)  =  Ctga; 

bilden. 

AuflBsung.    Aus  Gleichung  (7.)  tblgt 

(8.)  f{x  +  Jx)  =  Ctg(a:  +  Jx) , 

(9.)     f(x  +  ^a:)  —fix)  =  ^(a-)  =  ctg(a:  +  ^a:)  —  ctga:. 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

.  X   r      -    sin(a—  h) 

ctga—  ctg*  = .    ^  .    .     ? 

^  smasmi6 

folglich  wird 

/t/^\  ^^/  \  sin(^a:) 

(10.)  ^f\xS  =  -r-7 ; — 7-r-4 7 

^      ^  "^  ^  ^       sm(ar  +  ^a:)  sma; 

^     '-^  ^a:         sin  (ar  + //a:)  sin a-       Ja- 


(12.) 


^^         ^         rf(Ctg£J^    -J. 


dix        dx  dx  sin^a; 
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•      §  21. 

Differentiation  der  Producte  und  Quotienten. 

(VergL  die  Formel -Tabelle  Nr.  28—33.) 

Aufgabe  1.    Es  sei 

(1.)  u=zq>{x),  c^tp{x); 

man  soll  die  Ableitung  des  Pioduct&s 

(2.)  y  ^f(x)  =  ti«  =  g>{x)  tpi.j') 

bilden. 

AuflBsung.    Aus  Gleichung  (2.j  folgt 

(8.)  f(x  -f  Jx)  =  f/^(.r + //.r)  }p{x+Jx), 

f{x+Jx)—ßx)  =  Jf{x)  =  (f{x+Jx)  ip(x+Jx)  —  ff(x)  ^(x) , 

oder 

(4.)  ^/{x)  =  ^'(x+Jx)  tp(x+Jx)  — (/(x)  tp{x+Jx) 

+  ^(x)  tl;(x+J.r)  —  (p(x)  ^(x), 
also 

Nun  ist 

fol^ch  wird 

oder 

/«    X  rf(wi?)         du   .      dv 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ein  Product  van  zwei  Fadoren  wird  differentürt  ^  indem 
man  jeden  der  beiden  Factoren  einzeln  di/ferentiirty  mit  dem 
andern  muU^Kcirt  und  die  Summe  dieser  beiden  Producte  bildet. 
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Beispiele. 

1)  y  =  (3  +  4^)  (2  -  7r), 

^  =  4(2    -7^.)  — 7(3  +  4r)  = --13  — 56a;. 

Von  der  Sichtigkeit  dieses  fiesultates  kann  man  sich  aaeh 
dadurch  überzeugen,  dass  man  nach  Auflösung  der  Klammem 

y  =  6  —  13ir  —  28ar2 
eAäh.  woraus  sich  immittelbar  derselbe  Werth  von  ^  ergiebt. 

2)  y  =  (:r*  —  ^'^  +  1 1  )sinr ; 

^  =  (4a:»  —  6.r)  sinr  +  (x^  —  Sx^  +  11)  COSa:. 

3)  y=cosa:tga-; 

-T-—  —  sma? tg.r  H r- 

sin^a:  .      1  1  —  sin2;r 

= =  cosr. 

COSa:         COS:r  COSa; 

Dieses  Resultat  hätte  man  noch  einfacher  finden  können, 

indem  man  berflcksichtigt,  dass 

.  sina; 

tgx  = 

^  COSa- 

ist,  denn  dadurch  wiixl 

y  =  cosa;  tg^  =  sina: 

nnd  nach  Formel  Nr.  24  der  Tabelle 

dy 

-^  =  cosa-. 

dx 

Aufgabe  2.    Es  sei 

(7.)  tt  ==  y  (a:),     t?  =  V'  (.r),     w  =  x(«) » 

soU  die  Ableitung  von 

y  =  uvw 

bflden. 

AuMiung.    Indem  man 

(9.)  VW  =  t?, 

setzt,  erhält  man 
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SO  dass  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe 

^     '  dx        ^  dx  dr 

wird.    Nun  ist  aber  gleichfalls  nach  der  vorhergehenden  Aa^abe 
,  _  rft?i  dv    ,      dw 

folglich  wird 

,  ^  rfy       rf(«rt(?)  rf«   .         de    ,        dw 

(13.)  •:r-  =  — ^j — ^  =  cw?-5-  +  uw  =— +  wv-r-- 

^  dx  dx  dx  dx  dx 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ein  Product  von  drei  Factaren  wird  differentiiri^  indem  man 
jeden  dieser  Factoren  einzeln  differentiirt^  mit  den  beiden  anderen 
Fartoren  muUiplicirt  und  die  Summe  dieser  Producie  bildet 

Man  erkennt  leicht,  dass  sich  diese  Begel  auch  aof  Producte 
mit  beliebig  vielen  Factoren  übertragen  lässt.  Zum  Beweise 
mögen  die  Gleichungen  (6a.)  und  (13.),  indem  man  sie  beziehungs- 
weise durch  UV  und  uvw  dividirt,  auf  die  Form 

(6h)  I  d(iw)  _  1  du      l  de 

^     '^  UV    dx         u  dx      V  dx^ 

1    il(uvw)       1  du       \  do       \  dw 

(13a.' ^ — ^=  -T-  +  -:7-  +  '"T* 

uvw     dx  u  dx       V  dx      w  dx 

gebracht  weixien. 

Dem  entsprechend  kann  jetzt  durch  den  Sclduss  von  m  auf 
m  +  1  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

....  1  d{u^Ui...Un^  1    flf«l     ,      1  ö?ifj  ,  ,1    dUn. 

u{u^.,.tAn^  dx  1/]  dx       u^  dx  fhi  äx 

nachgewiesen  werden. 

Ist  nämlich   Um  wiedenmi   aus  zwei  Factoren   zusammen- 
gesetzt, ist  z.  B. 

u»  =  uc, 

so  wird  nach  Gleichung  (6  b.) 

1  dUm l  du      i  dv 

Um  dx        u  div       V  dx 
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Deshalb  geht  die  Gleichiing  (14.)  über  in 

(15. 1 .  — i = 

t«i«<2...Ufli.iur  dx 

1  rf«!    ,    1  rfttj  ,         ,      1    dum-~\   .1  du       i  de  , 
«I  c2r       ii2  d!r  tf «».i     dx         u  dz      v  dx 

daraus  folgt,  wenn  man  Um  statt  t«,  t^m+i  statt  v  schreibt. 
(16a.)  i d{u,u,      u^u^^,)^ 

J:*fl -L  l-*f?4-        .    1  du^  1     du^^i 

u^  dx       U2  dx  Um  dx       t^M+i     dx 

Damit  ist  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichung  (14.) 
nachgewiesen.  Durch  Multiplication  mit  u^u^-^^u^  erhält  man 
ans  ilir  die  Formel 

Mß,  d{u^u^...u„,)  _ 

■^  dx  "" 

-  du*  du-i  dUfn 

^^'"^"dx  "*"  ^^^^  '"^"^Ux  "*"  "•  "^  «1^2  •••«'■•-i  -^ 

and  damit  den  Satz : 

Ein  Produci  von  beliebig  vielen  Factoren  wird  di^ei'entiirtj 
indem  man  jeden  dieser  Factoren  einzeln  differentiirty  mit  allen 
übrigen  Factoren  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  Producte 
bildet. 

Sind  die  m  Factoren  alle  einander  gleich,  ist  also 

«'l  =  ^2  =  «3  ä:  . ..  =  Uw  =  W, 

so  tblgt  aus  Gleichung  (16.) 
/tT\  d(u^)  ^  ,  du 

dx  dx 

Für  den  besonderen  Fall,  wo 

u  =  X 

ist,  geht  diese  Gleichung  in  Fonnel  Nr.  21    der  Tabelle  über, 
nämlich  in 

dx 
Die  Gleichung  (17.)  giltjvorläufig  nur,  wenn  m  eme  positive 
game  Zahl  ist,  sie  bleibt  aber,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
auch  noch  richtig,  wenn  m  eine  positive  gebrochene  Zahl  ist. 
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Wird  Dämlich 

(18.)  ''^  ~  r»    ^^^^    ^^  "^  "• 

wo  a  und  b  positive  ganze  Zahlen  sind,  so  folgt  aus 

(19.)  y  =  W-  =  tt*, 

indem  man  beide  Seiten  der  Gleichnng  in  die  &^  Potenz  erhebt, 

(20.)  y*  =  u\ 

Differentürt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  An- 
wendung der  in  Gleichung  (17.)  ausgesprochenen  Regel,  so 
erhält  man 

(21.)  fty*-t  ^  ^  «^.-1  ^  =  ^j^-i  ^. 

^  ^       dx  dx  dx 

Da  aber  aus  Gleichung  (19.)  folgt,  dass 

ist,  so  geht  Gleichung  (21.)  über  in 

oir  dx 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durch  bur^^^  dividirt,  in 

ein  Resultat,  das  mit  Gleichung  (17.)  genau  übereinstimmt. 
Es  gilt  daher  auch  die  Gleichung 

(22  a)  ^!^  =  m:r— ' 

dx 

noch,  wenn  m  eine  positive  gebrochene  Zahl  ist. 

Man  kann  sogar  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  uoc^ 
zeigen,  wenn 

(28.)  m  =  —  /* 

eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist.    Es  wird  dann 

(24.)  y  =:y^  ^=  u"*^  =  — » 

also 

(26.)  ti*y  =  1. 
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Difterentiirt  man  beide  Seiten  dieser  Oleichung,  so  findet 
man  nach  der  Regel  für  die  Differentiation  eines  Prodnctes 

dx    ^  dx 

oder,  wenn  man  mit  u  mnltiplicii*t  and  für  t^'^y  den  Werth  1  setzt, 


-l+'-i^». 


also 


dy  ^  idu  ^   X  du 

ax  ax  ax 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichung  (17.)  und  deshalb  auch 
die  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  gilt,  gleichviel  ob  m  eine  ganze 
oder  eine  gebrochene^  eine  poeüive  oder  negative  Zahl  ist. 

Beispiele. 

1)  y  =  (2a:3  -  Ix'^  +  3:r  +  II)»; 

^  =  4  (2a:»  —  7a:2  -f  3a;  +  11)»  (6a:2  „  14^  4.  3). 

2)  y  =  ya^  +  x^  -  (a2  +  2:^)^. 

Setzt  man 

d^  +  x^  =  w. 


so  wird 


</y  o*  +  a;*  ar 

Ebenso  findet  mau 
(27a.)  äVW^^ 5 


(27.) 
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Setzt  man  hier 

d^  —  a:^  =  w, 

so  wird  wieder 

oder 

(28.)  ^'^'^  -  ^'  =      -^      . 

dx  yai-.xi 

4)      y  =  ^(2^  —  5)*  =  (2a;  —  S)"*  ; 
|  =  l(2.-5)*.2  =  |V2r3^ 

6)     y  =  ^  =  a:-*;  1  =  -*^-'- 

•^  <fo       4  45/^ 


oN  1  -i  dy  1    -^i  1 

»)    »  =  1  +  4^-'.';  |=-i  +  ^-^-.6^. 

10)      y==-^  +  b  +  cYlc—aaT^  +  b  +  ca?*; 
dy a_      .       c 


+ 


4  7  Q 

11)      y  =  12i/a:»  —  7ya;^  +  IIa;  - 


12a:*  —  7a:*  +  IIa?  —  Saj"* 
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-£  =  9x^  —  4a:"^  +  11  +  122:"*  = 

12)  y  =  (2«»  -  -  ac  +  4)  yT^T  —  3)^ 
Setzt  man 

2a;»  —  8ar  +  4  ==  tt,  /(4t  —  3)^  =  (4a;  —  3)'  =  v, 

80  wird 

y  =  ««^j 

1=4.-3,  |=|(4:r-3)V4  =  6K4F^=T 

^  —     rftt  flfe 

d!r         (£r  (/^ 

=  (4a?—  3)*  (4;r       3)  +  (22:^  —  3a-  +  4; .  (>]/^4r  —  3 
=  Yix—S  [(4^:  —  3)^  +  ß{2z^  —  ^z  +  4)] 
=  y  4a;  —  3  (28a:2  _  42a;  +  33). 

13)  y  =^  smx  —  f  Wi^x  +  |  sin*a:; 

^  =  (1   -  2  sin?«;  +  sin*a:)  cosx  =  cos*ä-. 

14)  y  =  co&z  —  COS^o-  +  i  cos'ar  —  4  COS'ar; 

^  =  (J  — 3  COS?ar  +  3  COS^ar — cos^z)  ( — sina:)  =  — Wk'x. 

15)  y  =  dtgh:  —  2tg^a:  —  ötg^J?  +  4tg2^; 

^  =  (15tg*a:  —  Stg^z  —  Ibtgh^  +  8tgz)  (1  +  tgh:) 

=  15tg«a;  —  Stg^z  —  I5tg^z  +  8tga?. 
Aufgabe  3.    Es  sei 

num  goU  die  Ableitung  des  Quotienten 

bOden. 
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Aufllisung.    Aus  Gleichunier  (30.)  tbl^t 

_  fp(r+Jx)  ip(x)  —  tp{x  +  Jx)  (p(x) 
~~  ip{x  +  Jx)ilj(x) 

Dies  giebt 

/q9  \  -<^(^) ^  (P{x+Jx)  xf}{x)—tpi,x+Jx) q>(x) 

^     ^^     Jx    ^  y;{x+Jx)ifj(x)  J.r  ' 

oder,  wenn  man  in   dem  Zähler  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  die  Grösse  (/)  (.r)  tp  (r)  subtrahirt  und  wieder  addirt. 

(33.)  ,^(^  +  ^^)^(.,).^  = 

(p{x-^Jx)  tp(x) — y  (;?•)  ifj{x) — tp{x+ Jx)  (p{x) + (f(x)  tp{x) 

Geht  man  zur  Grenze  über,  indem  man  Jx  unendlich  klein 
werden  lässt,  so  erhält  man 

ton        ^    .:     ^'  ^  =  yXr),    hm  ^  ^     j;     ^^  ^  =  t/^^(ar) 
und  deshalb 


V'  ^*7  "F  V^ 

-;     ^^    —  «pv-^;  'f  v^;      7'v^;  ^ 

(34.) 

efe    ' 

_dy  _xp  (x)  (f'  (x)  —  (f  (x)  xp*  {x) 
dx                  ip(x)  iff(x) 

oder 

(34  a.) 

,  /w  \           du         dv 
\vj          dx          dx 

dx                   v^ 

% 
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Dies  giebt  deo  Satz: 

Die  Ableitung  eines  Bruches  ist  gleich  dem  Nauhsr^  mulli- 
pKdrt  mit  der  Ableitung  des  Zählers^  weniger  dem  Zähler^  multi- 
plicirt  mit  der  Ableitung  des  Nenners^  das  Ganze  dividirt  durch 
das  Quadrat  des  Nenners. 

Beispiele. 

,.  sin^r    du      cosrcos^r  —  8iii2'( — sin^r) 

^       ^       COSJ-'  dx  COS^ar 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  26  der  TabeUe 
überein,  demi  es  ist 

sinx 


C08:z: 


—  tgJT. 


«N  -        1  du       a^  .0  —  na^"^  ^^. 

'    ^  a^  ^       dz  x^ 

Dieses  Besultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  21   der  Tabelle 
überein. 

Hier  ist 

tt  =  a:'  —  a^,  1?  =  ;r2  +  a^, 

also 

du  de 

dy_  {z^  +  d^)2x  —  (a-^  —  a^)2x  _       4aV 
dz  "  {z^  +  a2)2  ""  (x^  +  a'Y 

_z  +  ya^  +  x\ 
^    y      a;_ya2  +  ar2* 

Hier  ist 

i     V     2    .       2     ^«*  1    _1_  ^  _  ^  4-  y  a2  4,  ^2 

u=;r+ya2  +  a?2,  -r-=rlH — .  =  — 77==== —  > 

^  ^  '   <3f.^  Ya^  +  x^  ya^  +  z^ 

Stfegemann -Kiepert,  Differential-Bechnung.  7 
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'  dx  ya^  +  x^  V^a»  +  x^ 

also 

rf^  ""  {x — V  a«+:r»)»  /oH^ 

—  2a> _  — 2(3T  + Va»  +  ary 


n.  Abschnitt. 

Functionen  von  Fnnctionen« 

§  22. 

Differentiation  einer  Function  von  der  Form  f{u). 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  34  nnd  36.) 

Es  sei  y  irgend  eine  stetige  Function  von  t«,  also 

(1.)  y  =/W, 

und  u  sei  wieder  irgend  eine  stetige  Function  von  x,  also 

(2.)  u  =  y(ar), 

dann  ist  y  auch  eine  Function  von  z,  nämlich 

(3.)  y  =/[y(^)]  =  i^^). 

Beispiele  solcher  y,Functi<men  von  Functionen*^  sind 
y  =  y^^  —  7x  +  11,     y  =  sin(3:r),     y  =  (sina;)*, 

y  =  log(sin:r),  y  =  (loga:)*»,    y  ==  arc  sin^  j^  • 

Es  ist  die  Frage,  in  welcher  Weise  solche  Functionen  von 
Functionen  differentürt  werden  können. 

Vermehrt  man  x  und  Jx,  so  gehen  die  Grössen  x,  u  und 
y  bezw.  üher  in 

X  +  z/ar,     u  +  Ju  =  g){x  +  Jx),     y  +  Jy  =/{u  +  Ju) , 
folglich  ist 
(4.)       ^u^q>{x  +  Jx)  —  ^  {x),    Jy  =f{u  +  z/t*)  —f{u), 

JF(x)  ^  Jy  ^f(u  +  Ju)  —f(u)  ^ 

^  *'  Jx  Jx  Jx 

7* 
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oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichong  Zähler 
lind  Nenner  mit  Ju  gleich  y(:r  +  Jx)  —  ^{x)  moltiplicirt. 

^y  ^/("  +  ^«)  —fi^^  fpjx  +  jx)  —  (fix), 

Jx  Ju  Jx 

folglich  ist 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Ableitunff  einer  JFiinciion  ton  einer  Function  ist  gleich 
dem  Producte  der  Ableitungen  beider  FUncfionen. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  erkennt  man  ohne  Weiteres, 
wenn  man  beachtet,  dass  man  mit  den  verschwindend  kleinen 
Grössen  dx,  dy,  du,  ...  ebenso  rechnen  darf,  als  wären  sie 

bestimmte  Zahlen.     Dann   erhält  man  nämlich  -r^  3-  aus  -^1 

au  dx  dx 

indem  man  Zähler  und  Nenner  mit  du  multiplicirt. 

Eine  etwas  einfachere  Form,  erhält  dieser  Satz,  wenn  man 
statt  der  Ableitungen  oder  Differential-Quotienten  die  Differen- 
tiale einführt. 

Aus  der  Erklärung  des  Diflferential-Quotienten  einer  Function 
y  =/(.r)j  nämlich  aus 

du      df{x)      ^,,  .       ,.    fix  +  Jx)  —fix) 
dx  ^     dT  =-^  ("")  =  ^'  Jx  ' 

folgt  unmittelbar 

(7.)    dy  =  df{x)  ^f{x)dx  =  \im'f^^±^^p^ ■  Jx, 

d.  h.  das  Differential  einer  Function  von  einer  unabhängigen 
Veränderlichen  x  ist  gleich  der  Ableitung ,  multiplicirt  mit  dem 
Differential  dieser  Veränderlichen. 

Aus  Gleichung  (6.)  folgt  daher 

(6a.)  dy=f(u)(f'ix)dx; 

da  aber 

du  =  y>*(x)dx 

ist,  so  findet  mau  hieraus 

(8.)  dy^fiu)du, 
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d.  h.  man  ßtidet  das  DtferenÜal  von  y,  indem  man  die  Function 
u  als  die  unabhängige  Veränderliche  ansieht. 

Beispiele. 

1)  y  =  ^3  imd  1^  _  gjn^^ 

Hier  ist 

dy  =  ^'^du  und  du  =  cmxdr^ 

idso 

dy  =  3sm^:r  cos^rfa-,  oder  -j-  =  SsinV  cosr. 

2)  y  =  I  (1  — :r2)  =  lu,  WO  «  =  1  — ^r«. 
1    .  1       ,      ^       ,         —  22rrfr 


dy^-du^z T  (—  2t)  rf:r  = 

^       u  1  —  x^^  ^  1  — 


T 


2  • 


Ist  y  eine  Function  von  u^  u  eine  Function  von  o  und  c 
eine  Function  von  t,  ist  also 

y  =/W»     «  =  y  (^),     ^^^{^), 

so  wird  auch  y  eine  Function  von  v  und  deshalb  auch  eine 
Function  von  x;  daher  findet  man  nach  dem  vorhergehenden  Satze 

(9.)  dy=J^{u)du,       du=^(p'{c)do^      dv  ^  \f)'{x)dx^ 

oder 

(10.)         dy  =f{u)du  ^f{u)€p'{v)dv  =f{u)9>'{v)ip'{x)Jx. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  das  Differential 
von  y  auch  dann  noch  finden,  wenn  die  Reihe  der  veränder- 
lichen Grössen,  von  denen  jede  eine  Function  der  folgenden  ist, 
noch  länger  wird. 

Es  sei  z.  B. 

y  =  siuM,      tt  =  !?«•,       u  =  a^  +  x'\ 
oder 

y  =  sin  [{a^  +  ^^)"'], 
dann  wird 

dy  =  oosudu,    du  ^=  mv'*''^ dVf     dv=:Sx^dx, 

also 

dy  =  costt .  wiu"*"^  dv 

=  cosw .  mp"*~* .  Sz^dXf 

^  =  Smx^  (a»  +  a:»)"^*  C0S[(a3  +  ar^)«]. 
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§23. 

Uebungs -Aufgaben. 

1)  y  =  «.,        ^=  «„«-._. 

Dieses  Eesultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 
überein.  Daraus  erkennt  man,  dass  diese  Formel  nur  ein  beson- 
derer Fall  von  Formel  Nr.  35  ist. 

2)  y  =  sin(w:r). 

Man  setze 


mr  =  w, 


dann  wird 

y  =  sint«,    dy  =  i:/^%udu^ 

du  =  mdxj    dy  =  m  COS (m.r)c/.r, 


oder 


^  =  mcos  (mj-). 


3)  y  =  cos  (a:r 3  +  b:r^). 

Man  setze 

dann  wird 
y  =  cos«,  dy  =  —  änudUf 

du  =  (3aa:2  +  4 j-2.3) rf^^     rfy  =  —  sin(flw:3  +  j-p4)  ,  (g^2  4. 4i^3)  ^^^^ 

oder 

i)  y  =  <Ä(|). 

Hier  ist 

y  =  tgM,    wo 

,   du 

^""  cos^w' 

also 

,  dx 

dy=^ 


u  = 

X 

2' 

rfa  = 

2  ' 

rfy_ 

1 

dx 

,-^                       A  i 

(^ar^ 

2««.(|)'         ^       2»».(|) 
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eN  ^fi-' x^    dy        8(C08«  —  sina;) 

5)     y  =  \{jsaix  +  cosx)«;  -f-  =    -"^ 

)    ^     y\      -T      i^  dx    5*/(S7T55i^ 


6)  y  =  l(8ilia:). 

Ser  ist 

y  =  Itt,  wo 

»y  =  — ? 

,         C062:  d[r 

7)  y  =  l(co8a:); 

8)    y  =  i(t«::«^); 

9)     y  =  l(ctga?); 


tl  :=  Smor, 
diu  =  COBo;  dx^ 


Ctg:r. 


<2r      sinxcosx 
£&  si]ld;COB:r 


10)  y  =  l(coBa?+sma?);    -^  = r— 5 • 

^     ^         ^  '  ^'     <fa  C0Ba:  +  8ina: 

11)  y  =  l(Va»  +  a:2  +  Va^  — ar«). 

Man  setze  

dann  wird 


y  =  ltt, 


rfy  =  -  du, 


u 


du 


=( 


a: 


_       X       \.    _  xjY  a^—z^  —  y  a^-\'X^)dx 


y  aH^*     V  a^—xV 


yn^^ 


X' 


_       xfy  a^  —  x^  —  y  a^-\-x^)dx 
^~  (V a^  +  a:2  +  y  «2  — -^2) y  a^_^4 ' 

oder 

^ arQ/^ga  — a;2  —  y  g^  +  a;») 

di~    (y  a2  +  ar'i  +  Ya'^  —  x'^)  Ya^  —  x^  ' 

Indem  man  noch  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichnng  mit  y  d^  +  x^  —  y  a^  —  x^  mnltiplieirt,  erhält 
man 

dy  _—x{2d^  —  2Ya*'-x^)_—a^  +  ya^  —  x^ 
dx"  2x^ya^  —  x*  "        xya^  —  x^ 
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12)     y-Klx). 

Hier  ist 

yzszlu,       wo        w  =  l;r, 

y        du  j         dx 

dy  =  —,  du  =  —^ 


U  X 


dx  dy        1 

xhr^  dx       x\x 


§  24. 

Differentiation  inverser  Functionen,  insbesondere  der 
cyldometrischen  Functionen  und  der  Function  a"*. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  36—43.) 

Wie  schon  früher  (§  1)   hervorgehoben  wurde,   kann   ans 
der  Gleichung 

(1-)  y  =/W 

durch  Auflösung  nach  x  eine  Gleichung 

(2.)  ^^viy) 

hergeleitet  werden;  man  nennt  dabei  die  eine  Function  die  in- 
verse  der  anderen,  weil  die  eme  aus  der  anderen  durch  Um- 
kehrung entsteht. 

Es  ist  nun  häufig  nothwendig,  ^  zu  bilden,  wenn  nicht 

y=zf(x)  gegeben  ist,  sondern  die  inverse  Function  x:=q>(y). 
Dies  geschieht,  indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (2.)  nach 
X  differentiirt;  dabei  muss  man  aber  beachten,  dass  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  eine  Function  von  y  steht,  und  dass 
y  wieder  eine  Function  von  x  ist.  Es  kommt  dabei  also  Formel 
Nr.  35  der  Tabelle  zur  Anwendung,  wobei  man  erhält 

oder 

(4.)  ^  =  _i_ 
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Beispiele. 

1)  Es  sei 
(5.)  ys=arcsin;r, 

dann  findet  man  durch  Umkekrung  der  FUncüan 

(6.)  X  =  siny 

imd  dnrch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  x 

(7.)  i  =  <?»yä' 

(8.)  ^— ^ 1 


dx      cosy      y  1  —  sin  V 
oAet 

•'  dx  yi  —  x^ 

FSr  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  1  und  +  1  giebt  es 

einen  Werth  von  y  zwischen  — ^  und  +— •  Da  cosy  ffir  alle 

diese  WerUie  von  y  positiv  ist,  so  muss  in  Gleichung  (8.)  die 
Quadratwurzel  mit  dem  positiven  Vorzeichen  genommen  werden. 

2)  Es  sei 
(9.)  y  =  arc  cos^r, 

dann  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

(10.)  a:  =  cosy, 

(11.)  1  =  — siny^» 


(12.) 
oder 

(12a.) 


dy^       i    ^  1 

dx  siny  Yl  —  cos^y 


rf(arccosa:)  _  1 

dx  Vi  — :r2' 

Für  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  1  und  +  l  giebt  es 
einen  Werth  von  y  wischen  0  und  n.  Da  siny  für  alle  diese 
Werthe  von  y  positiv  ist,  so  ist  in  Gleichung  (12.)  das  Vorzeichen 
der  Quadratwurzel  richtig  bestimmt. 

3)  Es  sei 
(13.)  y  =  arctgjr, 
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dann  wird 

(14.)  .r  =  tgy, 

(15.)  l  =  (l  +  tgV)-^' 

dy  1 

^^^•)  di  ="  TTi^ ' 

oder 


(lea.)  ^^^5^  = 


(fe  1  +  x^' 

4)  Es  sei 
(17.)  y  =  arc  ctgr, 

dann  wird 

(18.)  .r  =  Ctgy, 

(19.)  1  =  -  (1  +  Ctg»y)  •  ^ ' 

«'y-         1 


<fe  1  +  ctgV 


(20.) 
oder 

5)  Es  sei 
(21.)  y  =  arcsec3-, 

dann  wild 

(22.)  a:  =  secy=— ,    COSy=-  =  x-\ 

(23.)  1=-Ä4, 

^      ^  COS^y    dx 


(24.) 

oder 

/«^    X        cf(arcseca:)  1 

(24  a.)        -^^ — :5 ^  =  — 7==- 

6)  Es  sei 
(25.)  y  =  arccosec^, 

dann  wird 


a:-2 


rfy  _  cos^y  __       cos^y       _ 

^~"  siny  ""yi  — cos2y""yi  — a:-«' 
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(27.)  l  =  _S«?l..^, 


f28.) 

oder 

(28  a.) 


«^_ gm*y  _  8m^        _  ar-' 


«^          coey          V 1  —  sinV  yi  — a:- 

rf(«rc  coeeca;) i 


2 


7)  Es  sei 

(29.)  y  =  a', 

dann    wird,   wenn   man  auf  beiden    Sdten   den   natfirlichen 
Logarithmns  nimmt, 

(30.)  a-la  =  ly, 

(31.)  l«=i.^, 

y    ax 

(32.)  g  =  yla, 

oder 

(32a.)  ^^  =  a'la. 

Fnr  den  besonderen  FaU,  wo  a  gleich  ^  (der  Basis  der 
natürlichai  Logarithmen)  wird,  erhUt  man 

la  =  l<?  =  1, 

so  dass  die  Gleichung  (32  a)  übergeht  in 

,3,0  ^  =  ... 

Ist  C  eine  beliebige  Constante,  so  ist  auch 

Dieses  Resultat  ist  deshalb  bemerkenswerth ,  weil  C«*,  wie 
sp&ter  gezeigt  werden  soll,  die  einzige  FkncHon  istj  welche  mä 
ihrer  Ableitung  iibereinstimmi.  Man  nennt  e^  die  ExponenUal' 
Rtnciian, 
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§  25. 

Uebungs- Beispiele. 

1 )  d(axi  —  bx^  +  c)  =  X  (Soa:  —  2b)di: 

2)  d(\x^  —  |ar«  -f.  43-  —  5)  =  («2  —  a«  +  4)<fo-. 

3)  df2xi—  7:r  —  5  + 1)  =  (4t  —  7  —  ^dr. 

=(■5-^+3^+7-^  v*^- 

6)     d[{aj?^  —  bx*  +  cf\  = 

9)     d[(a  +  x)YV^]==i^^pM^. 

2y  a  —  X 

10)   rf[(a>  +  .^)V^nz^]  =  £^g^|£^. 

11)  d[(2a^  +  Sx^)  y  (a2  —  2:2)3]  =  _  lör^l/a^  — :ri  .  dx. 

12)  rf/"— =^=\  =  _=1=^  rf:r. 

VKa  — ia;2/      y{a  —  öx^y 

13)  rf^a'  +  -t)  =  ^(«*  +  «"')  =  («'  —  «"*)1«  ^^• 

14)  rf[(a:—  l)a*]  =  a'[l  +  {x  —  l)\ä]dx. 

15)  rf(ö*  .  af»)  =  ö* .  af^'^  (x  +  w)dir. 

16)  d[&^{x^  _  ari  +  6ar  —  6)]  =  c*  .  x^dx, 

17)  i-^-i/n^-  ^(2-.^)^ 

\   '  i—x/    (1  _  x)y  1 — «2 
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18)    d\(z  +  V  J-J  +  aA  =    ,  '^^        . 

20)   rfi(_j_^==)=rf[i^_  1(^  +  1/7+7?)] 


(ir  rfx 


VTT 


a-        1/ 1  j.  a;« 


'^^  '"(v'^fD  =  41 1  («^  -  '^)  - 1^(«-^ + ^)] 


3/1  1       \j  12  «ti 


12dx_ 
16 


£»2 — ^2  qI^X'/  a*  —  ar* 


23)    (/l/'a+^+}/"2a.r  +  ;r2^  =  -p. 


cte 


2ax  +  a:^ 
2rfar 


24)  äiii±yi) — 

\i_y^'     3(1  — V^)V^ 

Kya^  +  x^—Ya^  —  zV  \vj 

wobei 

tt  =  YW+7''^+  y  a^  —x^,  c  =  V  a2  +  a:2  _ya2_ar2, 
</tf_        g 2-         _  X (V  g^^— "^  —  )/  a2+a:2) 

rfo__        X  X        x(y  a^ — ^  +  V  ö^+a^^j 

*-^>7a^+P      y  a2— a;2  "^  T'S^*  ' 

odei* 

da  XV  dv _i        ^^ 


dx  y  a^—x^  '         «^-^  Ya^—x^ 


I 
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ist.    Dies  giebt 

dl(±)  =  dilu-\v)  =  ^-^ 

xvdx  xudx      r  (o*  4- 1**)  rfr 

«y  a*— a;*       vy  a^ — x^  wo^  a^  — 1^* 

Nun  ist 

uv  =  a^-^x^  —  (a2  —  a:2)  =  2  x\ 

«2  +  ^2  =  a«  +  -i;2  +  2  V  a*— a;*  +  a*  — a:2 

-f  a2  +  a:^  —  2  V  a*— AT*  +  a«  — a:^ 
=  4  a^ 
iblglich  wird 

26)     ^p^-.-^^^F+l)^' 


=  rf[-|l(^+2)+Al(.:+4)— |l(^-l)] 

_  /  _2 _J 5       \ 

■"  V3(^  +  2)'*"5(a:  +  4)      4(a:— 1)/      ' 

27)  rfsin(2a:  +  5)  =2C0S(2a;  +  5)cfa:-     • 

28)  rf  COS  {mx)  =  —  m  sin  (i»a;)  dx. 

29)  e/  (sin^ar)  =  2  sin  a;  cos  a;  dx. 

30)  rf  (sin^^r  cos  X)  =  sin^a:  (3  —  4  sin^a;)  rfa:. 

_  (5sina-  —  6)  COSrgrf.r 

~  sin'^.r 

^9^     /7  /l  +COS.r\  __  ^^    2sin.rrf.r 
^        \1  —  COSr/  "■         (1 — C0Sa:)2 

33)  ^t^(T)=l-[n-1«<f)]'^- 

34)  rf  Ctg  (3  a:)  =  —  3  [1  +  Ctg  2  (3  x)\dx. 
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35)     rf(tg-a:)  =^^^^^^dx  ^mtg^^-^zil  +  tg^z)dx. 


36)  (^4tg^x—Stgh!+6tgx)  =  {12tg^x—ßtgz+6){l+tgh:)  dx 

=  6  (2tg*a:  —  tg  *a?  +  3  tg*ar  —  tg  ;r  +  1)  <£r. 

37)  rf  (tf  *  COS  a:)  ==  tf  « (eos  x  —  sinx)dx. 

38)  dwi{lx)  =  COS(la:).  d{lx)  =  52l(if)  cfe. 

8»)  jsi.(if)=c«(i/|)rfyi=^^oo»(>f)&, 

^2^  ''^(r^^) = ''P(^  +  ««^^  -  ^^-^  -  «'"^^i 

_  rf(l  +  C08a:)       d(l  —  COSa:) 2dx 

""     1  +  COSa:  1  —  cos«     ""        Wix 

d!2;  dx 


«)    «[<)]= -^ 


Sin  2: 

45)  c?l(yM^^cos^  ~  ^  U  K^ina:)  +  jl(cos x) 

""4\sin2:       GosxJ 

B(cos^x — sinMcfe     3  .    ,.  v  , 
=    '^     .  . ^ — =-rGtg(2x)dx. 

46)  rf(ö***')  =  ^»«» .  rf(sma:)  =  ««i»^* .  cosxdx. 

47)  d(ir  ««<>•  *)  ==  tfcoi « (1  _  ^  gin  <p)  ^^^ 

48)  <i(«^ .  cos(»ia:)]  =  ö*»[acos(ma:)  —  msm{mx)]dx. 
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49)     rf(a'*)  =  a'*la .  rf(la:)  =  ^^  dr. 


50)  rfarcsin0)=^^^         rf0)  =  ^ 

51)  rfai-ctgg)=— ^,^(0  =  ^^-5. 


d:r 


2_a;2 


52)    daxc  tg_,  »  f„i^ 


a  +  X 


a  +  2a:    2 

(g  +  a:)  y  g  +  g        grfa;      __  adx 


2(a  +  2:r)  ^7       (a  +  a:)2      2(a+2a;)  ]/  a<a+^) 

53)     rf  a  .  arc  cos(^— ^  j  —  V  2aÄ'  —  xA^ 

a  j/a  —  x\        d(2ax  —  x'^) 

♦  ~  -1/         /g  —  a:Y     \     «     /        2^  2ga:  —  a:^ 

gc^iT  (g  —  ir)rfi:   _         .rrfa: 


=  + 


Y2ax  —  T^        y2ax  —  x^        V  2ga:  —  x^ 


54)  y  =  :r^      ly  =  ;rl:r,      1^=1  +12-, 

55)  y  =  a:«»»', 

1  •         1  1  <^y  11   sina; 

Iv  =  Sina;.  1:?:,     — —■  =  COS.r  .l.r  H , 

^  y  dx  X   ' 

— ;-  +C0S:r.l.rj<5fj-. 

56)    y  =  V^, 


1  — la: 


a:       '  y  rf:r  :r 


2 


dYx  =  "|/^  • 5 —  tir. 


ar'-i 
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57)  y=(j-)'  =  .H«^, 

'  y  dr       T 

d[{f'Y]  -  x<^  .  .r(l  +  21J-)  dr  =  r*"*'  (1  +  ^\x)dx. 

58)  »j  =  x     \ 

nach  Angabe  54,  fol^ch  wird 


X  -f-x 


•UX 


[(1  +  \r\  \x  +  x-^]dT. 


59)  ^  =  (COS^) 

1  w  =  sina:l(cos:r),  —  -t"  =  cosa:l(cos^)  —  ——  > 
•^  ^         ^    y  (IT  ^        COSx 

60)  y  =  arcsm[tg(^)], 


a-  •* 


siny  =  tg«,    wo  u=z  -^-j—  j 

dy 1      du 1      ^     —  2a 

^dr'^  co^ht  dr  ""  cos'-w    (a  +  ^)*'^ ' 

^  „  cos^^sin^w      cos(2w) 

djf^ 1 —2g 

c^^       cost^y  COS{22/)    (ö  +  r)2 


^K^)] 


^arcsin 

—  'ladx 


(« + -)'  -(f^)  M^) 


Stcgemaim- Kiepert,  Differential-Rechnung.  g 


III.  Abschnitt. 

Ableitungen  und  Differentiale  höherer  Ordnung. 

§  26. 

Ermittelung  von/^^^x). 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  44—46.) 

Wie  schon  früher  gezeigt  wurde,  ist  die  Ableitung  einer 
Function  f{x)  im  Allgemeinen  wieder  eine  Function  von  x. 
Es  wui'de  deshalb  auch  das  Zeichen /'(^r)  eingefulirt,  so  dass 

('■)  i = ^' =/w 

war. 

Man  kann  daher^'(:r)  ebenso  behandehi  wie  f{x)  selbst  und 
untersuchen,  ob  f'{x)  eine  Ableitung  besitzt.  Ist  dies  der  Fall, 
so  bezeichnet  man  die  Ableitung  von/'(a:)  mit/"(a:)  und  nennt 
sie  die  ^.zweite  Äbleitung^'^  \onf{x).    Es  ist  also 

(2.)  ^^  =/"(*)•       ■ 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahi*en  und  erhält  durch 
wiederholte  Differentiation  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 


(8.) 


[  ^  =/-w- 


Dabei  heisst/^"*(a:)  die  n**  Ableitung  der  Function /(:r). 


Es    ist   nun  auch  von  Interesse,    zu    untersuchen,    nach 
welchem  Gesetze  die  höheren  Ableitungen  von  f(x)  aus  J^(jar) 
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selbst  gebildet  werden  können,  ohne  dass  man  die  dazwischen 
liegenden  Ableitungen  benutzt. 

Der  erste  Differenzen-Quotient  war 

Vertauscht  man  in  diesem  Ausdrucke  x  mit  x  +  Jx,  wobei 
sich  natürlich  Jx  gar  nicht  ändert,  so  erhält  man 

Indem  man  die  Gleichung  (4.)  von  der  Gleichung  (5.)  sub- 
trahirt  und  die  Differenz  durch  J.r  dividirt,  ergiebt  sich 


<^) 


g  X  y(.r  +  Jx)  —  ff{x)  __  JfTix) 

^x  ^'Ix  /Ix 

_f^x  +  2Jx)  —  2f[x  +  Jx)  +f(x) 

Jx^ 

Läast  man  jetzt  Jx  verschwindend  klein  werden,  so  wii'd 

folglich  ist 

(7.)       f'X.)  =  lim-^'^--  +  ''^^•^^  -  y.:  +  ^^^  +^^^^- 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 


^XsU 


z/.r^ 


+  (?)>^^  +  ('*  _  2)^a:J  -  +  . . .  ±  (^)/(:r  +  Jx)  q^/C^))- 

Der  Beweis  dieser  Formel  kann  durch  den  Schluss  von  ?i 

auf  rt  +  1  gefuhrt  werden,  möge  aber  hier  übergangen  werden, 

weil  für  das  Folgende  nur  der  Fall,  wo  n  =  2  ist,  in  Betracht 

kommen  wird. 

8* 
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Man  kann  auch  von  dem  Dxffermtiale 

(10.)  dy  =f{x)  dx 

ausgehen  und  das  Differential  von  dy  bilden. 

Dann  bezeichnet  man  dieses  neue  Differential  d{dy)  mi 
dhf  und  nennt  es  das  zweite  Diferential  von  y.  Bei  der  Bildung 
von  d^y  muss  man  aber  beachten,  dass  in  Gleichung  (10.)  die 
unendlich  kleine  Grdsse  dx  einen  von  x  unabhängigen  Werth 
hat  und  deshalb  bei  der  nochmaligen  Differentiation  als  eine 
Constante  anzusehen  ist.    Deshalb  wird 

(11.)  öPy  =  d{dy)  =  d\f\x)dx\  =  d\f\x)\dx; 

nach  Formel  Nr.  34  der  Tabelle  ist  aber 

d\f\x)\  =/-(.r)cfe, 

folglich  erhält  man 

(12.)  d^y^f\x)dx\ 

Hierbei  soll  efr^  immer  mit  {dxf'  gleichbedeutend  sein  und 
ist  wohl  zu  unterscheiden  von  d{x^)  =  2xdx. 

Aus  Gleichung  (12.)  folgt  jetzt  auch,  dass 

(12a.)  3=/"(^^ 

ist. 

Unter  dem  dritten  Differential  von  y  versteht  man  das 
Differential  von  (Py,  also  d{dhj)  und  bezeichnet  es  mit  cPy, 
Deshalb  wird 

rfSy  =  didhi)  =  d\f^\x)dx'^'\  =  d\f\xS\dx'^, 

oder 

(13.)  d>y^f*\x)dx^. 

Hier  ist  dx'^  gleichbedeutend  mit  (cfe)'  und  wohl  zu  unter- 
scheiden von  d{x'^)  =  Zx!^dx. 

Aus  Gleichung  (13.)  folgt  wieder 
(13a.)  g  =/'"(^). 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet 

(1 4.)  rf"y  =  d(d^'^y)  =  /^*>(a:)  cf.r«, 
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wobei  rfr»  immer  mit  (cü-)*  gleichbedeutend  ist. 


§  27. 

Uebungs-Beispiele. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  47  und  48.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

bQdeu. 

Auflösung. 


^=r'(x)  =  i.3.2x=2ix, 


^  =f«{x)  =  4  .  3  .  2  . 1  =  24, 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =f(x)  =  sx^—7x*  +  sx^  +  nx^  —  ex  +  9 

bilden. 

AuflSsung. 

$^  =  fix)  =  15a:*  —  28a;»  +  2^x^  +  11x  —  6, 
dx       '^    ^  ^ 

^  =/"(a:)  =  eOa:»  —  84r»  +  48.r  +  22, 
^  =/"'(«)  =  180a:»  —  lear  +  48, 
g  =  /W(ar)  =  360a:— 1G8, 
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g=/(»)(z)  =  360, 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  höheren  Differentiale  von 

y  =  f(^)  =  ^ 
bilden. 

Auflösung. 

••      «^      *2 


rf*y 


=/(«»(x)rf;r'=-|.J.i.i.r    ^rf^«, 


'^y=l(l-O(l--)'--(l-"+0-^^"''''"- 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  höheren  Diffei^entiale  von 

y  =/W  =  '^ 

bilden. 

AuflSsung. 

dy  = ./'  {x)  dx  =  mx^^'-  ^  cfcr, 
rf2y  =/"(a:)  rfr2  =  w  (w  —  1)  :r«-2  ^^.2^ 
rf3y  =  /'"  {x)  dx^  =  m  (m  —  1)  (m  —  2)  x«*-^  dx\ 

d'^y  =/t«) (a;) rf./"  =m  (m—  1)  (w?  — 2) .  .  .  (m—n+  1)  af"""  dx"'. 

Ist  hierbei  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  also  /^"•^(a:) 
eine  Constante  nnd  die  höheren  Ableitungen  werden  alle  gleich 
0;  in  allen  übrigen  Fällen  aber  kann  man  die  Difierentiation 
bis  in's  Unendliche  fortsetzen. 
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Aufgabe  5.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 


bilden. 

AuflSsung. 


Die   Ableitungen   der  Exponen 
aämmtlich  wieder  gleich  cf^. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =/ W  =  «' 
bilden. 

AufIBsung. 

/' {x)  =  a*  .la,  f  {x)  =  a* .  (1  a)2, . . .  /(»)  {x)  =  a* . (la)». 
Ffir  a  =  tf  geht  diese  Angabe  in  die  vorhergehende  über, 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

bilden. 

Auflosung. 

f"  ix)  =  -  \  .  :r-\ 
/'"(r)=  +  1.2.a-», 


.— « 


ß^\x)  =  (— 1)C— 1) .  («— 1)!  r- 

Die  Richtigkeit  der  letzten  Formel  wird  durch  den  Schluss 
von  n  auf  »  +  1  bewiesen. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  höhei*en  Ableitungen  von 

y  =/W  =  sin  X 
bflden. 


L 
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Auflösung. 

f*{x)  =  cos  :r  =  sin(  :r  +      j , 

f*{x)  =  —  siii  j-  =  sin  {or  +  ^V 

/'"(^)  =-  —  cos  :r  =  sin  (x  +  -^\ 
/(4)(^)  =  +  sin  ;r  =  sin  (^  +  ^)  =/(:r). 

Durch  den  Schluss  von  n  auf  w  +  1  findet  man,  dass  ganz 
allgemein 

/n:r)  =  sin(:r  +  ^). 
Aufgabe  9.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =/(^)  =  COS.r 

bilden. 

Auflösung. 

f*{x)  =  — sin  J-  =  COS^ar  +  ^Y 
/"(:r)  =  —  COS  .r  =  COS^a*  +  -^V 
/'"(ar)  ==  +  sin  :r  =  COS  (a:  +  -^Y 
/(^)(a-)  =  +  COS  ;r  =  cosf  a:  +  -^  j  =/(^), 
/C«X^)=COs(.r  +  ^). 

Aufgabe  10.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

/(ir)  =  ö^sina- 
bilden. 

Auflösung. 

/\a-)  =  tf*  (sma-  +  cosa-)  =  |/2^  sinf  a:  +  —V 
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n»  =  2e'[sin(^  +  ^)+  cos(^+  ^^^)]=  i>l/2r>'sin(.r  +  ^), 

Aufgabe  11.    Es  sei  t^  =  ffi^r),  v  =  (^(^);  man  soll  die  liöhei*en 
Ableitungen  von 

V  ^^fi^)  =  u±v  =  fp{T)  ±  i/j{jr) 
bilden. 

Auflösung.    Aus  den  Formeln  Nr.  VJ  und  20  der  Tabelle, 
nämlich  aus 

d(u±c)  ^du      de 
dx  dx  ~  dx 

folgt  durch  wiederholte  Diflferentiation 

d''{u±v)  _d*'u     d^v 
ds^      ""rfr"""^' 

Beispiel.    Es  ist 

-r2-[-3:r  +  2        x  -{-  \         ;r+2        ^  ^  ^ 

folglich  ist 

Aufgabe  12.    Es  sei  wieder  u  =  r/)(:r),  c  =  ?//(j:) ;  man  soll 
die  höheren  Ableitungen  von 

y  =/(^)  =  «t?  =  r/>(;r)  .  \p{x) 

bild^. 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  28  der  Tabelle  ist 

f'(x)  =  <f(x)  ip\x)  +  fp\x)  xp{x), 


L 
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folglich  ivird 
/"(x)  =y(a:)  ^"(x)  +  2y'(^)  if'U)  +  ,f."(x)  tp(x), 

/(»)(3-)  =9>(«)l^»>(a:)+(? V'(a;)^("-»  (a-)  +  (i)<r"k)^'"~*'(-^) 

+  . . .  +(?)9'<»-"(.r)  V'W  +  '/'"'W  V(•^^ 

Die  Sichtigkeit  dieser  letzten  Formel  wird  durch  den  Scblus$ 
von  »  aof  »  +  1  bewiesen. 


t 


IV.  Abschnitt. 

Herleitnng  und  Anwendungen  der  Taylor'schen 
nnd  der  Mac-Lanrin'sehen  Reilie. 

§  28. 

Eirtwickeking  einer  ganzen  rationalen  Function /(j?+^) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h. 

Ehe  die  TViy/or'sche  Reihe  in  ihrer  aUgemeinen  Foim 
hergeleitet  wird;  möge  ein  besonderer  Fall  bebandelt  werden, 
welcher  dazu  dienen  soll,  die  später  angewendeten  Methoden  zn 
erläntern. 

Es  sei  '■ 

(!•)  /(a-)  =  aa;*  +  a,!»  +  o^a-»  4-  Oja-  +  04 , 

also,  wenn  man  mit  h  eine  beliebige  zweite  Veränderliclie  be- 
zeichnet, ; 

l^.)  /(>+/')  =  a(a:+Ä)4+fli  {x+hy'\-a,,{x+hY+cu,{x+h)4a^ , 

dann  folgt  aus  Gleichung  (2.)  durch  Auflösung  der  Klammem 
mid  duFch  VeremiguBg  aller  Glieder,  die  mit  gleichen  Potenzen 
Ton  ^imifltijpiicift  sind;  '  •  -  - 

(^•)  yk      /(^  +  Ä)  =  (a:r*  +  0,3:3  +  a.^x'^  +  «3^  +  Ö4) 

+  (4a:r3  +  3ö^jp2  +  ^a^x  +  a^)h 

+  (ßcwr^  +  3a,a:  +  c/j)*^ 

+  (4a;r  +  a,)A3 

+  aÄ<. 
Dieses  Resultat  hätte  man  schneller  auf  folgendem  Wege 
finden  können. 
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Man  weiss, /(.r  +  h)  lässt  sich  auf  die  Form 
(4.)  f(x  +  h)  =  .V  +  XiÄ  +  XjÄ'i  +  A',A'»  +  X^A^ 

bringen,  wo  die  Coefficienten  X.  X»,  X.2,  X3,  X4  Functionen  von 
X  sind.  Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte  man  A  als  einzige 
Veränderliche  und  differentiire  beide  Seiten  der  Gleichung  (4.). 
Dabei  ist  zu  beachten,  dass 

df{x  +  A)  _  df{x  +  A)  d{x  +  h)  _ 

dli       "~  d{x  +  A)         dh       "J  ^^  ■*"  "^ 

ist.    Man  erhält  daher 

10.)         /'  (:r  +  A)  =  1  •  Xi  +  2XV*  +  3X3A2  +  4Xy*a , 

und  hieraus  durch  wiederholte  Differentiation 

(<i.)  /"  (,./•  +  Ä)  =  1  .  2X2  +  2  .  ^\X.Ji  +  3  .  4XjA^ 

1 7. )  f\x  +  Ä)  =1.2.  3X3  +  2.3.  4X4A , 

(H.)  ß^x  +  A)  =  1  .  2  .  3  .  4X4. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (4.)  bis  (8.)  die  Veränder- 
liche A  gleich  0,  so  findet  man 

f(x)  =  X,  oder  X  =^ßx)  =  ax^+a^x^+a^jr^+a^jr-^a^, 

f*(x) 
f  (x)  =  1 . X, ,  „  Xi  =^y  =  -iiix^ +3a^x^-h 2a<^r-i-a. , 

( 9.)      /"  (2;)  =  1 .  2X:i,  „  X2  =-^^  =  6fl:r2  +  3«^^  +  ^ ^ 

/-(^)  =  1.-^.?3X3,      „  X3==Ö^=4ar  +  r/,, 

/(*)(:r)=1.2.3.4X„  „  X,=^-p=a. 

Setzt  man  diese  Werthe  von  X,  Xj,  X2,  Xj,  X4  in  die 
Gleichimg  (4.)  eia,  so  erhält  man  m  der  That  genau  dasselbe 
Besidtat  wie  in  (ileichimg  (3.). 

Es  wird  also 

,3..)  /(.+*)  =/w  +«/, + qf!  A^+qfl^'  +«£2m 

Diese  Entwickelungs- Methode,  welche  hier  nur  für  eine 
ganze  rationale  Function  4**'»  Grades  ausgeftihrt  wurde,  lässt 
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sich  ohne  Weiteres  sxif  jede  ffunze  rational  Function  übertragen. 
Es  sei  jetzt  also  ganz  allgemein 

(10.)     f{x)  =  aar"  +  öja:"-'  +  Ojar—^  +  . . .  +  ön_,j-  +  «« 

nnd  deshalb 

( 1 1.)   f(x  +  A)  =  a{^  +  ÄV*  +  a,  (t  +  Ä)—«  +  ^^(x  +  Ä)~-2  +  ,  ^  ^ 

dann  weiss  man,  dass  sich  f{T  +  h)  durch  Auflösung  der 
Klammem  und  durch  Vereinigung  aller  Glieder,  welche  mit 
derselben  Potenz  von  h  mnltiplicirt  sind,  auf  die  Form 

(12.)  f(x  +  A)  =  X  +  XtÄ  +  \V/2  +  X3Ä3  +  X^Ä^  +  . . . 
+  Xh-,ä— «  +  Xnh- 

bringen  lässt,  wobei  die  Coefficienten 

noch  Functionen  von  x  sind.  Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte 
man  wieder  A  als  einzige  Veränderliche  und  differentiire  beide 
Seiten  der  Gleichung  (12.j  zu  wiederholten  Malen  nach  A. 
Dadurch  erhält  man  der  Reihe  nach  die  <Tleichungen 

f'(r  -I-  Ä)  ==  1  .  X,  +  2X2A  +  SXgA^  +  4XtÄ3  +  . .  . 
+  (n  -  1)  X«-,A»-2  +  „XnA*-^ , 

f"(x  +  A)  =  1  .  2  Xj  +  2  .  3XaÄ  +  3  .  4XtÄ2  +  .  .  . 
+  in  —  2)  («  —  1 )  Xh-iÄ— 3  +  («—!)  »XnÄ«-2, 

f*"{x  +  A)  =  1  .  2  .  3X5  +  2.3.  4X4A  +  . . . 

+  (»  —  3)  («  —  2)  {n  —  1)  X„^iA«-^ 
<  13.)  j  +  (»  —  2)  (»  —  1)  »X«A— », 

/i*)(;r  +  A)  =:  1  .  2  .  3  .  4X4  +  . .  . 

+  («  —  4)  («  —  3)  («  —  2)  (n  —  1  j  X«_,Ä--* 
-f  (»  —  3)  (n  —  2)  («  —  1 )  »X„A«-S 

/i*-*K^+A)=1.2.3...(«— l)Xn_i+2.3.4...(w.— 1)»X,»Ä, 
/(^)  (;r  +  Ä)  =  1  .  2  .  3  . .  .  (n  —  1)  «Xn. 

Setzt  man  jetzt  in   den  Gleichungen  (12.)  und  (13.)   die 
Veränderliche  A  gleich  0,  so  findet  man 
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(14.) 


/(^) 
/'(^) 


l.X„ 


f"'(x)  =  1 .  2  .  3X3 
/(«(«)=  1.2.3.4Xi, 


oder     X  = 


X,  = 


X,  = 


x,= 


2! 

f"(^) 
3! 


/i»-i)(a;)  =  («  — 1)!X„_,, 


_/"-')(a;) 


_/<»>(:c) 


n! 


/W(:r)  =  M!X,„  „  X,=' 

Die  Gleichung  (12.)  geht  daher  über  in 
(,5.)/,.+.)=/(.)+Ö)*+m.+Öi*.+  ...+Ä>*. 


Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgendem  Wege. 
Es  ist  nach  Formel  Nr.  35  der  Tabelle 

df{x  +  h)_df{x  +  h)_ 

t:      —       :/!       — /  y^  "t  '*> 


flf.r 


dh 


Man  wird  also  mit  einander  übereinstimmende  Ausdrücke 
erhalten,  gleichviel  ob  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (120 
nach  X  oder  nach  h  differentüii;.    Dies  giebt 


(15-) 


dx         dx  dx  dx 


dx     "        '      dx 
1  .  Xi  +  2X2A  +  3X,Ä2  +  ^x^A»  +  ...  +  nXnh^-\ 

Für  Ä  =  0  findet  man  aus  Gleichung  (12.) 
(16.)  X  ^f{x) 

imd  aus  Gleichung  (15.) 


(17.) 


§  29.    Anwendaag  auf  den  binomischen  I^ehisatz. 
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dx 


dx 


dX 


Wenn  man  jetzt  in  Gleichung  (15.)  -t-  gegen  1 .  X,  fort- 
hebt und  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  A  dividirt,  so 
erhält  man 


15a 


dx  dx 


I  2X2  +  3XjA  +  IX^Ä»  +  . . .  +  nXnh»-\ 

Hieraas  folgt,  weim  man  wieder  Ä  =  0  setzt, 


<£r 


d!r 


2! 


Indem  man    dieses   Verfahren  fortsetzt,    findet   man   der 
Reihe  nach 

dX^      ^^          ,  ^      f'*'(x) 

-^=:3X„     oder  X,=^^, 


16., 


rfX 


dx 


^  —  -lY 


X  -^!^, 


<^Xn_| 

dx 


=  nX„, 


-An  — i 


nl 


§  29. 

Anwendung  auf  den  binomischen  Lehrsatz  fQr  positive 

ganzzahiige  Exponenten. 

(YergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  10.) 

Wie  wichtig  die  oben  angegebene  Entwickelung  ist,  kann 
man  schon  aus  einem  sehr  einfachen  Falle  einsehen.  Es  sei 
nämlich 

tl.)  f(x)  =  rc-, 

also 

f2.)  fix  +  h):={x  +  Ä)«, 
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wobei  n   eine   positive   ganze   Zahl   sein   soll.     Nun   ist   nach 
Gleichung  (15.)  des  vorhergehenden  Paragi-aphen 

(3.)  /(:r+Ä)=/(a:)+ÄA  +Ä)äH-Ö£)aH...+-^5^". 

In  diesem  Falle  ist  aber 

f{x)  =  a?**,  /'  {x)  =  «;r•*-^  /''  (;r)  =  «  («  —  1)  a:*-^ 
/'"(a:)  =  /j(»  —  l)(;»—2)a;**-»,.../^»>(ar)  =  «(»—l)...  3.2.1  =  »!, 
folglich  geht  Gleichung  (8.)  über  in 

(4.)  {x  +  Ä)»  =  ^-  +  -^if»'  >Ä  +  ^^^^^=^  ^- W 

o!  /^ ! 

Setzt  man  noch 

rc  =  a,     Ä  =  Ä,     ;j  =  m, 
so  erhält  man  den  binomischen  Lehrsatz,  nämlich 

eine  Formel,  welche  schon  in  §  9 ,  aber  auf  andere  Weise  her- 
geleitet wurde. 

§  30. 

Verallgemeinerung  der  gegebenen  Entwickelungs- 
Methode. 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  und  in  welchei*  Weise  die  her- 
geleitete Entwickelung  einer  ganzen  rationalen  Function/(a:+A) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h  auch  auf  andere  Functionen 
übertragen  werden  kann. 

Eine  solche  Verallgemeinerung  liegt  sehr  nahe,  denn  man 
kann  dieselben  Schlüsse,  welche  in  §  28  richtig  waren,  auch 
bei  jeder  anderen  Function  f{x  +  h)  anwenden,  von  der  man 


§30.  yerallgemeineriiug  der  gegebenen  Entwickelungs-Methode.     129 

weiss,  dass  sie  sich  nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickeln 
lässt.  dass  sie  sich  also  auf  die  Form 

(1.1     f{x  +  Ä)  =  X  +  X,Ä  +  XoÄS  +  X^h^  +  X^Ä*  + . . . 

bringen  Usst.  Man  ündet  dann  nämlich,  indem  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  (1.)  zu  wiederholten  Malen  nach  h 
differentiirt  *),  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

/'  (ar  +  A)  =  1  .  X,  +  2X2/*  +  3X3Ä2  +  4X4*3  +.... 
^ ^  ^         /-  {x'\-h)  ==  1  .  2X,  +  2  .  3X3*  +  :\  .  4X^*2  +  .... 
/"'(^  +  A)  =  1.2.  3X3  +  2  .  3  .  4X|A  4- ..., 


Setzt  man  dann  in  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  die  Ver- 
änderliche h  gleich  0,  so  findet  man  genau  so  wie  damals 

[6.)     A  ^J(T)j   Aj—  — p,     Aj  —       .^,  A3  —  — -j— ,..., 

SO  dass  Gleichung  (1.)  äbergeht  in 

(4.)  /(;r+ A)  =/(x)+-^A4/^2+^Ä3+-^Ä^+. . . . 

1.  *<.  O»  *x. 

Ist  nun  abery(ar)  Aeine  ganze  rationale  Function,  so  kann 
f{x  +  k)  unmöglich  gleich 

sein,  weil  dieser  Ausdruck  eine  ganze  rationale  Function  n^"" 
Grades  von  h  ist.  Es  muss  daher /(a:  +  h)  von  dieser  ganzen 
raOcnalen  Function  verschieden  sein,  und  zwar  um  eine  Grösse, 
die  mit  R  bezeichnet  werden  möge.  R  ist  daher  erklärt  durch 
die  Gleichung 

15.)     Ä=/(^  +  Ä)-/(^)--^Ä-fflÄ-2-..^ 

i.  •  i2  ■  /» • 


*}  Dabei  ist  «Uerdings  die  VorauBfletzang  gemacht,  dass  die  Summe 
auf  der  rechten  Seite  differentiirt  wird,  indem  man  jedes  Glied  einzeln 
differentiirt.  Enthielte  die  Summe  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern, 
M)  wSre  diese  Voxaussetzung  ohne  Weiteres  richtig;  enthält  die  Summe 
aber  unendlich  viele  Glieder,  so  muss  man  erst  beweisen,  dass  diese 
VonuissetzuDg  gilt. 

StegexDAnn- Kiepert.  Differential -Rechniug.  9 
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oder 

(5aO/(^+Ä)=/(^)+*^A+Ö^Ä2+...+-^ 

Wird  mm  B  für  him^eichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig 
klein,  so  darf  man  B  vernachlässigen,  so  dass  dann  die 
Gleichung  (5a.)  auch  noch  in  dem  Falle,  wo  f{x)  keine  ganze 
rationale  Function  ist,  sehr  brauchbare  Resultate  liefert. 

Man  nennt  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung 
(5a.)  die  Taylor'sche  Reihe  und  B  das  Bestglied  der  Taylor' 
sehen  Reihe. 

Wie  nothwendig  die  Untersuchung  dieses  Restgliedes  B  ist, 
soll  zunächst  bei  einem  einfachen  Beispiele  ^ezei^  werden. 

Es  sei 

(6.)  /(:r)=-i-  =  ;r-i, 

also 

(7.)  /(.r  +  Ä)=      ^ 


x-^-  h 


und 

(8.) 


/'  (;r)  =  —  1 .  x-\  /"  (x)^l.  2x-\ 

/"  (a:)  =  —  1  .  2  .  8.r~^  . . .      /^«^(rr)  =  (—  l)"n!  x-'^-K 

Setzt  man  diese  Werthe   in  die   Gleichung  (5a.)   ein.    so 
erhält  man 

Für  :r  =  2,  A  =  —  1  giebt  dies  z.  B. 

— ^^ —  =  l=l4-i4-l-|-  — -j 1 1 u  R 

2  —  1  2^4^8^16^       ^  2'»+i  ^ 

Hier  wird,  wie  man  ohne  Weiteres  erkennt. 

also  beliebig  klein  flir  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

In  diesem  Falle  würde  daher  die  Tai/for'sche  Reilie  anwend- 
bar sein.    Setzt  man  aber 

:r  =  2,    Ä  =  —  4. 
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SO  fisdet  man  aus  Gleichang  (9.) 

:7^  = -|  =  |  +  1  +  2  +  4 +.-.  +  2'-*  +  JJ. 

Jetzt  ist 

Ä  =  —  2" 

und  wird,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  sogar  beliebig  gross, 
wenn  n  hinreichend  gross  ist.  Man  darf  also  E  nicht  ver- 
nachlässigen, d.  h.  man  darf  in  diesem  Falle  die  Entwickelung 
nach  der  Te^^'schen  Beihe  nicht  anwenden. 

Man  kann  in  dem  vorliegenden  Beispiel  das  Eestglied  R 
aach  für  beliebige  Werihe  von  z  und  h  sehr  leicht  bestimmen. 
Aus  Gleichnng  (9.)  folgt  nämlich 

1  1       A       A2     h^  In 


X  +  h       X      x*^      a?      x^  ^       ^     :r**+* 

Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  ist  eine  geometrische 
Progression,  deren  Summe  man  sehi-  leicht  nach  Formel  Nr.  U 
der  Tabelle  bilden  kann.    Es  wird  nän^lich 

1  +  /?  +  ;>^  +  />^  H h  ;?•*  =     ._ — , 

und  da  in  diesem  Falle  p  gleich ist,  so  erhält  man 

(11.)  — ; = r •=^X' ; — 7 • 

\—p  ^_^A  .r  +  A 

X 

Daraus  folgt 

' — Av+'      / — A\*»+^ 


(12.)  iJ  = 


-(^r  (^j 


x  +  h  X  +  h  X  +  h 


Nun  wird  nach  früheren  Sätzen  (vergl.  §  9)  die  Potenz 
anes  ächten  Bruches  beliebig  Mein  und  die  eines  unächten 
Braches  beliebig  gross,  wenn  man  den  Exponenten  him^eichend 

9* 
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gross  macht,  folglich  wird  hier  JR  nur  dann  beliebig  klein^  wenn, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  h  kleiner  als  x  ist. 

Bei  diesem  Beispiele  Tvird  also  die  Tay/or'sche  Reihe  nur 
anwendbar  sein,  weim 

|Ä|<N. 

wobei  man  unter  \h\  und  |:r|  die  absoluten  Beträf/e  (d.  h.  die 
Zahlenwerthe,  abgesehen  vom  Vorzeichen)  von  h  und  x  vei-steht. 

So  leicht  wie  in  diesem  Beispiele  ist  im  Allgemeinen  die 
Berechnung  des  Restgliedes  22  nicht.  Man  braucht  aber  den 
wirklichen  Werth  von  jB  auch  gar  nicht,  sondern  braucht  nur 
zu  wissen,  ob  Ä  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig 
klein  wird. 

Diese  Untersuchung  soll  nun  in  dem  folgenden  Paragraphen 
ausgeführt  werden. 

§31. 

Bestimmung  des  Restgliedes  der  Taylor'schen  Reihe 

nach  Lagrange. 

(Vergl.  die  Formel-TabeHe  Nr.  49  und  50.) 

Es  war 

(1.)    f{x  +  h)=f{x)+^-^h+'^K^^->+^^^ 

oder 

JL  .  ^d  »  Tt . 

Setzt  man  hierbd 

(3.)  x  +  k  =  z,  aiso  h  =  z  —  j; 

so  geht  Gleichung  (2.)  aber  in 

•   •  •  ^^^  I  I  *►  JU  t      m 

n\     ^ 

Aus  dieser  Darstellung  erkennt  man,  dass  R  eine  Function 
von  X  und  z  ist,  welche  faa:  x  =  z  verschwindet,  also 
(4a.)  E  =  0  &a^  x  =  z. 
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Bei  den  zunächst  folgenden  Untersuchungen  soll  z  einen 
consianten  Werth  behalten  und  2;  als  die  einzige  Veränderliche 
betrachtet  werden.  Wenn  man  unter  dieser  Voraussetzung 
beide  Seiten  der  Gleichung  (4.)  differentiii-t,  so  erhält  man 


dr 


oder 

Nun  war  in  §  13  der  Satz  bewiesen  worden:  Eine  Function 
nimmt  gleichzeiiig  mit  x  zu  für  alle  Weiihe  von  x^  für  welche 

-^  posiiic  istj  und  die  Fhnction  nimmt  abj  während  x  zunimmt, 

du 
für  alle  Werthe  von  x^  für  welche  -^  negativ  ist. 

Dieser  Satz  möge  hier  zunächst  unter  der  Voraussetzung 
angewendet  werden,  dass  x  kleiner  als  z  ist  und  alle  Werthe 
von  einem  Anfangswerthe  a  bis  zu  dem  Endwerthe  z  durch- 
lauft, so  dass 

a  ^ x'^z 

ist.  Femer  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Functionen 

/(^),  /X^),  /"(^),  . . .  /n^),  /''"''K^) 

in  diesem  Intervalle  sämmtlich  stetig  sind. 

Der  kleinste  Werth,  welchen /^"^^^(a:)  in  diesem  Intervalle 
wirklich  annimmt,  heisse  jET,  und  der  grösste  heisse  G;  es  sei 


i 
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(6.)  /^"+''(^i)  =  Ä'  «nd ß'^'Hr^)  =  G, 

wobei 

ist.    Jf  und  (jr  sind  dann  constante  Grössen,  und  es  winl  ffir 
alle  hier  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  t 

(7.)  J5r_/(ii+i)(:^)  ^0,     G  — /^«+>>(t)  ^  0. 

Deshalb  ist 

Wächst  also  ;r  von  a  bis  2;,  so  muss  nach  dem  oben  an- 
gefahrten Satze 

jK — r^zTT  -Ä*  beständig  abnehmen, 

{n+l)\ 

(z    -  .r)'»+* 
-B  —  h — .    .V,    G  beständig  zunehmen; 

{n  +  1)!  ° 

d,  h.  die  Differenz  JB  — ^7 — rrTT^   erhält    for   3-  =  ^    ihren 

{n  +  1)! 

kleinsten,  und  die  Differenz  JB  —  ^7 — .  ;,,   G  erhält  für  jr  =  s 

(»  +  !)! 

ihren  grössteii  Werth,  wenn  x  das  Intervall  von  a  bis  r  durch- 

läuft.    Dieser  kleinste  Werth  von  -R  —  ^^ — .   :>.   K   ist    aber 

(n+  1)! 

nach  Gleichung  (4  a.)  gleich   0,   folglich    müssen  die  übrigen 
Werthe  grösser  als  0  sein,  so  dass  man  erhält 

(9.)     iZ  — \     .     ,,   -g^O,     oder     B^if— fi^ir. 
(w  +  1)!  —  («  +  1)! 

*)  Um  Platz  zu  sparen,  schreibt  man  hier  und  in  ähnlichen  Fällen 
dxl  (n-hl)'.      J  di 
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lg  —  ar)*+^ 

Ebenso    ist   dieser  gi-össte   Werth   von   R  —  ^7 — .   ,,,   G 

nach   Gleichung  (4  a.)  gleich  0,   folglich  müssen  die    übrigen 
Werthe  kleiner  als  0  sein,  so  dass  man  erhält 

Die   beiden  Ungleichungen  (9.)  und  (10.)  kann  man  ver- 
einigen, indem  man  schreibt 

^  (/*+  1)!        ^      —   (»+  1)! 

Erklärt  man  jetzt  die  Grösse  M  durch  die  Gleichung 
SO  wird 

(13.)  H  =  V      .^     ,     3f , 

nnd  die  Ungleichungen  (11.)  gehen  über  in 

(14.)  K^  J/S  G, 

i.  h.  M  ist  ein  Mittekcetth  zwischen  K  und  G. 

Aehnliche  Schlüsse  gelten,  wenn 

ist,  nor  muss  man  dann  zwei  Fälle  unterscheiden,  jenachdem  /i 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Weil  für  gerades  n  auch  hier  (z  —  xY  positiv  ist,  so  gelten 
in  gleicher  Weise  wie  vorhin  die  Ungleichungen  (8),  nämlich 

Wächst  also  x  von  z  bis  a,  so  muss 


(r— £)*+t 

(f»+lj! 


^  —  ^"t^  I  1  M    -^  beständig  abnehmen^ 


R  —  - —  r~-r-  G  beständig  zunehmen ; 

(n+1)! 
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d.  h.  wenn  .r  das  Intervall  von  z  bis  a  durchläuft,  so  erhält  die 
Differenz  R ; — .  ^  ,     K  tör  x  =  z    ihren    grössien    WertU, 

nämlich  den  Werth  0,  und  die  Differenz  R ; — ,  ',    G  erhält 

(7»+l)! 

ihren  kleinsten  Werth,  der  ebenfalls  gleich  0  ist.    Daraus  folgt 


(15.) 


also 


iü-^^S^iT-^O.  oder  R^^^—^^K. 
-R  — "V-TTTT-^^O,  Oder  R>^  ^    ^\,,    G. 


^  (w+1)!        —      —   (^+1)! 

Setzt  man  wieder  wie  in  Gleichung  (13.) 

(w+1)! 

SO  findet  man  auch  liier 

K^M^G. 

Ist  dagegen  n  ungerade^  so  wird  {z — x)^  negativ;  die  Un- 
gleichungen (8.)  gelten  dann  nicht  mehr,  es  wird  vielmehr 

Wächst  also  x  von  z  bis  a,  so  muss  jetzt 

(z x)^'^^ 

^ 7 — TTTT-  ^  beständig  zunehmen, 

{n+iy. 

(z a:)"+' 

R  —  ' .  ,,,    G  beständig  abnehmen ; 

d.  h.  wenn  x  das  Intervall  von  r  bis  a  durchläuft,  so  erhält  die 

Differenz  R  —  ^^7 — .  ,\,    JT  für  a:  =  «  ihren  kUinsUn  Werth, 

(n+1)!  ' 


nämlich  den  Werth  0,  und  die  Differenz  R  —  \^  ,  ;^,    G  erhält 


(g— a;)n+l 

(n+1)! 
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ihren  gr'ösden  Werth,  der  ebenfalls  gleich  0  ist.    Daraus  folgt 


B—    ,       '■■    GSO.  oder  R  -< K        ..     6'. 


(17.) 

I  ß_(f  

(n+1)!    -=-' -=    („+!)! 

also 

(«+1):  ~"    (»+!)! 

Setzt  man  in  den  Ungleichungen  (18.)  wieder  in  Ueberein- 
stimmung  mit  Gleichung  (13.) 

^-    (n+l)!    ^^- 
SO  findet  man  auch  in  diesem  Falle 

(L  h.  die  Gleichung  (13.)  und  die  Ungleichungen  (14.)  gelten, 
gleichviel  ob 

a'^x'^z^  oder  ob  z'^z'^a 
ist. 

Wenn  man  für  K  und  G  ihre  Werthe  einsetzt,  so  kann 
man  die  Ungleichungen  (14.)  auch  auf  die  Fonn 

< Ha.)  /^-^*>(^)  ^  M^ß'^'^'^K^) 

bringen- 

Xun  war  in  §  8  der  Satz  bewiesen  worden:  Ist  die  Function 
f(x)  für  alle  Werthe  van  x  zwischen  x^  und  x^  stetig^  so  wird 
fix)  jeden  Werth  zidschen  /{x^i  und  ßx^  mindestens  einmal 
annehmen,   wenn  x  alle  Werthe  stoischen  x^   und  x^  durchläuft 

Dieser  Satz  möge  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet 
werden,  wo  aber  die  Function  nicht /(a:)  sondern /^'*+^^(ar)heisst. 
Da  der  Mittelwerth  M  zwischen  /<*+*K^i)  ™d  /'•"^^^(^)  liegt, 
so  mnss  es  zwischen  x^  und  x^  mindestens  einen  Werth  von  x 
geben,  er  heisse  g,  für  welchen  ß'''^^^{x)  gleich  M  wird. 
Dies  giebt 

(19.)  /^"-^-^H?)  =  -^^• 

Ist  zunächst  a  <z  und  x^<qc<i^  so  erhält  man 
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ist  a  <z  und  x^  >  aj2j  so  erhält  man 
in  beiden  Fällen  wird  also 

(20.)  ö  g  ?  ^  r. 

Ist  dag-egen  z  <a  und  x,  <  .r.^ ,  so  erhält  man 

ist  r  <ö  und  rrj  >  x^^  so  erhält  man 

•^  =  ^i  S  ?  ^ :? -^  Sa; 
in  diesen  beiden  Fällen  wird  also 

(21.)  r  g  ?  g  ö. 

In  allen  vier  Fällen  liept  |  zwischen  a  und  r.     Deshalb 
wird  die  Grösse 

(22.)  ^^=^  =  6> 

z  —  a 

immer  zwischen  0  und  1  liegen,  weil  in  diesem  Bruche  Zähler 

und  Nenner  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  der  Zähler,  abge- 

Fig.  21.  sehen  vom  Vorzeichen,  kleiner  ist  als 

o        A     T  2        der  Nenner.    Am  besten  kann  man 

"         sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Be- 

^^'^  hauptung    durch    die    geometrische 

^        Darstellung  der  Werthe  a,  §  und  z 

durch  die  Punkte  A^  //,  Z  überzeugen, 


-I 1— 


indem  man 

macht;  dann  entspricht  Figur  21  den  Ungleichungen  (20.)  und 
Figur  22  den  Ungleichungen  (21.).    In  beiden  Fällen  ist 

z  —  a       AZ 

und  zwai'  sind  im  ersten  Falle  Zähler  und  Nenner  beide  posüic^ 
im  zweiten  Falle  sind  Zähler  und  Nenner  beide  negativ.  Des- 
halb wird  in  beiden  Fällen 

(23.)  OS0S+1. 

Diese  Einschränkung  des  Werthes  von   0   ist   für 
das  Folgende  besonders  zu  beachten. 
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Aus  Gleichung:  (22.)  folgt 

5  —  ö  =  0  (z  —  a), 
oder 

^24.)  g  =  a  +  0  (r  —  a). 

Hierdurch  erhält  Gleichung  (19.)  die  Form 

(25.)  M  =/^*+^  ^\a+G{z  — a)] , 

und  Gleidiung  (13.)  geht  über  in 

Diese  Gleiclumg  gilt,  wenn  x  alle  Werthe  zwischen  a  und  z 
darchläoft,  sie  gut  also  auch  für  x  =  a.  Dann  gehen  die 
Gleichungen  (4.)  and  (26.)  ober  in 

127.)  /(z)=f(a)+-^iz-a)+f^(z-ay  +  ... 
wobei 

Nachdem  man  aof  diese  Weise  den  Werth  von  R  ermittelt 
hat.  darf  man  die  Grosse  a  auch  als  veränderlich  betrachten 
nnd  wird  sie  dann  am  besten  wieder  mit  x  bezeichnen.  Dadurch 
gehen  die  Gleichungen  (27.)  und  (28.)  über  in 

129.)         Az)  =f(x)  +-ffl  (z-x)+-f^{z-x)^+... 


+'^-^{z-x)'  +  B, 


Setzt  man  jetzt  wieder,  den  Gleichungen  (3.)  entsprechend, 

z  =  z  +  A,    also    z  —  a:  =  Ä, 
so  erhält  man  hieraus 

(31.)  f(z  +  Ä)  =/(:r)  +>^Ä  +Ää2  +  ...  +f!:Mkn+B, 
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(32.)  j^^/"+^^(^+QA)^^^^,^     O^0S+1. 

^      ^  (n  +  1)!  —      — 

Diese  Gleichungen  gehen  an,  in  welcher  Weise  man  /(^-{-h) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickeln  kann. 

Bemorknnir. 

Um  sich  die  Form  des  Restes  B.  leichter   zu  behalten,  merke  man 

sich,  dass  12  aus  dem  letzten  Gliede  <- — LJ/#**   entsteht,    indem 
mit  n  +  1  ii^d  X  mit  x  +  ö/*  ver tauscht. 


man    n 


Man  kann  in  den  Gleichungen  (27.)  und  (28.)  die  Grösse 
a  auch  als  constant  und  die  Grösse  z  als  veränderlich  betrach- 
ten, wobei  es  zweckmässig  sein  wird,  den  Buchstaben  z  mit 
dem  Buchstaben  x  zu  vertauschen.    Dann  ist 

(83.)    /fr)  =/(<.)  +-021  fr  _  „_,  +/:^  (,_„)!+... 

73       /'<"+*^k  +  0  (.r  —  a)l  .    . , 

(n  -f  1); 

Z>te«^  Gleichungen  gehen  an,  in  welcher  Weise  man  J^{t) 
7iach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  enfioickeln  kann. 

Lässt  sich  nun  zeigen,  dass  JR  beliebig  klein  wird  für  /«*y/- 
reichend  grosse  Werthe  von  7i,  so  darf  man  R  für  unbegi-enzt 
wachsende  Werthe  von  n  vernachlässigen  und  sclireiben 

(31a.)/0r+Ä)  =/(^)+/l^-f)Ä+-ffiÄ2+-^^      +  . . .  , 
(33a.)       /(:r)  =:/(o)+-^  ir-a)  +  (^  {x-df 

WO  die  Punkte  andeuten  sollen,  dass  die  Reihen  bis  in's   Un- 
endliche fortzusetzen  sind. 
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§  32. 

Die  Mac-Laurin'sche  oder  Stirling'sche  Reihe. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Kr.  51.) 

Die  Mac-Laurifi'scliQ  oder  SHrlinff^sche  Reihe  ist  nur  ein 
beäi^nderer  Fall  der  Taylor^schen  Reihe,  den  man  erhält,  indem 
man  in  den  Gleichnngen  (33.)  und  (34.)  des  vorhergehenden 
Paragraphen  a  gleich  0  setzt.    Dies  giebt 

wobei 


(2.) 

ist. 


(» +  1)!  —      — 


§  33. 

Eniwickelung  der  Functionen  e*  und  w. 

(VergL  die  Formel-Tsbelle  Nr.  52  und  53.) 

Aufgabe  1.     Man  soll  die   Fanction    e*   nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflosung.    Hier  ist 

/(*)  =  ««,    also  /(0)  =  l, 

/'(«)  =  <^,      «  /'(0)=1, 

f"{x)  =  ef',       „  /"(0)  =  1, 


1-; 


/c-)(*)  =  e»,       ,  /'-'(0)  =  1, 

-/(•+i|(a;)  =  e*,        „     /(»+»>  (®ar)  =  «**. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Jfoc-Zaunra'sche  Reihe 

Ä') =/(»)  +^-^-  +■Q^'" + .  • .  +^" + * 


ein,  so  erhält  man 


X     .   x^     ^  .   x^ 


,2.,  ^  =  l  +  _  +  _  +...+_  +  Ä, 
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wobei 

(3.)  R=-^- J^^+^^^±—^^e^'. 

Bezeichnet  man  nun  den  absoluten  Betrag  von  x  i^d.  h. 
den  Werth  von  x^  abgesehen  vom  Vorzeichen)  mit  \x\^  und 
genügt  die  ganze  Zahl  g  der  Ungleichung 

so  zerlege  man  - — r-— r?  in  die  Factoren 
^  (n  +  1)! 

^  X      X         X  ^     -n,  X  X  X 

^     ,12      g  ^      g+l    g  +  "2.     n+1 

Es  ist  dann,  wenn  man  vorläufig  voraussetzt,  dass  x 
positiv  ist, 

<*■'  y-fr  -  * 

ein  ächter  Bruch,  und  es  wird 

"^  ^j        i — 5*^  Ä,  .  .  . j — — -^  K. 


Daraus  folgt 

^^      g  +  lg  +  2g+'6       «  +  1^ 

(5.)  Ä  =  JFj  .  -F, .  1^3 ,  wobei  F3  =  e^' 

ist.    Die  Factoren 

j;  =  4  und  JF3  =  ö^^ 

sind  endliche  Grössen,  während  man  k^+^-9  und  folglich  erst 
recht  den  Factor  F-i  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  be- 
liebig klein  machen  kann;  deshalb  wird  auch  R  beliebig  klein 
lür  hinreichend  grosses  «. 

Vertauscht  man  x  mit  — x.  so  ändert  der  Factor  ; —77 

(*»•+  D! 

höchstens  sein  Vorzeichen,  und  F^  =  e^*  geht  über  in 
«■"^'  ==  -^,  bleibt  also  eine  endliche  Grösse.    Deshalb  wiixi 

e 
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R  auch  dann  beliebig  klein  für  hinreichend  grosses  n,  wenn  x 
eine  negative  Grösse  ist. 

Man  kann  daher  in  allen  Fällen  das  Kestglied  bei  dieser 
Entwickelnng  vernachlässigen,  wenn  man  die  Reihe  bis  ins 
Unendliche  fortsetzt,  und  erhält 

6. .  ^.  =.  1  +  £j  +  |-  +  |-  +  £.  +  ...  in  inf. 

Für  x=r  1  stimmt  diese  Gleichung  mit  Formel  Nr.  14  der 
Tabelle  aberein. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Function  a'  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 

f(x)  =  o^  also  /(O)  =  1, 

f*(x)  =  a'la,  /'(0)  =  la, 

/-(.r)  =  o*(la)2,  /-(0)  =  (la)2, 


7.1 


ßn^(x)  =  ö'(lö)^  ß'''(o)  =  (lö)~, 

\    /f"+i)(5,)=:a*(la)"+S  /(«+!» (©a:)==a®*(l «)«+«. 

Daraus    folgt    durch    Anwendung    der    Mac-LaurMschen 

Keihe 

.S.1  /(^;  =  a'  =  1  +  —  +  _L^  +  . . .  +  —^  +  Ä, 

wobei  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  zeigen  kann,  dass 
R  beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 
Dies  giebt 

0.,  a.  =  i +  _-  +  __ +  __  +  .... 

Dasselbe  Besultat  hätte  man  auch   aus  Gleichung  (6.)  in 
tolgender  Weise  finden  können.    Es  sei 

<lann  wird 

ly  =  l(a*j  =  xla, 
folglich  ist 
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y=  e*'", 


also  nach  Gleichung  (6.),  indem  man  x  mit  x\a  vertauscht, 


§  34. 

EntWickelung  der  Functionen  sina?  und  coso;. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr  54  und  &ö.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Function  sin:c  nach  steigenden 
Pot«nzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 

f(x)  =  sina-,  also       /(O)  =  0, 

/'(a:)  =  cos^,  „  /'(0)  =  1, 

f'(x)  =  -smz,  „  /"(0)  =  0, 

/'"  (x)  =  —  COS  a; ,  „  /'"  (0)  =  -  1 , 

ß*Hx)  =  sin«,  „  ß*H.O)  =  0, 


(1-) 


(2.)  [ 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  ist, 
wird  daher 

/t«)(a:)  =  ±  cosar,     also         /^"^(O)  =  ±  1, 
|/r--f i)(^)  =  q-  sinar,       „   /<*+^)(©^)  =  qi'sin(0:r). 
Dies  giebt  mit  Hülfe  der  J/ac-iawnVschen  Eeihe 

(3.)  sin^  =  jj-3j-  +  5j— +  ...±^  +  Ä, 

wobei 


(4.)  -«=HF(^+i)!Sto(0^). 


Nun  wurde  bereits  im  vorigen  Paragraphen  bei  Entwicke- 

lung  von  ö*  gezeigt,  dass  man  - —       ^  beliebig  klein  machen 

kann,  wenn  man  nur  7i  hinreichend  gross  wählt.    Ausserdem 
liegt  sin  i9j-)  zwischen  —  1  und  + 1?  folglich  kann  R  vemach- 
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I&ssigt  werden,  wenn  man  die  Reihe  bis  in's  UnendUche  fort- 
setzt   Dadurch  erhält  man 

X       x^       x^       x' 
(5.)  suix  =  ---,  +  ^-^+-.... 

Hdsst  das  letzte  GMed,  welches  man  für  die  Berechnang 
von  sino:  benutzt  hat,  ±  — p,  und  ist  |a;|  <n  +  1,  so  ist  der 
Rest,  welcher  vemachl&ssigt  wird,  n&mlich 

Ä=  +  -T--—^- sin  (03-), 

vom  Vorzeichen  abgesehen,  immer  nur  ein  Bruchtheil  dieses 
letzten  Gliedes,  so  dass  man  f&r  die  Genauigkeit  der  Rechnung 
ein  sicheres  Mass  erhält. 

Aufgabe  2.  Man  soll  nach  dieser  Formel  sin  15^^25' 20'' 
berechnen. 

Auflitung.  Die  Länge  des  Bogens,  welcher  dem  Centri- 
winkd  von  15^25' 20"  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius  1  ent- 
spricht, ist 

180    180  32400  i/,ÄuaAüouu. 

Deshalb  ist 

-^  =  0,26916856,        fy  =  0,00325029, 

1!  Ol 

^  =  0,000  01177,         1^  =  0,000  000  02. 

Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Decimalstellen 
keine  geltenden  Ziffern  mehr.    Es  wird  daher 

sinar  =  0,269 180  33  —  0,003  250  31 , 
oder 

Sinl5<>25'20''  =  0,26593002. 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Function  cos^r  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

StafcniAim-Kitpert,  DÜferential-Beohnnng.  10 
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AuflStung.    Biet  ist 

fix)  =  coBx,  also    /(O)  =  1, 

f'(z)  =  -wnx,  r,     /'(0)  =  0, 

re)       ^     /"(x)  =  -co8x,  „    /«'(o)  =  _i, 

/'"(x)  =  Silia:,  „     /'"(O)  =  0, 

/(«>(*)  =  COST,  „    f^*>iO)  =  l, 


(7.)     { 


Unter  der  Voraossetzung,  dass  n  eine  fferad«  Zahl  ist,  wird 
dalier 

/t«)(a;)  =  ±  COS«,    also       /«"'(O)  =  ±  1, 

/(«+i)(a;)  =  q:  sina;,        „  ß*+^>(Gx)  =  +  sin(©a:). 

Dies  giebt  mit  Hälfe  der  Mac-Laurin'scheia  Reihe 

X  X  X  S^ 

(8.)  cos^=i__ +  _-_  +  _...  ±_  +  iJ, 

wobei 

(9.)  22  =  +  (^^5^0!  ™^(®^)- 

Der  Best  hat  hier  dieselbe  Form  wie  in  Au^be  I,  nur 
war  dort  n  eine  ungerade  Zahl,  während  hier  n  eine  gerade 
Zahl  ist.  Man  findet  daher  ebenso  wie  in  Aufgabe  1,  dass  22 
beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  nnd 
erhält 

(10)  cosa;==l—||-  +  |j-  —  |j +  —  .... 

Auch  hier  ist  der  vernachlässigte  Best  nur  ein  Bruchtheil 
des  letzten  von  der  Beihe  beibehaltenen  Gliedes. 

Aufgabe  4.  Man  soll  nach  dieser  Formel  cosl5<^25'20'' 
berechnen. 

Auflösung.    Da  in  diesem  Falle 

X  =  0,269 168  56 

ist,  so  findet  man 

x^ 
1    =  1,00000000,      ^  =  0,03622586, 

|}-  =  0,00021872,      |j  =  0,00000053. 
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Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Dedmalstellen 
kaue  geltenden  Ziffern  mehr.    Es  wird  daher 

cosa:  =  1,00021872  —  0,08622639, 

oder 

COS15»25'20"  =  0,96399233. 


§  35. 

Berechnung  von  Tafeln  für  die  Functionen 

sina?  und  cosa?. 

Es  war  för  alle  endlichen  Werthe  von  x 

(1.)  Sina:  ^  — r r  -\ 

^  ^  1!       3!  ^5!       7!  ^       •"' 

(2.)  C08ar=  1  _£j +  £!_£!  +  _ 

\  ß  ^        21  ^  4!       6!  ^       •••• 

Dabei    ist    z    die    Länge    des   zugehörigen    Kreisbogens, 
n&mJich 

(3.)  x^^^^.-^, 

^   ^  180       2    90 

wenn  der  entsprechende  Centriwinkel  gleich  «•  ist.  Da  man 
nm  för  den  Gebrauch  zweckmassiger  Weise  die  trigonometri- 
sdien  Functionen  der  Winkel  in  Tafehi  zusammenstellen  wird, 
so  wird  man  den  in  Gleichung  (3.)  angegebenen  Werth  von  x 
in  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  einsetzen.    Dadurch  erhält  man 

<••)  *-=fM-Ä(i)*(S)'+if(i)'(^J-+ •■ 

«  — — Ä(i)"(^)'+;^(?)'fö)' 

6!V2/    vW 
wobei  man  die  numerischen  CoefScienten 

2   Jl(II^   Jl/'-V   —(^\ 

2'   2!V2/     3!V2/'  4!V2/  '    •• 
ein  fKr  alle  Mal  ausrechnen  kann,  und  zwar  wird 

10* 


.6 

+ 
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I      =1,57079683,  Tfß)    =1.23370055, 

-^  (f )'  =  0,645  964 10,  A_(Ey  ^  ©,258  669  51, 

'TT  (f )*  =  0.07969268,  -i-  ßV  =  0,02086848, 

-1-  (0'  =  0,004681 75,  -^  (^y  =  0,00091926, 

TT  (f )*  =  0,00016044,  ^  (1)'"=  0,00002520, 

"ilT  (?)  "  =  0,00000360,  ^  (I)"  =  0,00000047, 

lll  (?)'*=  0,00000006,  j^  (f  )"=  0,00000001. 

Bezeichnet  man  also  —  mit  f,  so  wird 

yu 

(4  a.)         Sina«  =  1,57079633  .  t  —  0,64596410  .  t^ 

+  0,07969263  .  <^—  0,00468175  .  i"^ 

+  0,00016044  .  fi  —  0,00000360 .  t^^ 

+  0,00000006.^", 

(5  a.)        cos a»  =  1,000  000  00       —  1,233  700  55  .  ^ 

+  0,253  669  51 .  ^*  —  0,02086348  .  fi 
+  0,000  919  26  .  <8  —  0,000025  20  .  t^^ 
+  0,00000047.^12—  0,00000001 .  t^K 

Da  man  nur  die  Winkel  zu  beräcksichtigen  braucht,  welche 
zwischen  0^  und  45^  liegen,  so  ist  ^  immer  kleiner  als  0,5,  so 
dass  man  bei  der  Berechnung  nicht  einmal  die  angeführten 
Glieder  alle  brauchen  wird.  Dabei  ist  es  für  die  Genauigkeit 
des  Elndresultates  von  grosser  Bedeutung,  dass  ij  ^,  t^^  . . . 
sämmtlich  ächte  Brüche  sind,  weil  deshalb  die  Fehler,  welche 
bei  den  Coeffidenten  durch  Vernachlässigung  der  späteren  Deci- 
malst^llen  entstehen,  durch  die  Multiplication  mit  t,  t^^  fi^  . . . 
nicht  vergrössert  werden. 


oder 


oder 
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Ist  z.  B.  a  =  18,  80  wird  ^  =  18  :  90  =  0,2,  also 
sin  18^  =  0,31415927  —  0,00516771 
+  0,00002550  —  0,00000006 
=  0,31418477  —  0,00516777, 

sin  18«  =  0,30901700. 

COS  18«=  1,00000000  —  0,04934802 
+  0,00040587  —  0,00000134 
=  1,00040587  —  0,04934936, 

COS  18«  =  0,95105651. 


Aufgabe.  Man  soll  eine  Tafel  berechnen,  welche  die  Sinusse 
and  Cosinnsse  aller  Winkel  von  10'  zu  10'  bis  auf  6  Decimal* 
stellen  genau  beredmet  enthält. 

AiiflSsung.    Bekanntlich  ist 

(6.)  8in(a  ±  jöf)  =  sina  coaß  ±  cos«  smß, 

(7.)  cos(a  ±  /?)  =  cos«  cosß  +  sin«  sin/». 

Ist  dabei  ß  =  10',  so  ist  der  zugehörige  Werth  von  i  gleich 

TTT,  und  man  erhält  aus  Gleichung  (4  a.) 

(8.)  sinlO'  =  0,00290888, 

wobei  man  nur  das  er^e  Glied  zu  beräcksichtigen  braucht,  und 
ans  Gleichung  (5  a.) 

(9.)  cos  10'  =  1  —  0,00000423  =  0,99999577, 

wobei  man  ausser  der  1  wieder  nur  ein  einziges  Glied  zu  be- 
rücksichtigen braucht.  Indem  man  diese  Werthe  in  die 
Gleichungen  (6.)  und  (7.)  einsetzt,  findet  man 

(10.)    sin(a  ±  10')  =  0,99999577  sin«  ±  0,00290888  cos«, 

(11.)   C08(a  ±  10')  =  0,99999577  COS«  T  0,00290888  sin«. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  sin(a  ±  20')  und  cos(a  ±  20'), 
8ln(a  ±  30')  und  cos(a  ±  30')  berechnen,  wenn  sina  und  cos« 
bduumt  sind. 
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Es  genügt  also  nach  dieser  Methode,  sina  nnd  cosa  ffir 

a  =  1»,  2«,  3«,  ...  45<> 

unter  Anwendung  der  Gleichungen  (4  a.)  und  (5  a.)  auszurechnen. 
Die  dazwischen  liegenden  Werthe  findet  man  dann  in  der  an- 
gedeuteten Weise  mit  Hülfe  der  Fonnebi  (6.)  und  (7.). 

Die  Rechnung  wurde  auf  8  DecimaLstellen  ausgeführt,  da- 
mit in  den  Endresultaten  die  ersten  6  Decimalstellen  sicher 
richtig  sind. 

In  welcher  Weise  man  diese  Methode  auch  auf  Aea  Fall 
übertragen  kann,  wo  es  sich  um  eine  Tabelle  von  Minute  zu 
Minute  oder  von  zehn  zu  zehn  Secunden  handelt,  erkennt  man 
ohne  Weiteres. 

§  36. 

Andere   Formen   des   Restgliedes. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  49-61.) 

Dem  Bestgliede  kann  man  noch  andere  Formen  geben,  die 
gleichfalls  hergeleitet  werden  mögen,  weil  sie  fiir  spätere  An- 
wendungen erforderlich  sind. 
Nach  Gleichung  (31.)  in  §  31  war 

(1.)    /(^+Ä)=/(rr)-h'^Ä+-fflÄ2  +  ...+^^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  R  den  Werth  ein,  wie 
er  dort  in  Gleichung  (32.)  angegeben  ist,  und  vertauscht  dann 
n  mit  n  —  1,  so  erhält  man 

(2.)   /(x  +  Ä)=/(z)+-^Ä+ÄA2+... 

^(«  —  1)1         ^  n!  '*• 

Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  sab- 
trabirt,  findet  man 

ni  n\ 

oder 

(3.)  ^  =  ^  l^  "'(^  +  ®^^  -/"^(^)]  *"• 
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Diese  Form  des  Bestes  ist  der  frfiheren  z.  B.  dann  vorzu- 
ziehen,  wenn  man  nicht  weiss,  ob  die  (n  +  1)^  Ableitong  von 
f[x)  in  dem  betrachteten  Intervalle  stetig  ist. 

Auch  hier  ist  Q  eine  Zahl,  welche  zwischen  0  nnd  1  liegt; 
sie  ist  aber  selbstverst&ndlich  verschieden  von  der  GrOsse  9, 
welche  bei  der  anderen  Form  des  Bestes  anftrat.  Es  mOge 
dies  dadurch  znm  Ausdruck  gebracht  werden,  dass  man  zu  den 
beiden  OrGssen  B  die  Indices  1  und  2  hinznfBgt. 

Es  ist  also 
(3a.)   ij=/:!:^^+®i*)Ä-+'=-l[/t-)(*+0,Ä)-/(-)(;r)]Är 

Setzt  man  in  Gldchang  (1.)  x  gldch  a,  so  g<dit  sie  fiber  in 
wobei  jetzt  nach  Gldchnng  (8a.) 

vird.    Vertanscbt  man  sodann  noch  h  mit  x  —  a,  so  erhält  man 
die  andere  Form  der  T<^Zor'schen  Reihe,  nämlidi 

(40  /{')  =/(«)  +*^  (^-«)+-^  (X  -«)»+.. . 


+J-P{x-aY  +  R, 


n! 
wobei 

(5.)  B  =  ji^/t")  [a  +  ©,  (x  -  a)]  -/«-'(a)}  (x  -  a)« 

Indem  man  endlich  in  den  Oleichangen  (4.)  und  (5.)  a  gleich  0 
setzt,  findet  man  für  die  Mae  Zxiurtn'sche  Reihe 

„.)     /w=/(o)+Ä).  +Ä)..+...+«L)^+ ji 

das  Restglied  in  der  Form 

(7.)  -R  =  ^  1/"'  (®i«)  -/"'(oj]  «*. 
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Eine  dritte  Form  des  Restgliedes  erhält  man  in  folgender 
Weise. 

Setzt  man  in  Gleichung  (1.) 

(8.)  X  +  h  =  Zy  also  Ä  =  z  —  X, 

so  wird 

(9.)   A')=A'r)+-f^{z-x)+-f^iz-z)^+... 

oder 

(10.)  R=f(z)-f{x)-'(^iz-x)—t^{z-x)^ 


n! 

Hiernach  ist  R  eine  Function  von  x  und  z.  Wenn  man 
aber  wieder  festsetzt,  dass  z  in  der  hier  folgenden  Betrachtung 
constant  bleibt,  so  ist  iZ  als  eine  Function  von  x  allein  zu  be- 
trachten, und  man  kann  setzen 

(11.)  i2  =  y(a:). 

Dies  giebt,  wie  schon  in  §  31  Gleichung  (5.)  gezeigt  wurde, 

Wenn  nun  f(x)  mit  seinen  n+  1  ersten  Ableitungen  in  d^n 
betrachteten  Intervalle  stetig  ist,  so  gilt  dasselbe  auch  yon  den 
Functionen  (p(x)  und  9>\x).  Man  kann  also  auf  y{x)  die  Ent- 
wickelung  nach  der  Tay/or'schen  Reihe  für  n  =  0  anwenden 
und  findet 

der  mit  Rucksicht  auf  die  Gleichungen  (8.) 

(18.)  ^(.)  =  K-)  +  y'[-+®(— )]  (.  _  .). 

Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  (10.),  dass  Ä  =  0  wird  flir 

z^^Zj  dass  also 

(p(z)  =  0 
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ist.    Ferner   folgt   ans   Gleichung   (12.),    indem   man   x  mit 
x+S{z  —  z)  vertanscht, 

deshalb  geht  die  Gldchong  (13.)  tUaec  in 

(14.)  if{x)  =  R  _/Ülül£+®l£lz£)]  (1  _  ©)-  {z — a;)-+i. 

Auch  hier  ist  &  eine  GrOsse  zwischen  0  und  1,  die  aber 
zum  unterschiede  von  ®|  und  ®2  i^^t  &^  bezeichnet  werden 
möge.  Berftcksichtigt  man  noch  die  Gleichungen  (8.),  so 
wird 

Vertauscht  man  jetzt  wieder  x  mit  a  und  h  mit  x — a,  so 
erhüt  man  die  zweite  Form  der  Tayfor'schen  Reihe,  nämlich 

(16.)  /(^)  =/(«)  +^'^{x-a)  +-^^  {x-ay+... 

wobei 

(17.)  ^  ^/'»-^''[«  +  0,(.-a)]  (1  _  g,^),  (^  _  ,)„^, 


Indem  man  in  diesen  Gleichungen  (16.)  und  (17.)  a  gleich  0 
setzt,  findet  man  für  die  Mac  Laurtn^eche  Reihe 

(.8.)  /(«)  =/(o)  +-q!^ « +^) ,.+... + £^^+ « 

das  Restglied  in  der  Form 

(19.)  R  =^- !p^  (1  —  Q^yx^-^K 
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Bemerk»!^). 

Diese  Form  des  Restes  ist  nnr  ein  besonderer  Fall  einer  Tiel  sll- 
gemeineren  Form,  die  man  anf  folgende  Weise  findet. 

Sind  <p{x)  uDd  ^(x)  swei  Functionen,  welche  mit  ihren  Ableitungen 
^*{x)  und  %ff*{x)  In  dem  Intervalle  von  a  bis  i  tttüg  und  endUek  bleiben, 
und  nimmt  tf/*(x)  innerhalb  dieses  Intervalles  nur  positwe  Werthe  an,  so 
bleibt  der  Quotient 

(20.)  ^^'^"W) 

in  diesem  Intervalle  gleichfalls  stetig  und  endlich^  und  die  Function  tft{x) 

nimmt  mit  x  zugleich  zu. 

Wenn  nun  x  das  Intervall  von  a  bis  z  durchläuft,  so  mOge  Q(x)  für 
x^'Xi  seinen  klemsten  Werth  K  und  ffir  X'^Xf  seinen  gröaiten  Werth  O 
erreichen.    Es  sei  also 

(21-)  «f*«)-^--^.    <3(^)-?S-0'' 

wobei  xi  und  x^  zwischen  a  und  s  liegen.  Dies  giebt  fUr  a  ^  ^  ^  < 

tfß*{x)  —         tlf\x)  — 

oder 
(22.)  ip\x)  —  K  ^'{x)  ^  0,    <r\x)  —  G  tp\x)  ^  0. 

Diese  Ausdrücke  sind  aber  bezw.  die  Ableitungen  von 

\  r  -  ipix)  —  9>(fl)  —  O  [iKx)  —  V<a)]. 
Da  nach  den  Ungleichungen  (22.) 

du  .^„^  ^        dv  .^^  ^ 

ist,   so  muss  u  beständig  tunehmen  und  v  beständig  ahnshmen^  wenn  x 
tunimmt    Für  a;  -=  a  werden  t»  und  v  beide  gleich  0,  folglich  ist 

0  der  khimte  Werth  von  «,  und 
0  der  grösste  Werth  von  «, 
wenn  z  das  Intervall  von  a  bis  s  durchläuft ;  d.  h. 

u  —  (Pix)  -  <sr(a)  —  .Kt^(«)  —  tK«)]  ^  0, 
r  —  <p{x)  —  y(a)  --  O  [t^x)  —  it(a)]  ^  0, 
oder,  da  i/'(*)  —  ^{a)  >  0  für  «  >  a, 

^  —  ^Kx)  —  tiß'a)  — 

*)  Der  Anfänger  darf  diese  Bemerkung  übergehen,  da  von  der 
darin  enthaltenen  Untersuchung  nur  selten  Gebrauch  gemacht  wer- 
den wird. 
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Bezeichnet  man  T)  ( _  ^;i  mit  M,  so  wird  also 

gmJ  (  m\ 

Nnn  ist  aber  jrrr^  «ine  ^Utigt  Fanction ,  folglioh  giebt  es  naeh  dem 

in  (  8  bewiesenen  Satae  14  swischen  xx  und  x^  einen  Werth  von  x^  er 
heisse  C,  fttr  welchen 

'25)  Jlf-2^^ 

wird.   Da  (  swischen  «t  ^BLad  x%  liegt,  so  liegt  es  auch  swischen  a  and  e» 
und  man  kann  wieder 

{  -  a  +  e  (»  -  fl) 
Betxen,  wobei  0  ^  0  ^  1  ist    Dies  giebt 

and   fBr  X  —  s 

y(»)  -  y(a)  __  y'[a  +  e(g  —  a)] 

Setzt  man  z.  B. 

^x)  —  ft«  —  (5  —  «)«,  also  V^(ir)  —  x(6  —  «f -\ 

wobei  &  >  f  und  »  >  0  sein  möge,  so  sind  die  für  ^z)  und  %if\x)  fest- 
geitelltCD  Bedingungen  erfüllt,  und  man  erhSlt 

ip{t)  —  y(a)  ^         y*[a  +  e(»  —  g)] 

(j  —  a)«  —  (6  —  «)«  "  »[6  —  a  —  «(«  —  a)f -*' 
oder 

(27.)       ^W  -  vW  -     (ft-a7-(ft-»y;^  .  y'[«  +  ö(,  «  a)]. 

Dies  gilt,  wie  nahe  anch  6  dem  Werthe  von  %  liegen  mag,  folglich 
erh&lt  man  für  lim  6  «  s 

,2a)  ^{z)  -  tfia)  -  y^^  Lrj)x-i  *  ^'t**  +  ^('  "■  **^J- 

Ffir  s  ^  X  ^  a  gelten  ähnliche  Schlüsse.  Aas  den  Ungleichangen 
■^.)  folgt  dann  wieder,  dass  «  best&ndig  zunimmt  and  e  beständig  aMmmt^ 
wenn  x  stmimm^.    Da  jetst  aber  x'^a^  so  ist 

0  der  gröute  Werth  yon  u  und 
0  der  hUintit  Werth  yon  v, 
wenn  x  das  Interrall  von  c  bis  a  durchläuft.    Dies  giebt 

t*  -  <p»  -  <ipW  -  ^^(«)  -  V'(fl)]  S  0, 
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Dft  jetzt  ^  ^  a,  Bo  ist  ^x)  —  tf^a)  <  0;  deehnlb  folgt  mu  diesen 
Ungleichangen  wieder 

jr  ^  y(jg)  —  y(g)  ^^ 

—  V';«)  —  v<«)  = 

und 

y(g)  —  y(a)  _  y^g  -f  e(i  —  g)] 
V<«)  —  V'l»)       ^'[a  +  »(«-«;]■ 
Setst  man  in  diesem  Falle 

^{-c)  —  (x  —  6)x  —  ft»,  also  tf^'(x)  =  x(x  —  dj''-^ 

wobei  &<s  und  x>0  sein  möge,  so  sind  die  fttr  yf(x)  and  ^\x)  fest- 
gestellten Bedingnngen  wieder  ereilt,  and  man  erhÜt 

(«  —  5)x  —  (g  —  6)*      x[g—  6  +  e(z  —  g)]*"* ' 
oder 

*  W  -  <P(»)  -  ,[,-t  +  e(,-a)f-^  -^'f"  +  •'*  -  •»' 

also  ftir  lim  5  «=  z  findet  man  in  Uebereinstimmang  mit  Gleichung  (28.) 

<p{z)  —  fp(a)  =  ^  ^x^i  y'[«  +  ^(«  —  «)]. 

Fttr  g  >»  :r  findet  man  hieraus 

(29.)  ip{z)  -  rp(ar)  «  ^  ^^  ""J^ef-i  ^'^^^  +  ^('  ""  *W' 

gleichviel  ob  j:  <  z  oder  z  <  ir  ist. 

Setzt  man  jetzt  wieder 

rix)  r'(x) 

(80.)  y(x)-Ä-y^2)-/(^)-ijy(2-x)-'4j^(i--«)2--... 

n!     V«-«)» 
so  wird 

(81.)  v(«)  -  0,   ip' (x)  -  -^  -  --^     „;        («  - X)", 

(82.)  ,p'[x  +  e{,  _  X)]  -  _  .i L-X-i SJ(i_e)-(,_ar)", 

folglich  findet  man  aus  Gleiohang  (39.) 

(38.)  s  _  f'-^''  fc  +  »C«  -  X)]  ^j  _  ^^,_,+,  ^^  _  ^^,+,^ 

Für  X  «s  1  erhält  man  hieraus  die  dritte  Form  des  Restes. 
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§  37. 

Der  allgemeine  blnoinlsciie  Lehrsatz. 

(Vergl  die  Formel-Ttbelle  Nr.  66—68.) 

Airfgabe.  Man  soll  (l  +  xY  nach  steigenden  Potenzen  von 
X  entwickeln,  gleichviel  ob  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist 
oder  nicht 

AiiflSsung.    Hier  ist 

/(«)  =  (1  +  «)-, 
f(x)  =  «(1  +  xY-\ 

/"(;r)  =  m(in  -  1)  (1+ a:)-- », 
tl.)     I     /'"(ar)  =  m{m  —  1)  (m  —  2)  (1  +  a:)— », 


also 


f^\x)  =  m{m  —  1) . . .  (m  —  »  +  1)  (1  +  a:)»-«, 
l  f^\x)  =  m{m  —  1) . . .  (f»_n+l)(OT_»)(i+a:)— —1, 


da.)  J 


/(O)  =  1, 
/'(0)  =  m, 
/"(0)  =  m(«-l), 
/"'(O)  =  m(in  -  1)  (m  -  2), 


/(-)(0)  =  «(m— l)...(m— n+l), 

Dies  giebt  mit  Hülfe  der  Ifoc-Xaurm'schen  Reihe 

■2.)  a  +  :r)-  =  i-f^.+^Jg^Zll)^»  I  «»(»»- l)(m- 2) 

1  1.2         ^  1.2.8         *  T  •.. 

1    •    A    •    •    •   f) 


wobei 


/jt )  ff^»^(^— -^)  - '  *  (m— n-f  1)  (m— w)  {i^B^xY"^-^ 

1 . 2  ...«(«+  1)  ^"^  » 
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oder 

(4.)  E  = 

m(m-l)  . . .  (m—n+1)  (m-n)  (1-f  Q,a;)— »-■  ^  /i__^^),^,^ 

X  •  A  •  •  •  ## 

jenachdem  man  die  erste   oder  die  dritte  Form  des  Bestes 
benutzt. 

Erster  Fall.  Znnftchst  möge  gezeigt  werden,  dass  R  beliebig 
klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  wenn 

(5.)  0^a;<+l. 

Bezeichnet  man  mit  g  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
so  kann  man  das  Bestglied  nach  Gleichung  (3.)  in  drei  Haupt- 
factoren 

/a\               TP  -  fn(m—l).,.(m—ff+l) 
^^•^  ^' 1.2..,y  "^  ' 

/-x  -n  *» ff  ^ ff 1  ^ « 

(8.)  J^,  =  (1  +  0^)-—'  =  ^{y^ 

zerlege,    wobei    der    Einfachheit    wegen    &    statt    @|     ge- 
schrieben ist 

Der  erste  Haupt&ctor  F^  enthält  n  gar  nicht  und  bleibt 
mdlichj  wie  gross  auch  g  sein  mag.  Der  dritte  Haupt&ctor 
F^  wird  gleich  1,  wenn  von  den  beiden  Grössen  @  und  x  wenig- 
stens die  eine  gleich  0  wird;  F^  wird  aber  sogar  beliebig  klein 
fftr  hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  wenn  0  >  0  und  x>0. 

Setzt  man  m  +  1  =  j9,  und  ist 

g>m'^ — 1,    also    m  +  l=j»^0, 
so  wird 

ff+1  ff+l 


z  = .    ^   '   ^§0?, 


fn  —  g  —  l  ^  _  g  +  2—p 

g  +  2  g  +  2      '^  =  '^' 


m  —  n     __  n  -f  1  — p 

1  »     +      1  ' 
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folg^ch  ist 

(9.)  (—  !)"-'+>  Fx  S  a-^H-i . 

Da  nun  z<+  1  ist,  so  wird  fBr  hinreichend  grosse  Werthe 
Ton  «  die  GrSsse  o^-H-i  beliebig  klein,  folglich  erst  recht  F^. 

Ist  dagegen 

m< — 1,    also    m  +  KO, 

80  erfaült  man,  indem  man  m  +  1  =  —p  setzt, 

_m—^      g+  1  +P  ^  .    ,       P 

5^+1  *     ^+1  ff+  l' 

m  —  ff—1  _  ^  +  2-hy  _  ;> 

y  +  2               ir  +  2  ■*"i7  +  2' 


m  —  n  _  w  +  1  -h  ;p  —  i  -l     P 

n+1""      w  +  1      ""•"»  +  !' 

Alle  diese  Brfiche  sind  grösser  als  1,  da  /i  >  0  ist,  aber  sie 
nähern  sich  dem  Werthe  1  beliebig.  Da  x<  1  ist,  so  kann  man 
es  daher  erreichen,  wenn  man  nur  g  hinreichend  gross  macht, 
dass 

wild,  dass  also 

g  +  i 

ist.    Dies  giebt  dann 

m  —  g—l 


^+2 
m  —  q  —  2 


x<k, 


x<k, 


m  —  n         j 
x<k. 


n  +  1 
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Deshalb  wird 

(10.)  (—  l)--'+i  F^  <  A— ^+> , 

also  auch  hier  wird  F^^  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n 
beliebig  klein,  da  A  ein  ächter  Brach  ist. 

Daraus  folgt,  dass  auch 

i2  =  -F, .  1*2.1^,    wenn    Og:r<  +  l 

ist,  beliebig  klein  wird  f&r  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

Zweiter  Fall.    Liegt  x  zwischen  —  1  und  0,  ist  also 

(11.)  — l<:cg0, 

so  wendet  man  die  dritte  Form  des  Bestgliedes  an,  um  zu 
zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird.  Aus  Gleichung  (4.)  folgt 
dann,  wenn  man  der  Einfachheit  wegen  &  statt  ®%  schreibt  und 
rr  :=  —  z  setzt, 

^^^'^  ^  -  1.2...«(l-®z)" 

*w«(^i     UZ)         i,{i—ez)      2.{i—ez) 

{n  —  »»)  (^  —  ®«) 
«(1  —  &z)       ' 

wobei 

(IIa.)  0S;?<+1. 

Auch  hier  zerlegt  man  R  in  drei  Hauptfactoren 

(18.)  i^i  =  —  ^(1  —ßzY'\ 

t-iA\      T?       1 — ^    ^ — ®^    2 — m    z — ®z       g — m    z — ©x: 
(14.)     ir,  =  __.j_^^._^.^__...-_.j__, 

(15)     ^       g^r\-m    z-®z    g^r'^-fn    z-Qz  ^^^ 
^     ^^    ^3  ^^^         \  —  ®z        y  +  2        \  —  Bz 

n  —  m    z  —  ®z 
n         1  — 0^:* 

Der  erste  Hauptfactor  F^  ist  eine  endliche  Grösse,  ebenso 
der  zweite  Hauptfactor  1^.     Femer  ist  nach  der  Ungldchung 

(IIa.) 

0  S  2(1  —  ®)  =  ;2J  —  ®5  g  5:(1  —  @z\ 
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folglich  wird 

Ist  nun  m  ^  0,  so  wird 

ff+  1—m  ff  +  2  —  m  n  —  m 

i7  +  1       =    '  ff  +  2       =''•••        n      =^' 

also 

Da  ;:  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird  r**"'  beliebig  klein  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  also  erst  recht  2^. 

Ist  dagegen  i»<0,  also  — m>0,  so  wird,  wenn  man  hier 
—  m  ^  p  setzt, 

9+l-m  _p_ 

ff+l  ^9  +  1^    ' 

!f  +  2-m  _p_ 

9  +  2       -^+^  +  2^^' 


/}  n 


Diese  Brüche  sind  zwar  alle  grösser  als  1,  da  p  >0  ist, 
nahem  sich  aber  dem  Werthe  1  beliebig.  Macht  man  daher  // 
so  gross,  dass 

ff  +  1  — m  _  I    ,       P     ^  1  —  ®z 

oder 

ff  +  1  —  m    z  —  &z 

ff+l       '  1  —  Gz 
ist,  so  wird 

ff  +  2  —  m    z  —  Gz 


=  A  <1 


ff +  2         1  —  Gz 


<*, 


n  —  m    z  —  Gz      , 


n         l  —  Gz 
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Dies  giebt 
(IS.;  F3  <  l^'^. 

Da  i  ein  ächter  Brach  ist,  so  wird  *""'  beliebig  klein  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  «,  folglich  erst  recht  F^. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  auch  12  beliebig  klein  wird  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  »,  gleichviel  ob  m  positiv  oder 
n^ativ  ist. 

Dnrch  Vereinigung  des  ersten  and  des  zweiten  Falles  er- 
hält man  daher  für 

(19.)  —  l<a:<+  1 

die  Entwickelang 


(20.)  ii+-r=i+(iy+Qy+Q) 


^  "1  •  •  •  • 


Bemerkung.  *) 

Liegt  m  zwischen  — 1  and  +^f  bo  lÄsst  sich  zeigen,  djiss  diese 
Keihe  auch  noch  für  x^^  +  l  gilt;  liegt  m  zwischen  0  und  +qo,  so  gilt 
sie  auch  noch  fUr  x  a  —  1, 

Beweis.    Ist 

(21.)        — l<m<  +  oo,    oder    0<m+l<+ao,    ar  — +  1, 

so  gehen  die  Gleichangen  (6.),  (7)  und  (8.)  über  in 

m(m  — l)...(m  — y  +  1) 

m  —  g    m  —  g —  1         m  —  n 

(8«.)  ^»-(1 +  «)»+»■ 

Der  erste  Hauptfactor  JF\  bleibt  \(ieder  etidltchy  der  dritte  Haupt- 
factor  wird  gleich  1  für  O>»0  und  beliebig  klein  für  9>0.  Femer 
folgt  aus  Gleichung  (7  a.),  wenn  m»n  die  positive  Grösse  m-f-l«j9  setzt, 

nn-^-hX  1^  _ £±lzz£    ff  +  ^—P       ^  +  1  — P 
(21.)         (-1)     '^  -P2  =  -y+i ^  +  2     ^Tfl^' 

Nun  ist  nach  dem  Tay/or*schen  Lehrsätze 


*)  Sollte   der  Inhalt  dieser  Bemerkung  für  den  Anfänger  noch  su 
schwer  verständlich  sein,  so  darf  sie  übergangen  werden. 
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also  fQr 

eM\t  man 

(22.)  («  4  Ä)'+^  =  ir'+^  -h  (p  +  1) h ix  +  eA)' , 

nnd  für  xssl 

Wenn  nun  A  und  p  beide  positiv  sind,  so  ist 

(i  +  eÄ)'^(i  +  A)', 

und  die  Gleichang  (23.)  gebt  ttber  in  die  Ungleichung 

(1  +  A)'+'S1  +  (P  +  1)A(1  +  Ä)', 
folglieh  ist 

(1  +  A)'  a— pÄ)Si. 

Diea  giebt  für  A  «=»  -r-rz 


oder 

(25.)  ^^„    =V(/  +  «  +  i;- 

Indem   man  für   a  nnch  und  nach  die  Werthe  1,  2,  ...  n  —  ^  +  1 
einaetat,  erhält  man 


y  +  2  — P  <-./ff4-2>J> 
^  4  2      —  V(/  -h  3 


5^+1 

w  +  l—p  ^/n  4-  iXi' 
n  +  1      =\n  +  .tj  ' 

Daraus  folgt,  wenn  man  alle  diese  Ungleichungen  mit  einander  mul- 
tiplSeirft^  nach  Gleichung  (21.) 

d.  h.  \Fs  I  wird  beliebig  klein  fiir  hinreichend  grosse  Werthe  von  n ,  also 
aoeh  It  selbst. 

Im  zweiten  Falle,  wo 

ist,  erhElt  man  aus  Gleichung  (33.)  in  §  36,  wenn  man  x  mit  0  und  z  —  x 
mit  « a»  —  1  vertauscht, 

^27.)  j?.(-i)«'+'"'^'"-^J;;;^"'-»\i_e)"->, 

11» 
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also  für  *  —  tn 

(1  —  m''  (2  —  yn) . . .  (n  ~  m) 
(28.)  i2  =  -  1.2...«  =-fi.i^2. 

wobei  für 

g'^nKCg  +  l 

(^^-l  -^»^ 1.2...^ 

eine  endliche  Grösse  ist.    Dagegen  wird  unter  Anwendung  der  im  ersten 
Falle  ausgefiihrteD  Untersuchung,  wenn  man  p  mit  m  vertauscht, 

(30.)  ^^-—f+l  J+2^'"      n     =V;r+i;' 

d.  h.  Fl  wird  heliehtg  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  folg- 
lich auch  R. 

Da  m  unendlich  viele  Werthe  haben  darf,  so  sind  in  dem 
binomischen  Lehrsatze  unendlich  viele  Eeihenentwickelungen 
enthalten.  Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  geht  die  ReUie 
nicht  bis  in's  Unendliche,  sondeni  sie  bricht  nach  dem  m  +  !**■ 
Ghede  ab. 


Beispiele. 

1)  m  =  — 1. 

(1  +  x)"^  =  — — —  =  1 X  +  x"^ X^  +  X* [-.... 

2)  m=+L 

/,    .     ^i       i/TT—        1    .    ^      l.r2      1.3a;»      1.3.5a:<  , 


3)m=-i 


,,   ,      -i  1  ,      1,1.3,       1-3.5, 

+    J.   ■  i>  •  O  •    /       ,  1 

2.4.6.8  ^ 

Man  kann  den  aDgemeinen  binomischen  Lehrsatz  auch  aui' 
die  Entwickelung  von  (a  -f  by^  anwenden. 


I 

I 

1 

I 
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Ist  nämlich  ja |>|i|,  SO  wird  -  eia    ächter   Bruch,   und 
man  erhält 

(a+J)-=a-(l+^J 

oder 

(31.)  {a+by^  =  a"  +  (^)a— »i+(^)a— -*i2+^^^o«-:Ji3+  .... 

Ist  dagegen  |  o  |  <  |  &  | ,  so  wird  -  ein  ächter  Bruch,  und 
man  erhält 

(a  +  6)-  =  i-(l  +  iJ 

=»-['+(T)f+G)S+(:)p+ •} 

oder 

(32.)  {a+b)^=l^  +  (^\ab'^'^+(^\a'^l^^^  •  •  •  • 

Der  binomische  Lehrsatz  kann  auch  benutzt  werden  zur 
Ausziehnng  von  Wurzehi  mit  beliebig  hohem  Wurzel-Exponenten. 

Beispiele. 

1)  }/T30  ^  (125+5)^  =  5(1  +  ^)*  =  5  (1  +  0,04)^. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  wird  aber 

also  hia:  ist 

(1  +  0,04)^=  1,013  333  333  3  —  0,000  177  777  8 
+  0,000  003  950  6  —  0,000  000  105  3 
+  0/)00  000  003  1  —  0,000  000  000 1 

oder 
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(1  +  0,04)^  =  1,013  159  4038, 
YTSÖ  =  5  (1+0,04)^  =  5,065  797  019  0. 

Wegen  Vemachlässiguiig  der  späteren  Decimalstellen  ist  in 
diesem  Kesultate  die  letzte  Decimalstelle  um  15  Einheiten  un- 
sicher. 

2)         VlOOÖ  =  (1024 -  24)*  =  4(1- j|^)  . 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist  nnn 

(1  +  x)^  =  1  +  -X —X^4 ^'^       X^ 1 T 

y^-r    )         ^T  ^  5.10      ^5.10.15  ^ 


(1  — a:)*  =  l  — i^  — 


x'^ —  _   .  ' — -—  x^  — 


5.10  5.10.15 


folglich  wird 

1 

V         128^ 

1  —  0,004  687  500  0 

—  0,000  043  945  3 

—  0,000  000  618  0 

—  0,000  000  010  1 

—  0,000  000  000  2, 

oder 

•j/TüÖÖ  =  4  .  0,995  267  926  4  =  3,981071705  6. 

Die   Unsicherheit    in    der    letzten   Decimalstelle    beträgt 
hierbei  8. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  folgenden  Aufgaben  gelöst: 

3)  I/22Ö  =  (216  +  4)^  =  ö  A  +  ^^  =  6  . 1,006  135  122  799 

=  6,036  810  736  794. 

Die    Unsicherheit    in    der    letzten   Decimalstelle    betragt 
hierbei  18. 

4)  V2IO6  =  (2187  —  81)^  «  3  A  —  ^^  » 
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a  +  .)^  =  i  +  i.__6_., 


,      6 .  13        .  6  .  13  .  20       ,  , 

^  7  .  14  .  21  7  .  14  .  21 .  28      ^ 


IX^ 


A_J_Y  ^1 1 ö 6.13 

V       27/  7.27       7.14.272       7.14.21.27» 

=  0,994  623  032  493, 
1/21Ö6  =  2,983  869  097  479.  ' 

Die  Unsicherheit    in    der    letzten   DecimaJstelle    beträgt 
hierbei  10^. 

§38. 

Der  Logarithmus. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  69—64.) 

Setzt  man 

f{x)  =  k, 

so  kann  man  die  Mac  XaKrtn'sche  Keihe  nicht  anwenden,  weil 
fix)  and  alle  Ableitungen  davon  für  :r  =  o  unendlich  gross 
irerden.    Deshalb  setzt  man 

[  fix)  =  1(1  +  a:),  also    /(O)  =  0, 

/'W  =  (1  +  x)-\  „      /'(O)  =  +  1, 

/"(a:)  =  -  1 .  (1  +  «)-^  „      /"(0)  =  -l, 

f"'ix)=1.2il+x)-\  „    /"'(0)=  +  1.2, 

/W(:r)  =  -1.2.3(l+x)-S      .    /«»'(O)  =  -  1 .  2  .  3, 


(1-) 


/(-)(:c)  =  (-l)-'(n-l)!(l+:r)-«,  „    /(»•{0)=(-l)-'i»-l)!, 

/(»+i)(x)  =  (—  1)»  »!  (1  +  z)-*-\ 
also 
IIa.) /("+') (0a:)  =  (—1)»«!  (1  +  0a:)-«-'. 

Dorch  Anwendung  der  Mac-Laurih'schea  Reihe  erhält  man 

dann 
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fr  ^5  ^3  «r^  y** 

(2.)         l(l+:r)  =  ^-|.  +  |.-^  +  -...±l-+JJ. 

Auch  hier  kann  man  zeigen,  dass  B  beliebig  klein  wird 
für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n ,  wenn  x  zwischen  —  1 
und  +  1  liegt. 

Ist  zunächst 

(3.)  OSzS+l, 

so  wendet  man  die  erste  Form  des  Restes  an  und  erhält 

^  ^^  (n  +  1)!  ^        "■  n  +  1     (1  +  ®.rf +1 

Für  a:=  1  wird  also 

+  1 


Ä  = 


(n  +  1)  (1  +  0)'»+^ 
beliebig  klein,  selbst  wenn  @  gleich  0  sein  sollte,  denn 


n  +  1 
wird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.     Ist 

aber  x  ein  ächter  Bruch,  so  ist  sicher  auch  ,    .  ^    eiu  ächter 

1  +  ©a* 

Bruch;  dann  wird  R  erst  recht  beliebig  klein,  da  die  Factoren 

1  und  f-^r 

\1  +  ex) 


w+  1 

beide  beliebig  klein  werden. 

Ist 
(5.)  —1  <a;^0, 

so  wendet  man  wieder  die  dritte  Form  des  Restes  an   und 
eäiält,  indem  man  x  mit  — z  vertauscht, 

iJ  -/ pf^(i_®)«^»-hi  =  (-1)»(1  +  ®:r)-"-^(l-0)"a:*+^ 

(6.)  \  "*• 

£__    /z  —  QgV 

""        1  — 0«   \1  — 0«/ 

Nun  folgt  aus  der  Ungleichung  (5.),  dass 

(7.)  0^r<l 

und  deshalb 

0  ^  «(1  —  ©)  =  r  —  0;r  ^  2(1  —  05?) 
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ist,  folglich  wird 

wird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.    Das- 
selbe gilt  daher  anch  für  B. 

Somit  erhält  man  für 

—  Kar^+l 
die  £ntwickelang 

(8.:»  l(n.a:)  =  i-|-+|— 1-+-.... 

£s  ist  z.  B. 
(8a.)  i2  =  i_i  +  i-i  +  _.... 

Für  die  numerische  Berechpung  der  Logarithmen  ist  diese 
Reihe  noch  nicht  sehr  geeignet,  weil  man  sie  nur  für  die 
Berechnnng  der  Logarithmen  zwischen  0  und  2  benutzen  kann, 
und  weQ  man  sehr  viele  Glieder  der  Beihe  braucht,  um  den 
Lc^^arithmns  auf  einige  Decinudstellen  genau  zu  erhalten. 

Man  kann  aber  aus  dieser  Beihe  einige  andere,  für  die 
nitmerisclie  Berechnung  weit  geeignetere  Reihen  ableiten.    Setzt 

man  z.  B.  in  Gleichung  (8.)  :r  =  ^,  so  erhält  man 

oder 

(9.)  l(a  +  y)  =  l«  +  |-g  +  g-i^,  +  -.... 

wenn  —  ein  ächter  Bruch  ist.     Für  y  =  I  folgt  hierausi 
(9a.)       l(a  +  l)  =  l«  +  ~2^,  +  34l-4^  +  ----- 
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Eine  noch  brauchbarere  Reihe  erhält  man  auf  folgende 
Weise.    Nach  Gleichung  (8.)  ist 

-j*  ■»•2  .j-'j  ^4  /j«5 

,.  .  y        :r2        3:^        x^        x^ 

Hl— ^j-— J  — "2— -3— 7— J  •••; 

indem  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  subtrahirt, 
findet  man 

(10.)  l(l+x)_l(l_;r)  =  l(J-±|)=  2(f  +  I  +  ^  +  ...). 

Setzt  man  jetzt 
(11.)    ^  =  —1-,  also  \^x  =  %±^,    x-x  =  -:-^--, 

so  wird 

1  +  ^     y  +  g       ,/i  +  A     1/    .    N      1 

und  Gleichung  (10.)  geht  über  in 

(12.)  l(y+.)=ly+2  [^  +  3-^3  +  ^-j^,  +  ...]. 

Sind  y  und  r  positive  Zahlen,  so  wird  x  ein  ächter  Bruch, 
und  es  gilt  also  die  durch  Gleichung  (12.)  gegebene  Entwickelung. 

Diese  Beihe  wird  besonders  häufig  angewendet  für  den  Fall, 
wo  «  =  1  ist;  dann  wird  nämlich 

(12a.)l(y+l)  =  ly+2[2^+3^^ 


§  39. 

Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen. 

Aufgabe.  Man  soll  die  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  10  auf  8  Decimalstellen  genau  berechnen. 

Auflösung.  Um  in  dem  Resultate  eine  Genauigkeit  von 
8  Decimalstellen  zu  erzielen,  wird  es  gut  sein,  die  Rechnung 
bis  auf  10  Decimalstellen  durchzufuhren. 
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Zunächst  ist 
(1.)  11  =  0. 

Ferner  setze  man  in  der  Reihe 
y  =  l,  dann  wird 

12 = 2  [^+  ^-p + T-3^ + ...y 

Nnn  ist 

1:3  =  0,333  333  333  3,  1:3  =  0,333  333  333  3, 

1 :  33  =  0,037  037  037  0,      1:3.33  =  0,012  345  679  0, 

1 :  35  =  0,004 1 15  226  3,      1:5.3*  =  0,000  823  045  3, 

1:3"  =  0,000  457  247  4,      1:7.3'  =  0,000  065  321 1, 

1:3»=  0,000  050  805  3,      1:9.3»  =  0,000  005  645  0, 

1:3»»  =  0,0000056450,  1  :  11 .  3»^  =  0,0000005132, 

1:3»»=  0,000000627  2,  1 :  13  .  3'»  =  0,0000000482, 

1 :31s  =  0,0000000697,  1  :  15  .  3»*  =  0,0000000046, 

1 :3i7  =  0,000000007  7,  1 :  17  .  3»"  =  0,0000000005, 

folglich  ist 

i-l2  =  0,346573  5902 
2  ' 

und 

(3.)  12  =  0,6931471804. 

Setzt  man  in  Gleichung  (2.)  y  =  2,  so  erhält  man 
l3  =  l2  +  2(i  +  3i^3  +  ^,  +  ...). 

Nun  ist 
1*:  5  =  0,2,  1:5  =  0,2000000000, 

1:5»  =  0,008,  1:3.53=  0,002  666  666  7, 

1:5^  =  0,00032,  1 :  5  .  5^  =  0,0000640000, 

1:5"  =  0,000012  8,  1:7.5"  =  0,000  001 828  6, 

1:5»=  0,000000512,  1:9.5»  =  0,0000000569, 

1:5^1  =  0,0000000205,  1 :  11 .  5»*  =  0,0000000019, 

1:  5»3  =  0,0000000008,  1 :  13  .  5^«  =  0,0000000001. 
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folglich  ist 

<^  +  3^3  +  5^>+ .-0=  ^'^^^^^^^^^^' 

12  =  0,6931471804. 

Dies  giebt 

(4.)  13=  1,0986122888. 

Femer  wird 

(5.)  14  =  2  .  12  =  1,3862943608. 

Für  y  =  4  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

15  =  14  +  2(1  +  ^  +  ^+...). 

Nun  ist 

1:9  =  0,1111111111,  1:9  =  0,1111111111, 

1 :  93  =  0,001 371 742 1,  1:3.  9"»  =  0,000  457  247  4, 

1:9*  =  0,000 016  935 1,  1 :  5  .  9^  =  0,000003  387  0, 

1 :  97  =  0,000000209 1,  1:7.9'  =  0,0000000299, 

1:9»  =  0,0000000026,  1:9.9»=  0,0000000003, 


folglich  ist 


^+3^.+  5^^  +  --  =  ^'"l^^^"^^' 


<^  +  3^»  +  5^*+  ••>  0,2231435514, 

14  =  1.3862943608; 

dies  giebt 

(6.)  15=1,6094379122. 

Femer  ist 

16  =  12  +  13  =  0,6931471804  +  1,098612288  8, 
oder 

(7.)  16  =  1,7917594692. 

Für  y  =  6  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

17  =  l6  +  2(^+3-\^+^-^+...). 
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Nun  ist 

1  :  13  =  0,0769230769,  1 :  13  =  0,0769230769, 

1  :  13»=  0,0004551661,  1  :  3  .  13-^  =  0,0001517220, 

1:13^  =  0,000  002  693  3,  1:5.13^  =  0,000  000  538  7 , 

1  :  13"  =  0,0000000159,  1  :  7  .  13'  =  0,0000000023, 


folglieh  ist 


dies  giebt 

also 

(9.) 


Vs+Bhs^^+^^  +  '-  =  0,0770753399, 

16=  1,791759469  2; 


also 
r  10.) 

also 
(11.) 


17=  1,9459101490; 

18  =  3  .  12  =  3  .  0,6931471804, 

18  =  2,0794415412; 

19  =  2  .  13  =  2  . 1,0986122888, 


19  =  2,1972245776; 
HO  =  12  +  15  =  0,693  1471804  +  1,609437  9122, 


110  =  2,3025850926. 

Berücksichtigt  man  nnn,  dass  die  beiden  letzten  Decimal- 
st^Uea  in  den  vorstehenden  Rechnungen  nicht  mehr  ganz  zu- 
verlässig sind,  und  behält  man  deshalb  nui*  8  Stellen  bei,  so 
ergiebt  sich  als  Resultat  der  Rechnung  die  folgende  Tabelle 

11  =  0, 

12  =  0,69314718, 
13=  1,09861229, 
14=  1,38629436, 
15  =  1,609437  91, 
16=  1,79175947, 
17=  1,945  91015, 

18  =  2,07944154, 

19  =  2,19722458, 
110  =  2,30258509. 


(12.j 
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Will  man  hieraus  die  Logarithmen  mit  der  Basis  10  berechnen, 
so  hat  man  nach  den  Äusfühningen  in  §  18  die  gefundenen 
Weithe  mit  dem  Modul  des  Briggs^sdien  Logarithmensystems, 
nämlich  mit 


(13.) 

ZU  mnltifdiciren. 


1       —  —  =— 1— — 

^^^""110        2,30258509 


=  0,43429448 


Bezeichnet  man  also  log«?  mit  M,  so  erhält  man  für  die 
Logarithmen  mit  der  Basis  10  folgende  Tabelle: 

log  2  =  3f .  1 2    =  0,301 029  99, 

log3  =  itf.l3    =0,47712125, 

log  4  =  3f .  1 4   =  0,602  059  99, 

log5  =  3f.l5    =t  0,69897000, 

(14.)  [     log6  =  Jtf.l6    =0,77815125, 

log7  =  JIf.l7    =0,84509804, 

log  8  =  3/.  18    =  0,903089  98, 

log9  =  JJf.l9    =0,95424251, 

l  Iogl0  =  3f.ll0=  1,00000000. 

Für  die  Berechnung  der  Logarithmen  aller  übrigen  Zahlen 
mit  der  Basis  10  findet  man  aus  Gleichung  (2.)  durch  Multi- 
plication  mit  M 

(15.)  log(j,+  l)  =  \og!,+2M[^+  ^^^3+  ...]. 

Dabei  braucht  man  von  der  Reihe  höchstens  nur  noch  die 
drei  ersten  (Hieder,  wenn  man  auf  8  Decimalstellen  genau 
rechnen  will.  Bei  etwas  grösseren  Zahlen  werden  sogar  schon 
die  beiden  ersten  Glieder  ausreichen.    So  ist  z.  B. 


153 

1 
105 


=  1^2 +  K4  +  3nöP +  •••)' 


=  0,0095238095, 


3 .  105'^ 


=  0,000000287  9; 
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folglich  ist 

153  =  152  +  2  .  0,0095240974 

=  152  +  0,0190481948. 

Hier  hat  schon  das  dritte  Glied  der  ßeihe  in  den  ersten 
8  Dedmalstellen  keine  geltende  Ziffer  mehr. 

Allerdings  darf  man  es  sich  nicht  verhehlen,  dass  die  Fehler, 
welche  man  durch  Vemachlässignng  der  späteren  Decimalstellen 
begeht,  bei  diesem  Verfahren  nm  so  grösser  werden,  je  weiter 
man  es  fortsetzt.  Zu  dem  Fehler,  der  schon  bei  der  Bildung 
Yon  ly  begangen  ist,  tritt  ein  neuer  Fehler  bei  der  Bildung  von 
l(y  +  1)  hinzu.  Ist  femer  die  Zahl  »,  deren  Logarithmus  man 
bilden  will,  eine  zusammengesetzte,  ist  z.  6. 

n  -=■  abc  .  • . , 

so  wird 

\n  =  \a  +  lb  +  lc+  ,.., 

so  dass  der  Fehler  bei  In  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Fehler  bei  la,  U,  Ic, . . .  ist. 

Man  muss  daher  die  Logarithmen  der  Primzahlen  2,  3 
und  5,  die  am  häufigsten  bei  der  Bildung  zusammengesetzter 
Zahlen  vorkommen,  ganz  besonders  genau  berechnen  und  kann 
das  in  folgender  Weise.    Es  ist 

^ = m  ■  (m 


(16.) 


„   /lex"  /25\8 


25\»» 


V80/ 
\80j 


(37.) 


«^V 


/16\i6   /25\^2    x81\' 

^=vi5>)  'KW  U; 

Daraas  folgt 

.3  =  U,(1|)  + 


«'  (i)  +  ^'  Q 


17H 
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Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2.),  wenn  man  fiir  y  die 
Werthe  15,  24  und  80  einsetzt  und  mit  20  Decimalstellen 
rechnet, 

^  (15)  ^'^(31+  3T3P  "^  •  •  V 

=  0,06453852113757117170, 


(18.) 


1 


(24)  ~ '^(49  + 3.  49»  "'"••7 


=  0,04082199452025512956, 

'  \W  ""'-^(161  +  3TT6P  "^  •  •  7 

=  0,012422  51999855715330. 

Bei  der  Berechnung  von  Utt)  und  1(St)  braucht  man 
liierbei  nur  6  Glieder  der  Entwickelung,  bei  der  Berechnung 
von  l(^)  sogar  nur  4.    Dadurch  findet  man 

12  =  0,693147180559945  30960, 

13  =  1,09861228866810969168, 
15=  1,609437  91243410037502, 

HO  =  2,302585  09299404568462. 

Es  ist  nicht  zu  verlangen,  dass  in  diesen  Resultaten  die 
beiden  letzten  Decimalstellen  noch  genau  richtig  sind;  und 
zwar  ist 

bei  12,         13,         15,         HO, 

die  obere  Fehlergrenze  ±  48,     ±  67,  ±  112,  ±  160, 
und  der  wirkliche  Fehler  +18,    +28,    +  42,    +  60; 
d.  h.  die  hier  angeführten  Werthe  von  12,  13,  15,  HO,  sind  in 
den  letzten  beiden  Decimalstellen  bezw.  um  18,  28,  42,  60  zu 
gross. 

Es  ist  dem  Anfänger  sehr  zu  empfehlen,  die  hier  angedeutete 
Rechnung  wirklich  durchzuführen. 

Jetzt  ist  es  auch  möglich ^  17  sehr  genau  auszurechnen, 
denn  es  ist 

72  =  —   2   52 
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also 

217  =  12  +  215-1(1^). 

Dabei  ist  nach  Gleichung  (2.)  f&r  y  =  49 

i«^.,/jL  .  __j_     _i_  .     \ 

\A9j        "^  V99  ^  3  .  993  ^  5  .  99^  ^'J 
=  0,02020270731751944840, 

und  wenn  man  die  hier  gefundenen  Weithe  zu  Grunde  legt, 

12  +  215  =  3,91202300542814605964, 

also 

217  =  3,89182029811062661124, 

17  =  1,945910149055313305  62, 

ein  Werth,  der  in  den  beiden  letzten  Decimalstellen  um  51  zu 
gross  ist. 

§  40. 

Partes  proportionales. 

Nach  Gleichung  (4.)  in§38istfDrn  =  2 

also 

'•■)'(iS)=-+*"^4[(Hk)'+(i^.n 

Nrai  wird  för  0  <  a:  <  +  1 

XX  X 

folglich  ist 

oder 

Setzt  man  wieder 


X  := 


2y  +  z 

Stegcauuin- Kiepert,  Differential-Bechnnng.  12 


) 


1  +  a:  =  7     .      ,  1—x 
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also 

2y  +  2r    ._  2y 

2y  +  ;r  '  ^       "^        2y  +  ;3 

1  +  a: y  +  c  a:      ;: 

1  —  x~~      y  1  —  a-"~2y 

SO  wird 

(3.)  l(y  +  ;,)  =  ly  +  _if_+iJ, 

WO 

(4.)  22  < 


«3 


12y3 
Ist  also  y>  10000,  ajSl,  so  wird 

(5.)  ^<  12.  10^2' 

d.  h.  R  hat  in  den  ersten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziffer  mehr. 

Darauf  grttndet  sich  bei  dem  Gebrauche  der  Logarithmen- 
tafeln die  Berechtigung  för  die  Interpolation  durch  die  partes 
proportionales. 

Sind  z.  B.  in  einer  solchen  Tafel  die  Logarithmen  für  alle 
fün&telligen  Zahlen  angegeben,  so  kann  man  daraus  doch  noch 
den  Logarithmus  einer  siebenstelligen  Zahl  n  bis  auf  7  oder  8 
Decimalstellen  genau  finden,  wie  folgt. 

Da  es  nur  auf  die  Mantisse  des  Logarithmus  ankommt,  so 
setze  man  das  Decimal- Komma  hinter  die  fünfte  Ziffer,  nemie 
die  Ganzen  y  und  den  übrig  bleibenden  Decimalbruch  z^  dann  ist 

n^y  -{-  z^  wobei  y >  10000  und  z<l. 

Jetzt  ist 

(6.)  l;,  =  l(y+;,)  =  ly  +  _Hi-+B„ 

(7.)  l(y+l)  =  ly  +  _2_^^^ 

wobei  man  aber  die  beiden  Beste  R^  und  R^  vernachlässigen 
darf,  da  beide  in  den  ersten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziffer  haben.    Setzt  man  daher 
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(8.)  ^  =  l(y+l)_ly  = 


2y  +  l' 
so  vird 

=  ly  +  z.J+       '^  2^ 


=  ly  +  r.^  + 


2y  +  «       2y  +  1 
2z(l— 2) 


(2y  +  ;:H2y+l) 

Dabei  ist  aber 

2^(1--)  2r(l-;g)  I  1 

(2y  +  ;5)(2y+l)^        4y2        ^2y2^2.10^* 

Setzt  man  also 

so  ist  der  Fehler  so  klein,  dass  er  in  den  ersten  8  Decimalstellen 
keine  geltende  Ziffer  hat. 

Man  braucht  also  nur,  um  In  zu  erhalten,  in  den  Tafeln  ly 
aufzuschlagen  und  den  Ausdruck 

z.J^z\[{y+  1)  — ly] 

zu  addiren,   welcher  unter  dem  Namen  ^partes  proportionales^ 
bekannt  ist. 

Das  Gesagte  gilt  zunächst  für  natürliche  Logarithmen,  da 
aber  die  finy^Ä'schen  Logarithmen  aus  diesen  entstehen,  indem 
man  sie  sämmtlich  mit  M^lo^e  multiplicirt,  so  gilt  es  in 
ähnKcher  Weise  auch  fttr  jBri^ytf'sche  Logarithmen  und  ebenso 
flr  jedes  andere  Logarithmen -System. 

§  41. 

Methode  der  unbestimmten  Coefficienten. 

Bei  manchen  Functionen  ist  die  Bildung  der  höheren 
Abldtongen  sehr  umständlich;  deshalb  wählt  man  zur  Ent- 
vickdung  nach  Potenzen  von  x  einen  etwas  anderen  Weg. 

Man  weiss  nämlich,  es  ist  nach  der  Mac-Laurin^sch^n  Reihe 

*.l.)  fix)  ==A  +  A^x+  A^x^  +  A^x^  +  . . .  +  A^^  +  Ä, 

12* 
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wobei 

(2.)  ^=/(0),       ^i=-^\        ^2=-^\... 

wird.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  aber 

(3.)    f(x)  =  A^+  2Ä^  +  3^3^:2  +  ...  +  nA^-^  +  ^- 

Ist  also  die  Entwickelung  yon/'(:r)  bekannt,  und  kann 
man  zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird  fflr  hinrachend  grosse 
Werthe  von  n,  so  findet  man  die  Werthe  der  Coefficienten 
A^ ,  ^29  ^3)  •  •  •  AUS  Gleichung  (3.)  Deshalb  soll  der  folgende 
Satz  bewiesen  werden: 

dR 
Ist  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  die    Grösse    -7- 

belieüg  klein^  so  gilt  dasselbe  auch  von  JR. 

Beweis.  Ist  e  eine  beliebig  kleine  Zahl ,  so  gilt  die  Voraus- 
setzung 

(4.)  -*<§<+*' 

also 

__e<o,  ^  +  e>0, 

oder 

deshalb  nimmt  R  +  ex  mit  x  beständig  zu,  während  H  —  ex 
beständig  abnimmt,  so  lange  x  zunimmt.  Für  x  =  0  sind  aber 
beide  Functionen  gleich  0 ,  folglich  ist  für  positive  Weiche  von  .r 

(5.)  Ii  +  €x>0    und    R  —  €x<Oj 

oder 

(5a.)  —  €x  <R  <  +  ex. 

Für  negative  Werthe  von  x  findet  man  ebenso 

(6.)  +  ex<R  <—ex. 

In  beiden  Fällen  wird  R  beliebig  klein,  denn  eist  beliebig 
klein. 

Dabei  ist  zu  beachten,   dass  -^   das  Restglied    in  der 
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Entwickelnng  von  /'  (x)  nach  stedgenden  Potenzen  von  x  ist 
Man  kann  daher  dem  eben  bewiesenen  Satze  anch  die  Fassung 
geben: 

Lässt  iieh  f*  (x)  nach  steiffetuhn  Potenzen  van  x  entwickeln^ 
so  giü  daeeelbe  auch  ton  f{x). 

Mit  Hfilfe  dieses  Satzes  findet  man  z.  B.  sehr  leicht  die 
Entwickelnng  von 

/(Vj  =  l(l  +  x)  =  A  +  A^x  +  A^x^  +  A^x^  +  ...  +  A^  +  Ä, 

dam  es  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  fb* 

—  1  <x<+l 

(7.)/'(^)==ji-=l-a:  +  :i:i-x3  +  ...  +  (-l)-->a:---'+g^ 

folglich  ist 

A  —f{0)  =  11  =  0,     ^,  =  1,     2^i  =  —  1,     8-43  =  +  1, . . 

ond  deshalb  in  Uebereinstimmang  mit  Formel  Nr.  59  der  Tabelle 

(8.)  1(1  +:r)  =  ^-^'  +  ^-J +  -.... 

Wenn  — 1<2;<+1  ist,  so  wird  dabei  R  beliebig  klein, 
weil  das  Restglied  -^  in  der  Ekitwickelnng  von/' (2:)  beliebig 
klein  ist. 

§42. 

Entwickeking  der  Function  aretga?  nach  steigenden 

Petenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  66.) 

Aufgabe.  Man  soll  die  Function  arctgrr  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

AuflÜtiuig.    Hier  ist 

UO  y(^)  =  aictgx^A+A^x+A^^+A^x^+...+An^+Ej 

(2.)  fix)  =  j^  =  A,+2A^+8A^x^+ ...  +nAn^'+~' 

Nun  wird  aber  nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  wenn  x^ 
ein  ächter  Bruch  ist, 
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(3.)       Y^i  =  (^  +  •'')"'  =  ^  -^'  +  ^'-^'  +  -..., 

folglich  ist 

^=r/(0)  =  arctgO=0, 

-4i  =  1,  ^2  =  ö»  3^3  =  —  1,  4^4  =  0,  5-^5  =  +  1, , . . 
und  deshalb 

(4.)  p^^-^  =  r-3  +  5-y+--- 

I  flir— l<a:<+l. 

-B  wird  dabei  beliebig  klein  fiir  hinreichend  grosse  Werthe 

von  «,  weil  das  Restglied  -^  in  der  Entwickelung  von  f\x) 

beliebig  klein  ist. 

§43. 

Berechnung  der  Zahl  tt 
durch  Anwendung  der  Entwickelung  von  arctgo;. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  66-68.) 

Die  Entwickelung  von  arctga;  nach  Potenzen  von  x  ist 
sicher  richtig ,  so  lange  x  zwischen  —  1  und  +  1  liegt.  Es 
lässt  sich  auch  beweisen ,  dass  sie  noch  für  2:  =  +  l  richtig 
bleibt*).    Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  findet  man  daraus  unmit- 

telbar  den  Werth  von  -,  weil  tgf-j  gleich  1  ist.     Denn  die 

Reihe  giebt  für  a:  =  1 

U•;  ^-^      3-1-5       7-^9      i^-t-      •••• 

Diese  Reihe  heisst  die  Reihe  von  Leibniz. 
Aus  Gleichung  (1.)  folgt  weiter 

?=o-i)+a-f)+G-n)+-. 


*)  Der  Beweis  kann  an  dieser  SteUe  Ubergaogen  werden,  weil  die 
Folgerungen  des  Satzes  hier  nur  geschichtliches  Interesse  haben.  In  den 
Beispielen  auf  Seite  209  (§  47)  wird  der  Beweis  nachgeholt. 
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oder 

und 
oder 

Berficksichtigt  man  in  Gleichung  (2.)  die  ersten  n  Glieder 
und  ebenso  in  Gleichung  (3.),  so   findet   man  zwei  Zahlen, 

TV 

zwischen  denen  —  liegt.  Man  erkennt  aber  auch,  dass  die 
Beclmung  sehr  langwierig  werden  würde,  wenn  man  nach  einer 
dieser  Reihen  den  Werth  von  -  nur  auf  6  Decünalstellen  genau 

4 

beredmen  wollte.  Man  kann  aas  den  Gleichongen  (2.)  und  (3.) 
noch  andere  ableiten,  die  zur  Berechnung  von  n  geeigneter 
sind.    Durch  Addition  der  Gleichungen 

1^^  Km  ■•"  5T7  ■*"  ÖTTT  +  •••)• 

1  =  ^  —  ^  (3:5  +  770  +  TTTs  +  •  •  7 

erhält  man  nämlich 


2  ^     Vi  .  3       3.5^5.7       7 . 


9 


+  9.11        11.13'''        "7' 

also 

(^•)  2  "^  ^  ■*■  '^  •  ^  (1T3T5  "^  577T9  +  9.11.13  +  •  •  7  ' 

oder 

.  TT  _  2         ^   .  /     1       ,        1        ,  1  \ 

'•'•^  2  -~  ^  "*■  iT3~^^-'*  V3.5.7  ^  tTÜTTi  "^  11.13.15+-7" 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  findet  man  in 
ähnlicher  Weise 
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n 


^"^  1.3"^^'^U.3.5       3.5.7 


■^5.7.9       7.9.11"'"       ')' 


also 

(6.)     .  =  2  +  jH_  +  2.4.6(j^  +  ^-^^  +  ...), 


oder 

(7.)     ^  =  2+A+    ^-^ 


1.3   '    1.3.5 

~  ^'^'^  (3.5.7.9  "^  7.9.11.13  +  •••)• 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  wobei  man  imm» 
stärker  convergirende  Reihen  erhält. 

Noch  schneller  f&hren  die  folgenden  Methoden  zum  Ziele. 
Setzt  man 

(8.)  ^^  =  2'     ^^^     «  =  arctg(-), 

(9.)  *fi^*'  =  3'        "        t?  =  arct«r(-), 

dann  wird 

^  +  i 

(10.)     t«(«  +  .)  =  ,^^i±^  =  ^^  =  i  =  i, 

^        ^  -«Vi/  Y tgWtg«?  1^      1^  5  ' 

2*3 

oder 

(11.)  w  + ©  =  arctgl  =-• 

Dies  giebt 

(12.)  f  =arctg(|)+arctg(|), 

oder 

(13.)   4=(2~3:2"»"^5:2"^~''"*'7"^V3""3:3^"^5^ 

oder 

(14.)   4  =  (2  "•"  3)~3  \2^^  ■*"  3»y  ■*■  5  V2^  "^  W ■"  ■'■ , 
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Diese  Beihe  heisst  die  Reihe  von  Euler.  Sie  ist  zur  Be- 
rechniiog  von  n  schon  weit  geeigneter  als  die  Reihe  von  Leibniz. 

Machin  hat  eine  Reihe  zor  Berechnung  von  n  angestellt, 
welche  fnr  die  numerische  Berechnung  noch  zweckmässiger  ist. 
Er  setzte  zunächst 

(15.)  tgu:s^-,     also     «  =  arctg^~)- 

Hieraus  folgt 

2 


1- 

1 

25 

5 

6 

1 

25 

(1..)  tg(4i.)  -  1  _  tg^2^)  -  '^ 1£  -  YY9* 

144 

Es  ist  demnach 

tg(4w)>l,    also     4tt>-7- 

4 

Der   Unterschied   zwischen  4u  und  -r   ist  offenbar  sehr 

4 

klein;  bezeichnet  man  ihn  mit  «,  so  wird 

(18.)  4tt  =  -7+t?,     oder    4w  — 1?==- 

4  4 

und 

(19.)  r  =  4t«-J. 

Deshalb  erhält  man 

,      .     tg(^")-tg(i) 

^  *^        l+t«(4«)tg(j) 

oder 

120 

rtWN  ♦  119  1 

^  +  n9-^ 
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Dies  giebt 
(21.)  t,  =  Brctg(^) 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (15.) 

(22.)  I  =  4  w  -  ü  =  4  arctg(i)  —  arctg  (— ), 

oder 

(23.)  4-  =  4(5— 3-51^+5:56— +  •••}— (239~3T239^^ 

Will  man  also  den  Werth  von  tt  bis  auf  8  Decimalstellen 
genau  berechnen,  so  findet  man 

1:5  =  0,2000000000,  —  1 :  3  .  5»  =  —  0,002666666  7, 

1:5.5^=  0,000064  0000,  —1:7.5'  =  —  0,000001 828  6, 

1:9.5»==  0,0000000569,       —  1  :  11  .  5^^  =  —  0,000000001  9, 

1:  13.5^3  =  0,0000000001, 
also 

arctg  ^~)  =  0,200064057  0  —  0,0026684972 
=  0,1973955598. 

Femer  ist 

1 :  239  =  +  0,0041841004 

—  1:3.  2393  =  —  0,0000000244, 
also 

arc  tg  (^^  =  0,004 184  076  0. 
Dai-aus  folgt 

J  =  4arctg(l)-arctg(,^) 

=  0,7895822392  —  0,0041840760, 


oder 


'2:^0,7853981632, 
4 


nr  =  3,1415926528. 

Hierbei  sind  die  beiden  letzten  Decimalstellen  nicht  mehr 
sicher,  weil  schon  bei  Berechnung  von  arctg  T—j  durch  Ver- 
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nachlässigong  der  folgenden  Decimalstellen  ein  kleiner  Fehler 
begangen  ist,  der  in  der  10^«''  Decimalstelle  kleiner  als  2^  ist. 
Dieser  kleine  Fehler  wird  aber  bei  der  Bildung  von  n  mit  16 
mnltiplicirt,  weil 

.T  =  16  arctg  (i)  -  4  arctg  (^) 

ist    Dazu  tritt  noch  ein  Fehler,  der  von  4  arctg  (503)  herrührt 

und  der  in  der  letzten  Decimalstelle  kleiner  ist  als  4.  Der 
Gesammtfehler  ist  also  kleiner  als 

44 

10"»* 

Dorch  eine  Rechnung  auf  mehr,  z.  B.  auf  20  Decimalstellen 
findet  man  dies  bestätigt;  es  wird  dann  nämlich 

n  =  3,14159265358979323846. 

Daraus  erhält  man  ohne  Weiteres  noch  die  folgenden  Zahlen, 
welche  in  der  Vermessungskunde  häufig  angewendet  werden: 

^C  1  ^  =  T^  =  0,017  453  292  519  943, 
180 

o  0  =  :!^  =  57,295  779  513  1 ; 

7t 

arc  1'  =     /^      =  0,000290888208  600, 
^  180.60  ^  g 437  74(5 770 734  9 ; 

^  7t 

arc  1"  =  ,  ,^  J^    ,^  =  0,000004848136  811, 
180.60.60         '  ' 

q"  =  ^^^'^^-^^  =  206264,806247  0904. 

TT 

Entwickeiutig  der  Function  arc  sin  o;  nach  steigenden 

Potenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  69.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  arc  sin  o;  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 


188 
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AufIVtung.    Setzt  man  hier 
(1.)  f{x)  =  aresin;!;  =  -<*  +  Aix  +  A^"^  +  . ..  +  A,^  +  R, 
so  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsätze 


(2.) 


/'W=yr^  =  (^--') 


-i 


=  ^1  +  ^A-iX  +  • . .  +  nAtißf^^  + 


dR 
dz 


-^■*"2*   "^2.4''   ■'"274:6*   ■'"•••• 

Wenn  a:^  kleiner  ist  als  1,  so  wird  ^  beliebig  klein  für 

hinreichend  grosse  Werthe  von  »,  folglich  gilt  anch  dasselbe  für 
ü,  and  man  erhält 

A  =/(0)  =  aresin  0  =  0, 

^,  =  1,    2^2  =  0,    3.^3  =  1,     4^4  =  0,     ö^s^ItI'---' 

folglich  ist 

(3.)      arcsin:r  =  —  H 1- . . . 

für— l<a:<+l. 

Anch  diese  Reihe  kann  man  zur  Berechnung  von  n  benatzen. 
Es  ist  n&mlich 

6)  =  2'     ^^     6  =  *^K2> 


folglich  wird 


6       2  ''■  2  '  3 .  2»   '   2.4    5.2*   '   2.4.6    7.2 


1_       1 . 3 

•'>3     *      Ö 


1       ,    1.3.5 

4- 


-  4- 

■•   I    .  •  •  • 


V.  Abschnitt. 

Conyergenz  der  Reihen. 

§45. 

Erkttrungen  und  vorbereitende  Beispiele. 

Ist 

eine  g^ebene  Function  der  positiven  ganzen  Zahl  m ,  so  bilden 
^e  einzelnen  Functionswerthe 

/(O),    /(l),    /(2),.../(n-l), 

oder 

•'oj      *'l5      «'2J    •  •  •   «'w-lj 

eme  mdHche  Reihe ^  welche  ans  n Gliedern  bestellt,   und  deren 
Summe  mit  Sn,  bezeichnet  werden  möge.    Es  sei  also 

'-•'  Ä;  =  tt„  +  tl,  +«2+...+  ttn-1. 

Wächst  die  positive  ganze  Zahl  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird 
^  der  endlichen  Beibe  eine  unendliche  Reihe.  Dabei  kann  es 
vorkommen,  dass  sich  Sn  mit  imbegrenzt  wachsendem  n  einer 
^mmten^  endlichen  Grenze  S  nähert,  dass  also 

'•^ )  lim  ä;  =  5 


nszx) 


^fi.  In  diesem  Falle  heisst  die  unendliche  Reihe  (oder  kürzer: 
^  Beule)  cKmvergeat.  Die  Grenze  S  heisst  dabei  die  Summe 
ier  Reihe. 

Wird  aber  Sn  mit  n  zugleich  unendlich  gross  oder  gar  unft«- 
^/nm/,  so  heisst  die  Reihe  divergent    Dies  giebt  die 

Erldirung.  Eine  Reihe  ist  concergent,  wenn  Sn,  die  Summe 
^^  n  ersten  Glieder,  sich  mit  unbegrenzt  wac/isendem  n  einer 
^^ffünmien,  endlichen  Grenze  S  nähert. 
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Bei  der  ray^'schen  Beihe  hatte  man,  wie  schon  hervor- 
gehoben wurde,  die  Convergenz  dadurch  nachgewiesen,  dass  mau 
untersuchte,  ob  der  Unterschied  B  zwischen  dem  Grenzwerthe 
f(x  +  A)  und  den  n  + 1  ersten  Gliedern  der  Reihe  mit  wachsen- 
dem n  beliebig  klein  werde.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  die 
Convergenz  der  Reihen  ganz  allgemein  prüfen.  Kann  man  näm- 
lich eine  Grösse  S  so  bestimmen,  dass 

(7.)  S—Sn^Rn,   und   (8.)  lim  An  =  0 

M=s«o 

wird,  so  ist  nach  der  angegebenen  Erklärung  die  Reihe  con- 
cergent ;  und  umgekehrt  muss  i2„  für  hinreichend  grosse  Werthe 
von  n  beliebig  klein  sein,  wenn  die  Reihe  convergent  ist. 

Man  kann  bei  einer  convergenten  Reihe  die  Grösse  ü».  welche 
man  den  Rest  der  Reihe  nennt,  auch  noch  in  folgender  Weise 
erklären.    Es  ist 

also 

(Rn  —  -Bi»-i-l  =  «Sn+l  —  Su  =  Wn, 
Rn  —  Äi+2  =  SnJf^  —  'S»  =  W»  +  ttn+1 , 

\  Rh Rn-^-q  =  ^^14-^ Sn^==  Un  +  U^^x  -f  . ..  +  ««+5  — 1- 

Da  nun  bei  einer  convergenten  Reihe  Rn^q  mit  unbegrenzt 
wachsendem  q  verschwindend  klein  wird,  so  ist 

(10.)  Rn  =  lim  («H  +  «*«+i  +  . . .  +  w«-f ,- 1) 

=  w„  -f  Un^{  +  Wn-f2  +  ...  in  infinitum. 

§46. 

Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  70  und  71). 

Zunächst  möge  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  dass  alle 
Glieder  der  Reihe  endlich  und  positiv  sind.  Dann  gelten  die 
folgenden  Sätze: 

Satz  1.    Ist 

t?0  +  t^l  +  t?2  +  .  .  . 

eine  convergenie  Reihe  mit  latäer  positivefi  Gliederny  und  ist  ton 
einer  bestimmten  Stelle  ab 
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so  ist  auch  die  Beihe 

«0  +  «!  +  «2  +  .  •  •  } 
{die  lauter  positive  Glieder  enthalten  möge)  convergent. 

Beweis.    Setzt  man 
^i  =  «0  +  «1  + .  - .  +  ttn-i ,    ä;'  =  f?o  +  t?,  +  .  .  .  +  P^_,, 
80  wird 

Sn-{-q  —  Äi»  =  «»  +  W»4.i  +  •  .  .  +  Wn-f  j-1  j 
S'n^q  —  Ä*n  =  t>«  +  t?»4-l  +  .  •  .  +  ^w+j— 1 9 

nnd  nach  Voraussetzung  wird 

Anserdem  nähert  sich  nach  Voraussetzung  S'n-\-q  —  S*n  mit 
wachsendem  n  der  Grenze  0,  wie  gross  auch  q  sein  mag,  folg- 
Kch  erst  recht  *S;+,  —  ä;  ,  d.  h.  Sn  und  Ä'n+«  nähern  sich  der- 
selben endlichen  Grenze. 

Satz  2.    Ist 

eine  divergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Oliedemy  und  ist  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

so  ist  auch  die  Heihe 

«0  +  «1  +  tfj  +  .  •  - 
divergent. 

Beweis.  Wäre  die  Reihe  u^  +  u^  +  «^  +  .  •  •  convergent, 
so  mfisste  nach  dem  ersten  Satze  auch  f  o  +  ^i  +  t'2  +  •  •  •  con- 
vergent sein,  und  das  widerstreitet  der  Voraussetzung. 

Satz  3.     Eine  Beihe 

«0  +  Wi  +  «2  +  .  .  . 

mit  lauter  positiven  Gliedern  convergirt,  wenn  von  einer  bestimm- 
ten Stelle  ab 

(1.)  !f!!±lS>fe<l 

^  Un     ~ 

»/,  tcohei  k  eine  von  n  unabhängige  Constante  ist, 

Stegemaan- Kiepert,  Differential-Beohntuig.  13 
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Beweis.    Nach  Yoraassetzimg  wird  für  hinreichend  grosse 
Werihe  von  »;  z.  B.  für  «^m 

also 

«».4-3  S  «'m+J*  S  «'»*^ 


(2.) 


d.  h.  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sind  die  Glieder  der  be- 
trachteten Reihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  ßeihe 

Um  +  M«A  +  Ujli^  +  t*mi^  +  •  •  •  ,* 

diese  Eeihe  ist  aber  convergent^  denn  sie  ist  eine  geometrische 
Progression,  bei  welcher  der  Qnotient  k  kleiner  als  1  ist,  und 
deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 

l  —  k 
wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  1  auch  die  Reihe 

«0  +  «'i  +  «2  +  •  •  • 

convergent. 

Beispiele. 


1)  ^-  =  l  +  n  +  2!  +  "-  +  («-l)! 

Hier  ist 


ar 


n 


a-+i 


**»  =  -7'  "»+1  == 


also  wird 

Un        n  +  1  — 
wenn  man  n  +  1  grösser  als  z  wählt,  folglich  ist  die  Reihe 

Z  3j  Z 

^  ■•"  n  "*■  2T  "*■  3!  "^  •  •  • 

für  alle  endlichen  Werthe  von  x  convei^nt. 

2^   V  ==£  j-lffj-iLi^j.  1.3...  (2»— 3)   x»«-' 

'     "       1  "'"2  3  "^2.4  5"^*"''"2.4...(2«  — 2)2n  — l' 
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Hier  ist 

_  i,S...(2n  —  S)(2n—l)     a;^»+' 
""■"     2.  4...  (2»  — 2;.  (2»)      2»  +  l' 

_l.S...(2n—l){2n  +  1)    x^-^^ 
«»+1—     2.4...(2»).(2«  +  2)      2n  +  3' 
folglich  wird 


un^i  ^       (2n  +  l)^x^       ^ 


0  +  T  +  ^) 


X» 


tt,        (2«  +  2)  (2«  +  3)         4   .   10  ,    6 

Ist  z  gleich  1,  so  nähert  sich  dieser  Ausdruck  mit  wachsendem 
n  dem  Werthe  1  beliebig,  dann  ist  also  die  Bedingung 


U 


•n 


nicht  erMt,  denn  i  mnss  um  eine  endliche  Grösse  von  1  ver- 
schieden sein.  Damit  ist  noch  nicht  gesagt,  dass  in  diesem 
Falle  die  Beihe  divergent  ist;  es  lässt  sich  viehnehr  ihre  Con- 
vergenz  auf  einem  anderen  Wege  (vergl.  Seite  204)  sehr  wohl 
beweisen. 

Ist  dagegen 
so  wird  auch 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Eeihe 


x       1  x^ 
1  "^  2  3" 

-k 

.  %X^ 

.4  5 

+  ... 

sichö*  convergent. 

3)     ^.=  l+§+| 

3^ 

+  .. 

1)'' 

wobei /?>0  sein  möge. 

Hier  ist 

91       —   ^— M 

Wn-fl  = 

a*+i 

J 

""-»?' 

(»  +  1)' 

folglich  wird 

13* 
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Wn-fl       /      »      V  ^ 


«n        \n+lj  ' 


0+^)' 


gleich  oder  kleiner  als  ein  ächter  Brach  i,  wenn  x  gleich  ^  ist. 
Die  Reihe 

ist  also  convergentj  wenn  :r  kleiner  als  1  ist. 

Satz  4.     Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver 
gent,  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

(8.)  "-+'  --  ' 

ist 


(4-) 


it. 

Wm  =  Wm, 

Wm+l  ^  t^«., 

1 

W»-|-2  ^  «m+1  ^^  «••, 

Mm-f-S  ^  Wm4-2  ^  W»? 

Da  nnn  die  Reihe 

divergent  ist,  so  ist  die  Reihe 

<*o  +  <*i  +  «2  +  •  •  • 
nach  Satz  2  erst  recht  divergent. 

Die  Reihen 


nnd 


1  "'■2  Y+2T4  5  "^  ••• 


sc  «C  3J 

1  +  p-  +  2F  +  3F  +  ---» 


welche  vorhin  in  den  Beispielen  2  und  8  untersucht  wurden, 
sind  daher  divergent,  wenn  :r>  1  ist;  denn  man  kann  dann  n 

so  gross  wählen,  dass  auch  die  Grössen  ^^,  nämlich 
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i'^T^id 


X* 


bezw. 


gläch  oder  grosser  als  1  werden« 

Salz  5.    Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  OUedem  ist  can- 
verffeni,  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  db 

(5.)  >^^A<1 

ist. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist  für  n  ^  m 
(6.)  tt»SA-, 

folgtich  wird 

(7.)  {  ««^^  ^  *"^'' 


d.  h.  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sind  die  Glieder  der 
betarachteten  Beihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  Reihe 

1  +  *  +  *2  +  ^3  4.  .  .  _ 

Diese  Reihe  ist  aber  convergent^  denn  sie  ist  eine  geometri- 
sche Progression,  bd  welcher  der  Quotient  k  kleiner  als  1  ist, 
und  deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 

1 
1  —  k 

wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  1  auch  die  Reihe 

«0  +  «1  +U2  +  ... 

convergent. 

BelspieL 

Es  sei 

^»  —  j|^2  "1"  22   ■'"  32   "*"  42    "^  •  •  •  "^  ^2  ' 

also 
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und 


u.=^,  «„^,=^-1^*) 


Wn+l 


n±x  ^  /     n     Y  ^  1 


Dieser  Ausdruck  nähert  sich  dem  Werthe  1  beliebig  mit 
wachsendem  n,  wird  also  grösser  als  jeder  beliebige  ächte 
Bruch  k.  Der  Satz  3  reicht  hier  deshalb  zum  Beweise  der 
Convergenz  nicht  aus. 

Ebenso  nähert  sich 

dem  Werthe  1  beliebig,  denn  es  ist 

log  {Yun)  =  log  Vn  "  V  =  —  ^  log«. 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  mit  wachsendem  n  beliebig  klein. 
Nimmt  man  z.  B.  die  Zahl  10  als  Basis  des  Logarithmensystems 
und  setzt 

n  ==  10", 
so  wird 

iogyfi;=— — , 

n 

folglich  nähert  sich  log]/üii  mit  wachsendem  m  dem  Werthe  0 


*)  Da  in  der  Summe  fin  =  1*0  +  ^4+02  +  ...  +  «n— i  das  n'*  GUed 
mit  um-1  bezeichnet  worden  war,  so  mttsste  man,  streng  genommen, 

1  1 

*^  =  (n  +  l;2*     «^+1  =  (n  +  2;2 

setzen;  man  kann  aber  auch  das  erste  Glied  uq^^O  setzen,  dann  wird 
in  dem  vorliegenden  Beispiele 

Ä»«0  +  ^  +  22-+  ...  +  („_ij2»  also  '*»""^»  «*+*'=  (n  +  1)2 * 
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n 

und  deshalb  yün  dem  Werthe  1  beliebig. "")    Daher  ist  auch 
der  Satz  5  nicht  nranittelbar  verwendbar. 

Setzt  man  aber 


«0  =  jT» 

«1=21-+ 31' 

^  "~  4*2  "^  52  "*"  6*       7^ ' 


so  wird 


_    1  1  ,  1 

"*"■  (2*)2  "^  (2«+l)2  "*"•••  "^  (2»»  +  2"—  1)2' 

«0  =  1, 

^1.1        1 

''i  '^^  42    •   42  "•   42    *   42  ""  4  ' 


**"  "^  (^2"*}2  "*"  (2"»)2  ■+*•••■!■  (2»)2       2"»' 
Es  ist  also 

«i<2'         V^<2'         >^<2'  •••  Vt^<2' 
und  deshalb  die  Reihe 

^2    '   2^       32  ^  42    '    52    '    • '  • 

Satz  6.    jStn«  JReihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
ffeniy  tcenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 


*)  Ein  YollBtändig  strenger  Nachweis  dafür,  das  lim  VA-  -«  1  ist, 


wird  an  einer  späteren  Stelle  gegeben  werden. 
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(8.)  y^n  ^  1 

ist 

Beweis.    Für  hinreichend  grosse  Werthe  von  m  ist  in  diesem 
FaUe 

W«  ^  1,      Um-i-l  ^  1,      W|ii+2  ^  1>  •  •  •  ; 

da  nun  die  Reihe 

1  +  1  +  1  +  .. . 
divergent  ist,  so  ist  die  Beihe 

«0  +  «1  +  «2  +  . . . 
nach  Satz  2  erst  recht  divergent. 

Das  zu  Satz  5  gegebene  Beispiel  kann  man  sogleich  ver- 
aUgemeinem  und  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Satz  7.     Die  Reihe 

IJ»  ~  2'       3'       4' 
ist  convergent  für  p>  1. 

Beweis.    Setzt  man 


«o=iF' 


(9.) 


«1  =  27  +  3F' 

***  ~  4j>    '  51»  "'"  6i>  "■   7p  ' 


«»  = 


"T"  fam 


dann  wird 


(10.) 


(2»)''  '   (2"  +  l)' 

IV-i 


+  ...+ 


(2 


m-fl 


1)' 


"1  "^  2'       2'      \2/ 

'*^<4F  +  i7  +  iF  +  4?=V4; 


lV-1 


""  *^  (2»)i'  "*"  (2'»)»'  +  •••"""  (2»)i' 


m\p        V^2"'/ 


lV-1 
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folglich  ist 

(u.)    -.<©'-,    {'^<(i)'-',...-Vii<(l)'-', 

und  da  nach  Voranssetzimg  p  —  1  positiv  sein  soll, 
Deshalb  ist  die  Reihe 


lj>  ^  2'       3'       4J>  ~ 
convergeni,  wenn  />  >  1  ist. 

Satz  8.     Die  Reih« 

19^  2P       SP       Ai' 
üt  divergent  für  p'^l. 

Beweis.    Setzt  man  in  diesem  Falle 


(12.) 


«0 

^^s 

1' 

=  1, 

«1 

= 

1 

2' 

> 

«, 

= 

1 
8' 

-^ 

> 

• 

• 

1 

• 

•         • 

1 

+ 

• 

1 
7' 

• 

+ 

• 

1 

•             • 

1 

dann  wird 


(13.) 


"»—  (2— >+  1)1»  "*■  (2"-'+  2)'  (2")'"' 


^  -^  4'  ^  4'       2  ' 

«,>—  +  —  +  —  +  —  =  —  =  -•  8^-', 
^  ^  8'  ^  8^  ^  8'  ^  8'       8'       2  ' 


u^>  7^.  +  7^+  ...  +71^77  =  ^ •  (2~y-^, 


(2"')'    '   (2-*)J 


(2"»)i'       2 


oder 

(14.)  y^^>2'''P,       V2^>2^-^...l/2ii;>2»-*. 


m 
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Es  wird  also,  da  /?  ^  1  und  deslialb  1  — p  ^  0  ist, 

folglich  ist  nach  Satz  6  die  Beihe 

2^0  +  2«!  +  2u2  +  . . . 
und  deshalb  auch  die  Reihe 

«0  +  **!  +  Wj  +  .  .  - 

divei'gent. 

Sab  9.    Ist 

<?0  +  ^1  +  «^2  +  ^3  +  •  •  • 

eine  convergenie  Reihe  mit  lauter  positiven  Oliederny  und  ist  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

(15.)  f!^^^!^, 

SO  ist  auch  die  Reihe 

«0  +  «1  +  W.2  +  «^  +  •  •  •  J 

(welche  gleichfalls  lauter  positive  Glieder  enthalten  möge^,  con- 
vergent. 

Beweis.    Ist   m  hinreichend  gross,  so  wird  nach  Voraus- 
setzung 

Um-^l    ^    Vm-\-{ 
Um      ~       t?«    ' 

oder,  wenn  man  -f^  mit  -4  bezeichnet, 


(16.)  ttm+1  ^  t>tn-\-\  .  A, 

Femer  wird 


(17.) 


Um-\-^  ^  :: ^m-\-2  ^  t?m+3  '  -Ä, 

t?  »1-1-2 


Daraus  folgt,  dass  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  die 
Glieder  der  Reihe  «o  +  "i  +  *f>  +  •  •  •  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden  Glieder  der  Reihe   Av^  +  Av^  +  Av2  +  . . .  ;    da 
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aber  ©^  +  ©j  +  «2  +  • .  •  nach  Voranssetzimg  eine  convergente 
Beihe  ist,  so  gilt  dasselbe  von 

(18-)  Av^  +  Av^+Ac2  +  ...; 

deshalb  ist  auch  nach  Satz  1  die  Reihe 

«0  +  W|   +  Mj  +  .  .  . 

convergent. 


10.     JSine  Heike  mit  lauter  positiven  Gliedern 
ist  converffent,  toenn  van  einer  beetimmten  Stelle  ab 


(19.) 

»^1    -;^,>i 

ist. 

Beweit. 

Ans  der  Yoraossetzung  folgt 

oder 

(20.) 

Ml                  ~^-~                     ^^ 

Un    —       n 

Setzt  man  jetzt  tq  =  0  nnd  für  n  >  0 
(21.)  rn  =  ^ 

SO  ist  die  Beihe 

nach  Satz  7  convergent,  weil  />  >  1  ist.    Dabei  wird 

Nun  ist  nach  der  Mac  -  Laurin'^hibn  Eeihe 

(1  +  Xf+^  =  1  +  (;,  +  1)  (1  +  Qxy  .  X. 

Da  0^0^+1  ist,  so  ist  für  positive  Werthe  von  x 

1  +a:^l  +  &x, 
also 

(1  +  xy+^  ^1  +  (px  +  x){i  +  x)Pj 
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oder 

(28.)  i-p,^(^y. 

Setzt  man  in  dieser  Ungleichung  2;  =  — ,  so  erhSlt  man 

(24.)  i_£  =  lz:£^('-4-Y  =  E=±i, 

oder  mit  Bücksicht  auf  Ungleichung  (20.) 

(25.)  *^^<£!H1. 

Es  gilt  deshalb  in  diesem  Falle  der  Satz  9,  d.  h.  die  Beihe 

«^0  +  «1  +  «*2  +  «3  +  •  •  • 

ist  convergent. 

Beispiel. 

Es  sei 

V  —14.1   i4.ii?    i4.  1.3...(2;>— 3)        1 

,     ^„-l-f-2-3  +  2.4"5'^''"*"2.4...(2n— 2)'2n— 1' 

daim  wird 

_  1.3...(2;>  — 8)(2n  — 1)         1 
^"  ""     2  .  4  ...  (2»  —  2)  .  (2»)     '  2»  +  1 ' 

__1.3...(2;>  — 1)  (2n  +  l)         1 
""■^^  2.4...(2«).(2;j  +  2)    '  2n  +  3  ' 

^n-hi  _         (2n  +  1)^         _  4n3  +  4n  +  1 
Un   "^  (2»  +  2)  (2»  +  3)  "■  4«2  +  10»  +  6 


4  +  1^  +  4 


Dieser  Ausdruck  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der 
Grenze  1  beliebig;  deshalb  ist  Satz  3  nicht  anwendbar.  Da- 
gegen wird 
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\         Un)         \        4^2  +  10«  +6/      4n2  +  10/1  +  6  ' 

also 

/       ti,»-n\       6n>  +  5»  —  6  __  (2»  +  3)(3n  —  2)  _  3n  —  2 
A         11, /"^  4n»  +  10«.  +  6      (2«  +  3)(2«  +  2)'"2»+2' 
oder 

•(■-=^)>'+£^...>?.''('-=^')=r 

d.L 

»(1— ^^Mist  far  n^4  ein  nnächter  Brach,  der  sich  dem 

Graizwerth  |  beliebig  nähert,  folglich  ist  die  Reihe 

1    1   ,  IjJ    1   ,   1.8.5    1^ 

^■'■2'3'^2,4'5'^2.4.6'7'^" 
convergeni, 

Satz   11.     Eine    Beihe    mit   lauter  positiven    Gliedern   ist 
dkergentj  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

Beweis.    Ans  der  Voranssetzung  folgt 

(27.)  n-lS«^^,    oder  !f2±^>^^=i. 

—         «n  Un    —        n 

Setzt  man  also 

(28.)  {m—l)u^  =  A, 

80  ist  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  m 

A 
m  —  1 

^  (m  —  1)  tt«      A 
m  m 


tt«+3^ 


m  +  1  — w  +  1 
{m  + 1)  w«4.2  ^     A 


m+2      —m+2 
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Da  nun  die  Beihe 
divergent  ist,  so  ist  auch  die  Reihe 

-^(T  +  l  +  f  +  r  +  -)=T  +  l  +  7  +  T+- 

divergent,  folglich  ist  nach  Satz  2 

«0  +  «'l  +  «^  +  ^3  +  •  •  • 

erst  recht  divergent. 

§  47. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  72  und  78.) 

Die  Bedingungen,  welche  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
für  die  Convergenz  einer  Reihe  aufgestellt  wurden,  bezogen 
sich  immer  nur  auf  ihre  Glieder  von  einer  bestimmten  Stelle  ab. 
Die  ersten  Glieder  der  Reihe,  d.  h.  die  Glieder  bis  zu  einer 
bestimmten  Stelle,  die  noch  im  Endlichen  liegt,  sind  nur  der 
einen  Bedingung  unterworfen,  dass  keines  von  ihnen  unendlich 
gross  wird. 

Für  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  gilt 
zunächst  der  folgende  Satz: 

Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  convergirt, 
wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt. 

Beweis.    Es  sei 

(1.)  ä;  =  Wo  +  «1  +  t^  +  . . .  +  Un^\ ; 

hierbei  seien  die  Glieder 

Wj  ,    ^2  )    -  *  *  ^M 

alle  positiv  und  die  Glieder 

mt    II      »I    II  «,     II 

U\     ,  U^     j  .  •  •  Uy 

alle  negativ.    Setzt  man  also 

(2.)    Wj'  +  tt^'  +   ,  .  .  +  w^'  =  Sn%    «i"  +  W-i"  +  .  .  .  +  U^"  =  Sn"j 

SO  wird 

(3.)  Sn  =  Sn'  -  Ä/'. 
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Ans  der  gegebenen  Reihe  kann  man  aber  eine  andere 
bilden,  indem  man  s&mmtliche  Glieder  mit  dem  positiven  Vor- 
zeichen nimmt.  Diese  Reihe  ist  nach  Voraussetzung  convergent, 
d.  Ii.  die  Summe  SJ  +  Sn'  nähert  sich  mit  wachsendem  n  einer 
bestinunten,  endlichen  Grenze.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
sich  Sn'  und  Sn"  einzehi  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze 
nähern,  und  daraus  folgt,  dass  dasselbe  auch  für 

Ä.  =  SJ  —  SJ' 


gut. 

Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  GUedem  kann  aber 
auch  dann  noch  convergiren^  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  divergirt. 

Versteht  man  unter  einer  aJtemirenden  Reihe  eine  Beihe, 
deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  gilt 
z.  B.  der  Satz: 

Eine  aüemirende  Reihe  canvergirt,  wenn  der  absolute  Betrag 
der  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich  klein  wird. 

Beweis.    Es  sei 

(^.)         -S2m  =  Mo  —  Ui+tfj  —  WaH ...  +  «^-2  —  «2m- 1 , 

Ol  =  W2m, 

Qj  =  U2m («'2m4-l W2«+2)j 

^^'^    \       05  =  *'2m (W2«»+l W2«+2) (W2m-f 3 «2m+4) , 

Q-la^\  =  U2m (W2«i+1 «'aifi+j) ... («2m+2ff-3  —  W2m+2«-2) ; 

Ol  =  (W2m W2«+|)  , 

Qa  =  (W2m W2i»H-l)  +  (W2m+2  —  ^lm-^{) , 


(6-)   { 


Qla  =  («^21» «2m+l)  +  (W2m+2 W^m+s)  +  .  .  . 

+  («2m4-2a-2  —  W2m+2a-l)- 

Da  nach  Voraussetzung  die  Glieder  ihrem  absoluten  Betrage 
nach  immer  kleiner  werden,  da  also  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  m 

U%m  >  «'2»-f  1  >  <*2«+2  >  .  .  .  >  thm+1a-\  >  0, 

SO   sind  in  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  die  Klammergrössen 
sammtlich  positiv,  und  man  erhält 
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/y  V  f  tt2m  =  Ql  >  Q3  >  Qo  >  .  .  .  >  Q2«-l , 

Ausserdem  ist 

Q2«  ==  Qirt-l tf2m-f 2«-l  <  Q2«— 1 , 

also 

(8.)  0<Q2„<Q2«-l<W2m, 

wie  gross  auch  a  sein  mag.    Nach  Voraussetzung  ist 

lim      (Q2«-l  —  Q2«)    =     ^^      «2m+2«-l  =  0, 

deshalb  wird 

(9.)  lim    Q2«-i  =   lim    Q^«, 

und  zwar  lißgt  die  gemeinsame  Grenze  dieser  beiden  Grossen 
nach  den  Ungleichungen  (8.)  zwischen  0  und  t^.  Da  aber  ihm 
mit  wachsendem  m  beliebig  klein  wird,  so  ist  damit  bewiesen, 
dass  der  Unterschied  zwischen 

S2m  und    Ä'2m+2«-l  =  ^Jm  +  Qua  -1 

und  ebenso  zwischen 

S2m  und    >S2m+2«  =   Äjm  +  Qia 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  welchen  Werth  a  auch 
haben  mag,  wenn  man  nur  m  hinreichend  gross  macht,  ^n 
nähert  sich  daher  mit  wachsendem  n  einer  bestimmten,  endlichen 
Grenze  S,  d.  h.  die  Reihe 

«0  —  ««1  +  «2  —  «fj  H •  •  • 

ist  convergent 

Aus  der  Gleichung 

Ä'  ==  aSj«  +  lim  Q2«  =  Ä2m-i  —  «<2m-i  +  lim  Q2« 

und  der  Ungleichung 

(8  a.)  0  <  Q2«  <  Q2«-l  <  W2m  <  U2m-i 

folgt  hierbei 

(10.)  S2m<S<S2m-l, 

(11.)  O^S'2sn-\  —  S<U2m^\,    0^^— ^2m<W2m, 

oder  nach  Gleichung  (7.)  in  §  45 

(12.)  O^R2m^U2m, 

(13.)  —  U2m-i  g  B^m^X  S  0- 


J 
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Beispiele. 


1)  Die  Reihe 


1       2^3       4^      ••• 


ist  Cancer  ff entj  und  zwar  ist  nach  Formel  Nr.  60  der  Tabelle 
ihre  Summe  gleich  12,  obwohl  die  Reihe 

divergent  ist,  wie  schon  in  §  45  gezeigt  wurde. 
2)  Die  Reihe 

1-3+5-7+-.. . 
ist  eontergent,  und  zwar  ist  nach  Formel  Nr.  66  der  Tabelle 
ihre  Snmme  gleich  -j'    Hierdurch  ist  auch  der  Nachweis  ge- 
führt, dass  die  Formel  Nr.  65  der  Tabelle  noch  richtig  bleibt 
für  ^  =  +  1.    Die  Eeihe 

1  +  I  +  F  +  7+--- 

ist  dagegen  divergent.    Dies  folgt  schon  daraus,  dass 


oder 


^  +  l+F+y  +  -->Kr+i+l  +  i+-) 


ist. 


Bei  altemirenden  Reihen  kann  ein  eigenthümlicher  Um- 
stand eintreten.  Werden  nämlich  die  absoluten  Beträge  der 
Glieder  schliesslich  nicht  beliebig  klein,  sondern  nähern  sie  sich 
emer  bestimmten,  endlichen  Grenze  ^,  so  werden  sich  die 
Differenzen 

W« Wm+l 

der  Grenze  Null  nähern.    Es  kann  also  sehr  wohl  eintreten, 
dass  sich  mit  wachsendem  n 

Stegemaiui- Kiepert,  DÜferential-Beohntuig.  14 
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Sin  =  («0  —  Wi)  +  («2  —  «^)  +  •  •  -  +  («^n-2  —  W2n-l) 

einer  bestinmiten,  endlichen  Grenze  nähert.    Dasselbe  ist  dann  bei 

Ä2„+l=  >S2n+W2n  =  tto  — (^t  — «2)  — («^  — ^4)— •••  — («^-l— **l«) 

der  Fall;  trotzdem  ist  die  Reihe  diver  ff ent,  denn  es  ist  nach 
Voraussetzung 

lim  (Ä2»+i Ä2n)  =  lim  W2n  =  ^5 

d.  h.  die  Somme  der  Reihe 

«0  —  «1  +U2  —  W3  H ... 

nähert  sich  zwei  endlichen,  nm  q  von  einander  verschiedenen 
Grenzen,  jenachdem  man  eine  gerade  oder  eine  unfferade  An7ah1 
von  Gliedern  addirt.  Eine  solche  Reihe  wird  eine  osciäirende 
Reihe  genannt. 

Beispiele. 

1)  Bei  der  Reihe 

a  —  a  +  a  —  a  -{ ... 

ist 

S'2n  =  0,  Äzn+l  =  a. 

2)  Bei  der  Reihe 


2_3       4 _5       6_7 
1       2"*'3       4'^5       6"^ 


ist 


-»=a-j)+(H>a-i)+--(.i^-Ä). 

also 

lim  Sin  =  12,        lim  Sin^x  =  1  +  12. 

§  48. 

Bedingte  und  unbedingte  Gonvergenz. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  74.) 

Bisher  wurde  stillschweigend  die  Annahme  gemacht,  dass 
bei  den  Gliedern  einer  Reihe  eine  bestimmte  Ordnung  fest- 
gehalten werde. 
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Bei  einer  Samme  mit  einer  endlichen  AnzaM  von  Gliedern 
ändert  sich  der  Werth  der  Summe  gar  nicht,  wenn  man  die 
Änfeinanderfolge  der  Glieder  ändert;  bei  Summen  mit  anend- 
lich vielen  Gliedern  aber,  d.  h.  also  bei  unendlichen  Seihen 
kann  sich  möglicher  Weise  der  Werth  der  Summe  mit  der 
Reihenfolge  der  Glieder  ändern.    Ist  z.  B. 

+(-2 L_+_i J_^ 

^\4/»  — 3       4«  — 2^4n  — 1       inj 
and 

SO  wird 

^  \4tn  —  2^4«       2»/ 

=(|-i)+(l~l)+--+(4;i=2-i;)' 


oder 


-•---=K(M)+a-[)+-+(^-4)] 


Nun  wird  aber 


limÄ'„  =  l2,         lim(S„'  — Ä'„)  =  |l2, 


n  =  30  n^30 


fo]^ch  ist 


lim  ä;' =  1 12  =  1  lim -Sn. 


Die  Eeihen 


nnd 


1      I4.I       l+i_l  +  _ 


1+3       2  +  5+7       4  +  +       ••• 


14 
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sind  also  beide  convergeut  und  jede  von  ihnen  enthält,  wenn 
man  sie  nur  weit  genug  fortsetzt,  sämmtliche  Glieder,  welche 
die  andere  enthält,  aber  ihre  Summen  haben  verschiedene  Werihe^ 
weil  die  Aufeinanderfolge  der  Glieder  in  den  beiden  Reihen 
eine  verschiedene  ist. 

Eine  Reihe,  bei  der  sich  die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
mit  tvachsendem  n  nur  unter  der  Bedingung  derselben  endlichen 
Grenze  nähert  ^  dass  die  Aufeinanderfolge  der  Glieder  eine  be- 
stimmte ist,  heisst  bedingt  convergent  Bleibt  aber  dieser  Grenz- 
u:ert/i  derselbe,  wie  man  auch  die  Glieder  der  Reihe  anordnen 
mag,  so  heisst  die  Reihe  unbedingt  convergent. 

Dabei  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

JEine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  nach  Absonderung 
von  Sn  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern,  welche  aus  den 
noch  folgenden  Gliedern  willkürlich  ausgewählt  sind,  beliebig 
klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

Beweis.    Um  zu  zeigen,  dass  sich  dann 

(1.)  Ä'H  =  Wo+Wt  +  ...  + Wn-i,  und  /S'/  =  V  +  «i'  +  ---  +  «Vi 
derselben  endlichen  Grenze  nähern,  kann  man  p  so  gross  wählen, 
dass  die  Glieder 

sämmtlich  unter  den  Gliedern 

enthalten  sind.  Ausserdem  kommen  in  Sp*  noch  beliebig  viele 
andere  Glieder 

Ur,  Ug,  Ut,  . .  * 

vor,  so  dass 

(2.)  S,'^Sn  +  Ur+U,  +  Ut  +  ... 

wird.    Nach  Voraussetzung  ist  aber 

(3.)  lim  (ttr  +  w,  +  Wf  +  ...)  =  0, 

folglich  wird 

(4.)  Hm  .yy^  lim  An; 

d.  h.  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nähert  sich  die  Summe 
Sn  mit  wachsendem  n  derselben  Grenze,  wie  man  auch  die  Rei- 
henfolge der  Glieder  bestimmen  mag. 
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Diese  Voraussetzung,  unter  welcher  der  eben  bewiesene 
Satz  gilt,  wird  offenbar  erfüllt,  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Betrage  convergirt.    Bezeichnet  man  nämlich  mit  \u\  den  abso- 
luten Betrag  von  ti,  und  nähert  sich 
(5.)  2n  =  |tt,|  +  \u,\  +  \u^\  +  ...  +  \u^,\ 

mit  wachsendem  n  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  2j  so 
wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n 

(6.)  ^^„  —  -«  =  \Un\  +  |Wn+l|  +  .  .  .  +  |UiH-«-l  I 

beKebig  klein,  folglich  erst  recht 

Ur  +  U,  +  Ut  +  ..., 

wobei  Wr,  w,,  ««,...  aus  den  Gliedern  w«,  Wn-fi,  ...  «n+a-i 
willkürlich  ausgewählt  sind. 

Hiervon  gut  aber  auch  die  Umkehrung: 

Wird  bei  willkärlicher  Austcahl  der  Glieder  Urj  «,,  Ut, » . . 
aus  den  Gliedern  Un,  t«n+i, . . .  Un+a-\  die  Summe 

«r  +  «#  +  «#+..  . 

ßir  hinreichend  (/rosse  Werthe  von  n  beliebig  klein,  so  ist  in  der 
Reihe  Wq  +  «i  +  «^2  +  •  • .  ^«^  Summe  der  absoluten  Beträge 
eine  concergente  Reihe. 

Beweis.    Setzt  man 

(7.)  Sn^a iSn  =  M»  +  M„^.l  +  .  .  .  +  Wn-|-«-l  =  !>« 

und  bezeichnet  die  Summe  aller  positiven  Glieder,  welche  in  Z)„ 
enthalten  sind,  mit  D^^*  und  die  Summe  aller  in  D^  enthaltenen 
negativen  Glieder  mit  — A/'>  so  ist 

(8.)  Da  =  Da*  —  Da*'. 

Nach  Voraussetzung  müssen  Da*  und  Da**  einzeln  beliebig 
klein  werden,  folglich  wird  auch 

19.)  ^n^a  —  ^n  =  Da*  +  Da' 

beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.  ^n  und 
^a  nähern  sich  daher  mit  wachsendem  n  demselben  Grenz- 
werthe  2S,  d.  h.  die  Summe  der  absoluten  Beträge  ist  con- 
tergenf. 

Der  vorhin  ausgesprochene  Satz  deckt  sich  daher  mit  dem 
&lgenden  Satze: 

Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  convergirt;  und  umgekehrt. 
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§  49. 

Multiplication  der  Reihen. 

(VergL  die  Formel  -  Tabelle   Nr.  75.) 
Sind 

U=zUq  +  «1  +  «2  +  ••• 

und 

r=  t?o  +  t?!  4  t?2  + . .  • 
zwei  unbedingt  convergente  Reihen^  und  ist 

«<?o  =  "o  «'o  > 


£0  t^^  ae^A  c/t«  Heike 

^0  +  *^i  +  w?2  +  •  •  • 
unbedingt  convergent,  und  ihre  Summe  W  ist  gleich  dem  Producte 
UV  der  Summe  der  beiden  ersten  Reihen. 

Beweis.    Es  sei 

üin  =  «0  +  «^  +  «'•i  +  •  •  •  +  ^'2n-\, 

f^2n  =  t?o  +   «?1   +   t^2  +  •  •  •  +  ^'ln-\ , 

^^2»  =  tt?o  +  tCj  +  «?2  +  .  .  .  +  «^2n-l , 

und  es  mögen  zanächst  die  Glieder  u^,  u^j  ^j^-m  ^o?  ®i?  ^2)-* 
«alle  positiv  sein,  dann  ist 

U2n  .   V2n  =  H^2n  +  (^1  t>2H-l  +  ^2 1*2«-2  +  •  •  •  +  W2h-2  «?2  +  tt2H-l  »l) 
+  .  .  .  +  (W2n-2«'2n— 1  +  W2n-1  1P2h-2)  +  W2n-i  t?2n-l  j 

also 

C72„.  F2n>^2n. 

Dagegen  ist 

W^2n  =  Un.Vn  +  (u^Vn  +  Un  Vq)  +  (u^Vn+i  +  Ui  t?n+W«t?l  +«»+2«^)) 
+  .  .  .  +  K^2n-1  +  UiVin-2  +  .  .  .  +  U^n-^^Ci  +  M2»-lt?o)j 

also 

TV2n>Un.Vn. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass 

U2n+l  .  Fin+l  >  H^2n+1  >  Un  .  V^ 
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ist  Lässt  maD  aber  n  immer  grösser  werden,  so  nahem  sich 
die  Producte  Un .  Vn  und  Di» .  Fi»,  bezw.  Di,»+i .  F^^+i  nach 
Voraossetzimg  derselben  endlichen  Orenze  U .  V,  folglich  nähern 
sich  auch  die  dazwischen  liegenden  Werthe  TFi»  bezw.  W'^n+x 
einer  bestjjmnten,  endlichen  Grenze  W,  und  es  wird 

Tr=  u.  r. 

Enthalten  die  Keihen  TT  und  V  positive  und  negative 
Glieder,  sind  sie  aber,  wie  vorausgesetzt  wurde,  unbedingt  eon- 
cergent,  d.  h.  sind  auch  noch  die  Summen  der  absoluten  Beträge 
convergent,  so  nähert  sich  der  Ausdruck 

+  {u^Vn-\  +  iht>n^l  +  .  .  .  +  Un-lVi  +  ttn-lt?i), 

wie  vorhin  gezeigt  wurde,  mit  wachsendem  n  dem  Werthe  0, 
wenn  man  die  Grössen  u^y  ti^, . . .  ti».i,  i^i,  t?2, . . .  r«-i  sämmt- 
lich  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzt;  er  nähert  sich  also, 
dem  Werthe  0  erst  recht,  wenn  diese  Grössen  theilweise  negativ 
sind.    Es  wird  daher  auch  in  diesem  Falle 

lim  TFn  =  lim  CT^ .  Fn  =  Z7.  F. 


Dabei  ist  auch 

tt'o  +  ^1  +  W?2  +  •  •  • 

eine  unbedingt  contergente  Beihe,  denn  ersetzt  man  die  Grössen 

«Oj  **!?   *^j  •  •  •  j    ^'OJ    ^\y    Ü2»  •  •  •   ^ 

«?2  =  Wo  ^2  +  «t^l  +  «^2^0» 


durch  ihre  absoluten  Beträge,  so  verwandeln  sich  die  Grössen 

»0,  tt?i,  «?,,...  in  Wq',  w^*  w2, Bezeichnet  man  nun  den 

absoluten  Betrag  von  %o  mit  |  wr^  | ,  den  von  u\  mit  |  w?i  | , . . . , 
so  wird 

Kl  =  <7  \^i\  s  f^?,',   Kl  S  ^1,  •  •  •  • 

Jetzt  enthält  aber  die  Beihe 


216 


§  50.    Convergenz  der  Potenzreihen. 


lauter  positive  Glieder  und  ist  convergent,  folglich  gilt  dasselbe 
auch  für 

I  «'O  I  +  I  «^1  I  +  I  ^2  I  +  -  •  •  J 

d.  h.  die  Reihe 

ist  unbedingt  convergent. 

Beispiel. 


F=l  +  — 4-— -1-^4- 

^1!  ^2!  ^  3!  ^••' 

sind  zwei  unbedingt  convergente  Seihen,  folglich  ist 

"•^■^      1!     "^       2!       "^       3!       ■^"•' 

setzt  man  für  U  und  V  nach  Formel  Nr.  52  der  Tabelle  ihre 
Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  bekannte  Formel 

c«  ^y  =  ö«+y. 


§50. 

Convergenz  der  Potenzreihen. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  76.) 

Unter  einer  Potenzreihe  versteht  man  eine  Reihe  von  der 
Form 

Von  einer  solchen  Reihe  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1.     Eine   Potenzreihe  convergirt  unbedingty  wenn    von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

On 

ist,  d.  h.  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 


SA<1 


ist  als 


On 
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Der  Beweis  folgt  munittelbar  aus  Satz  3  in  §  46. 

Satz  2.  Eine  Potenzreihe  convergirt  unbedingt  für  alle 
Werthe  can  z,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive 
Grösse  x^,  wenn  ton  einer  bestimmten  Stelle  ab 

istj  wobei  g  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung  ist  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  m 

I ^ ko" S^,    I ö«+i  I ^fT^^^g,    I  öm+2 1 a-o-^'^ Syj  •  •  ■  ? 

folglich  ist,  wenn  z  vorläufig  positiv  genommen  wird, 

I  öm+2^""**^  I  ^g  .  f  —  )  J  •  •  •  J 

da  nun  —  nach  Voraussetzung  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird 


^0 


-•©"['+f+(0+...] 

eine  convergente  B^ihe,  folglich  erst  recht 

Kl  +  \<^\A  +  K^^l  +  •  •  •  j 

d.  h.  die  Beihe 

ist  unbedingt  concergent. 

In  der  Beihe  wird  nur  das  Vorzeichen  der  Glieder  a^j-, 
a^x^,  aj^-ö, . . .  geändert,  wenn  man  z  mit  —  z  vertauscht.  Der 
Satz  gilt  also  für  positive  und  negative  Werthe  von  z,  wenn 
nur  der  absolute  Betrag  von  z  kleiner  ist  als  ä-q. 


L 


1 
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Bilden  die  Coefflcienten  a^,  a,,  ^2»  ^sj*--  oder  ä^,  Jj»  ^s»-- 
eine  stet  ff  ende  Eeihe,  so  können  sich  Sn  und  An'  noch  weniger 
einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  nähern;  deshalb  kann  nur 
dann  Convergenz  eintreten,  wenn  die  CJoefficienten  Oo,  «i,  (hi 
«3 , . . .  und  Ä| ,  4-2 )  *3  >  •  •  •  foMeyide  Reihen  büden.  Ob  aber  die 
periodischen  Reihen  unter  dieser  Voraussetzung  wirklich  conver- 
gent  sind,  muss  noch  untersucht  werden.    Es  sei  jetzt  also 

(10.)  Sn  =  \a^  +  «1  COSa:  +  a2C0S(2r)  +  . . .  +  an-iCOS(/i— l)^-, 

wobei 

(11.)        Oo  >  «1  >  «1  >  •  •  •  >  ««-t  >  ö  und  limon  =  0 

sein  möge;  dann  wird  nach  Gleichung  (3.) 

2^„sin(|)  =  a,sin(|)+  a,  [sm(f )  -  sin(|)] 


+ 


a,[sm(-)-sm(-)J 


oder 

(12.)  2 .^nSin  ^0  —  ön-i  sin  r^*~   a:j  = 

(ao  —  aO  sin(0  +  («1  —  02)  sin^Y^  +  (02—03)  sin  (^Y^ 

,   ,  .  .  /2»  — 3  \ 

+  (On-2  —  On_i)sm( — ^ — X\' 

In  der  Reilie 

(13.)    (Oo—Öj) +  (01—0.2) +  («2— 0.3)+  ...  +(f/„_2— On-0=  «0— ö^«-l 

sind  sämmtliche  Glieder  positiv,  und  die  Summe  der  ersten  » 
Glieder  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der  bestimmten,  endlichen 
Grenze  Oq,  d.  h.  die  in  Gleichung  (13.)  angegebene  Reihe  ist 
unbedingt  convergent.  Deshalb  ist  auch  die  in  Gleichung  (12.) 
angegebene  Reihe  unbedingt  convergent,  da  der  absolute  Betrag 
der  einzelnen  Glieder  kleiner  ist  als  die  entsprechenden  Glieder 
in  der  Reihe 

(«0  —  «l)  +  (»1  —  «2)  +  («2  —  Ö3)  + 
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Da  noch 

lim  a^^isinf '^^^~    xj  =  0 

ist,  so  nähert  sich  2S^  sinf -|- j  mit  wachsendem  n  einer  be- 
stinmiten,  endlichen  Grenze.  Dasselbe  gilt  anc^  für  Sn  selbst, 
wenn  man  die  Werthe  von  x  ausnimmt,  für  welche  sinf  |- j  gleich 

0  wird.    Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Reihe 

{a^  +  GiCO&x  +  a2COS(2:r)  +  a3COS(3i:)  +  . . . 

M^  cmverffent  fUr  alle  Werthe  von  x,  welche  von  0,  ±27r, 
±4n^,...  verschieden  sind,  wenn  die  Coefßcienten  ^y  <ii,  ^, 
flj, . . . positiv  sind  und  eine  bis  in^s  unendlich  Kleine  abnehmende 
Seihe  büden. 

Mem  man  x  mit  x  +  n  vertauscht ,  findet  man,  dass  die 
Reihe 

+  4^0  —  «1  COSa?  +  a2COS(2r)  —  ajC0S(32r)  -\ ... 

onter  denselben  Bedingungen  für  alle  Wei-the  von  x  convergirt, 
die  von  ±  ^,  ±  3;r,  ±  ött,  . . .  verschieden  sind. 

Ebenso  findet  man,  wenn  die  Coefficienten  ^i ,  b^,  &$) . .  • 
positiv  sind  und  eine  bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe 
bilden,  wenn  also 

(U.)        i,  >  ij >  *:i  >  •  •  •  >  *n >  0  und  lim  6n  =  0, 

ans 

(15.)        Sn'  =  ij  m.x  +  i.2sin(22:)  +  . . .  +  J„sin(nz) , 

indem  man  mit  2sinf -^  ]  multiplicirt  und  Gleichung  (7.)  an- 
wendet, 

(16.)2Ä,'sm(|)=JiCOB(|)-(6,-ij)cos(f)-(i.,-i3)cos(^) 
— ...  —  (6»-i  —  K) cosf  "~    x\—  JäCOS^-^-^ — a:Y 
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Nun  ist  aber  mit  Eücksicht  auf  die  jetzt  geltenden  Voraus- 
setzungen die  Reihe 

(17.)  {b,  -  b,)  +  (i,  —  is)  +  (ia  —  *4)  +  • .  •  =  *i 

unbedingt  convergent,  folglich  erst  recht  die  Reihe 

(Jj— J2)cos(y)+  (*2— *3)cos(y)  +  (i^— i4)cos(Y)  +  ..., 

bei  welcher  die  absoluten  Beträge  der  einzelnen  Glieder  noch 
kleiner  sind.    Da  hierbei  noch  sina-,  sin  (2a:),  sin(3x), . . .  sammt- 

lich  gleich  0  sind  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  sin(  ^  J  ver- 
schwindet, so  bleibt  die  Reihe 

JjSinrc  +  b^äii{2x)  +  53sin(32:)  +  ... 

auch  noch  för  diese  Werthe  von  x  convergent,  und  man  erhält 
den  Satz: 

Die  Reihe 

b^  sina;  -f  62sin(2a;)  +  A3  sin (3a;)  +  . . . 
ist  für   alle   Werthe  von  x  convergent  ^  wenn  die   Coefßcienteti 
&i ,  ^2 )  ^3 }  ■  •  •  positiv    sind   und  eine    bis  ih's  unendlich  Kleine 
abnehmende  Seihe  bilden. 

Indem  man  x  mit  x  +  tv  vertauscht,  findet  man,  dass  die 

Reihe 

ij  svax  —  b2Sm(2x)  +  63 sin(3a?) h  . .  • 

unter  denselben  Bedingungen  für  alle  Werthe  von  x  convergirt. 

Beispiele. 

1)  Die  Reilie 

COS£       cos  (2a;)       COS  (3a:) 
l"^       2       "*"       3       "*"•" 

ist  convergent,  wenn  x  von  0,  ±  27r,  ±  47r, . . .  verschieden  ist. 

2)  Die  Reihe 

sina:        sin  (2a;)       sin  (3a;) 

VT     v^      y^ 

ist  convergent  für  alle  Werthe  von  x. 


VI.  Abschnitt. 

Maxlma  und  Minima  Ton  entwickelten 
Functionen  einer  Yeränderlichen. 

§  52. 

Bedingungen,  unter  denen  ein  Maximum  oder  Minimum 

eintreten  Icann. 

Wenn  sich  die  unabhängige  Veränderliche  rr,  von  der  eine 
stetige  Function 

abhängt,  um  eine  sehr  kleine  positive  oder  negative  Grösse  ±  a 
ändert,  so  sollen  die  zugehörigen  Werthe  der  Function,  nämlich 

f{x  —  a)  und/(a;+  a), 

diezuy*(a:)  benachb  arten  yfI^Ti\ie  genannt  werden,  und  zwar  ist 
f{x —  a)  ein  unmittelbar  vorhergehender^  f{x  +  a)  ein  unmittelbar 
folgender  benachbarter  Werth  der  Function. 

Wenn    nun  f{x)   grösser   ist   als    alle  unmittelbar   vorher- 
gehenden und  folgenden  Werthe  der  Function^  so  heisstf{x)  ein 
Maximum;  und  wennfix)  kleiner  ist  als  alle  unmittelbar  vor- 
hergehenden   und  folgenden    Werthe    der    Function,    so  heisst 
f(x)  ein  Minimum. 

Im  ersten  Falle  ist  also 

f{a:  —  a)—f(x)<0    und     auch   f{x  +  a) —f{x)<0\ 

im  zweiten  Falle  ist 

f{x  —  a)  —f(x)  >  0    und  auch   f{x  +  a)  —f(x)  >  0. 

Am    besten  wird  man   sich  diese  Beziehung  klar  machen 
durch   die  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (1.)  als  eine 
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Curve.  Dieser  geometrischen  Deutung  sind  auch  die  oben  ein- 
geführten Bezeichnungen  entnommen. 

Wenn  z.  B.  der  Gleichung  (1.)  die  Curve  in  Figur  23  oder 
in  Figur  24  entspricht,  so  hat  die  Function  für 

ein  Maximum  und  für 

a:  =  ar^  =  00^ 

ein  Minimum,  d.  h.  die  Ordinate  QiP\  des  Punktes  Pi  ist 
grösser  als  die  Ordinaten  aller  benachbarten  Punkte,  und  die 
Ordinate  Q2A  ist  kleiner  als  die  Ordinaten  aller  benachbarten 
Punkte 


Fig.  28. 


Fig.  24. 


Damit  nun  die  Curve  einen  solchen  höchsten  Punkt  P^ 
erreicht,  muss  sie  vorher  steigen  und  nachher  fallen;  und  damit 
sie  einen  solchen  tiefeten  Punkt  erreicht,  muss  sie  vorher  feilen 
und  nachher  steigen. 

Aus  diesen  Erwägungen  kann  man  die  Bedingungen  ableiten, 
unter  denen /(5-)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

In   §  13    (Seite  74)   war    nämlich   gezeigt   worden,  dass 

Jl.=zf(x)  positiv  sein  muss,  wenn  die  Curve  mit  der  Gleichung 

y  =/(ar)  in  dem  zugehörigen  Punkte  steigt,  und  dass  -^  =y*  (x) 

negativ  sein  muss,  wenn  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte 
fällt.    Unabhängig  von  der  geometrischen  Darstellung  gab  dies 
den  Satz: 

Wenn  eine  Fkinctian  y  =:f(x)  gleichzeitig  mit  x  sunimmt, 
so   ist  die  Ableitung  für  den  betrachteten  Werth  positiv,-  tcenn 


i 
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aber  die  Function  abnimmiy  während  x  zunimmt,  so  ist  die  Ab- 
leüunffßir  den  h^achteten  Werth  van  x  negutk; 
nnd  nmgekdirt. 

Eine  JFUndion  f{x)  nimmt  gleichzeitig  'mit  x  zu  für  alle 
Werihe  von  x^  für  Vielehe  f'{x)  positiv  ist,  und  die  Htnction 
nimmt  ab,  während  x  zunimmt,  für  aUe  Werthe  von  x,  für 
tcdchef'{x)  negativ  ist. 

Wenn  also/(;r)  em  Maximum  werden  soll,  so  rnnss  f\x) 
aas  dem  Positiyeii  in  das  Negative  äbergehen;  wenn  dagegen 
f{x)  ein  Minimum  werden  soll,  so  mvmf*  (x)  ans  dem  Negativen 
in  das  Positive  übergehen. 

Hieraus  folgt,  dass  f{x)^nwc  für  diejenigen  Werthe  von  x 
m  Maxoninn  oder  em  Minimnm  werden  kann,  ftr  welche  die 
Ableitmig  f'{x)  einen  Zeichenwechsel  erleidet.  Ein  solcher 
Zddienwechsel  tritt  aber  nnr  dann  em,  wenn  f*{x)  entweder 
gleich  Null  oder  unendlich  gross  wird. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Rinction  f(x)  kann  nur  für  diejenigen  Werthe  von  x 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  für  welche  f'(x)  gleich 
Null  oder  unendlich  gross  wird. 

Ans  der  geometrischen  Dentong  der  Ableitung,  n&müch  ans 
der  Formel  (Nr.  16  der  Tabelle) 


fidgt,  wie  «neh  ans  den  Figm-en  zu  ersehen  ist,  dass  in  den 
Cnrvenpunkten,  welche  einem  Maximum  oder  Minimum  ent- 
sprechen, die  Tangente  zur  X-Axe  oder  zur  F-Aze  parallel 
sän  mnss. 

Ist  f'(x)  =  0,  ist  also  die  Tangente  in  dem  zugehörigen 
Cnrvoipunidie  P  parallel  zur  X-Axe,  so  liegen  die  dem  Punkte 
P  benachbarten  Punkte  sämmtlich  unterhalb  oder  sämmüich 
oberhalb  dieser  Tangente,  jenachdem  der  Punkt  P  einem  Maxi- 
mmn  oder  Minimum  entspricht  (vergl.  Fig.  23), 

Ist  f'(x)  =  00 ,  ist  also  die  Tangente  parallel  zur  F-Axe, 
so  hat  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte  P  eine  nach  oben 
oder  nach  unten  geriehtete  Spitze,  jenachdem  der  Punkt  P  einem 
lum  oder  einem  Minimum  entspricht  (vergl.  Fig.  24). 

SUgemann- Kiepert,  Differentiel-Beolmxmg.  15 
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BeMerkimgeii, 

1)  In  dem  Vontehenden  ist  stillschweigend  die  YonuissetEaiig  ge- 
^uu^ht  worden,  dass  f'(x)  wohl  unendlich  gross  werden  darf,  dsss  aber 
alle  ttbrigen  Fftlle  der  Unstetigkeit  ausgeschlossen  sind. 

2)  Wird  /'(x)  gleich  Null  oder  unendlich  gross,  so  ist  es  mügUeh, 
aber  nicht  immer  nothwendig,  dass  f{x)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 


Fi«.  96. 


Fig.  96. 


-t 

In  Figur  25  wird  z.  B. 

/'(a:)  =  0  für  X'^OQ, 
und  in  Figur  26  wird 

/'(«)  =  00  für  x^OQ-, 
trotzdem  findet  in  beiden  Fällen  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
stott.    Die  Punkte  P  in  Figur  25  und  26  sind  vielmehr    WendepunkU, 
von  denen  an  einer  späteren  Stelle  noch  ausfahrlieh  die  Bede  sein  wird. 

Die  ßßgel,  welche  sich  aus  den  vorhergehenden  Betrach- 
tangen für  die  Aufsnchnng  der  Maxima  und  Minima  ergiebt,  ist 
daher  die  folgende: 

Man  ermittele  diejenigen  Werthe  von  x,  für  welche  f{z) 
gleich  Null  oder  unendlich  gross  wird,  und  untersuche  dann  für 
die  dadurch  gefundenen  Werthe  von  x  noch  das  Vorzeichen  von 
f'{x  —  a)  und/'(:c  +  a). 

Wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

f{x—a)<Q 

und 

f'{x  +  a)>0, 

SO  \aif{x)  ein  Minimum^  wie  man  aus  den  Figuren  27  und  28 
erkennt,  in  denen 


§  53.    Eintritt  einea  llazimiinis  oder  Minirnnf^a  227 

OQi  =x  —  a  und  0<i^  =  z  +  a 


^X- 


-t— =■ 

Wird  dagegen  fllr  hinreichend  kJeine  Werthe  von  a 

/'(:r-a)>0 

/'(^  +  o)<0, 
so  ist/(a;)  ein  Maximam,  wie  man  ans  den  Figuren  29  nnd  30 
erkamt,  in  denen  \neder 

OQ,  =  3:  —  a  nnd  OQ^  =  a:  +  « 
sein  möge. 

S"iB'  29-  Fig  80. 


Bern  erkuD  gen. 
I)£shuinTorkoii]meD,  dags/'(x  — a)  und /'(z  +  a)  fUr  hinreichend 
kleine  W«rtfae  yon  a  leidt  positiv  sind,  obgleich  /'  (i)  =  0  (vergl.  Fig.  Sl), 
oder  obgleich  f[x)~ai  wird  (vergl.  Fig.  32).  Ebenio  kinn  oh  TOt- 
k<niuneD,dMB/'(i  — o)nnd/'(a:  +  a)  fUr  hinreicheDd  kleine  Werthe Ton 
«  btda  negatiT  Bind,  obgleich  /*  («}  —  0  (vergl.  Fig.  88),  oder  /'  (r)  —  00 
*>rd  (voTgL  Fig.  34).  In  dieaen  Fällen  iat  f(x)  weder  ein  Huimnm 
noch  ein  Hinimom.  Die  Carren  haben  vielmehr  in  den  zugehörigen 
Pankten  einen  Wendepunkt. 
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Fi«  81. 


Fi«.  88. 


t    0.    d     ^* 


K 


■i\ 


Fig.  88. 


stqt; — 3^ 


Fig.  84. 


V. 


4.   *  ä. 


N 


t    g;-d'd, ' a: 


Fig.  86. 


2)  Wenn  man  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  die  Yoneichen 
Yon/'Cx— -a)  and /'(a;-|-<>)  untenachen  will,  so  ist  es  noihtomdig^  die 

GrOsse  a  hinreichend  klein  sa  wählen, 
am  siehere  Schlüsse  über  das  Auf- 
treten eines  Maximams  oder  Mlnimams 
ziehen  za  können. 

Wäre  a.  B.  die  Carre,  welche  der 
Fanction 

entspricht,  darch  die  Flgar  35  dar- 
gestellt, so  würde  f{x)  für  x^OQ 
ein  Maximum,  Trotadem  erhielte  man^ 
wenn  a  so  gross  gewiUüt  würde ,  wie 
es  in  der  Figar  geschehen  ist, 
/'(«  — a)  <0  and/'(a;  +  a)>0. 

Ana  diesen  Ungleichangen  würde  man  also  den  falaehen  Sohlnas 
ziehen,  dasa  f{x)  ein  Minimam  sei. 

Wenn  man  aber  a  hinreichend  klein  wählt,  so  iat  aaeh  in  diesem 
FaHe,  wie  man  von  vornherein  erwarten  konnte,  die  angegebene  Regel 
bestätigt,  d.  h.  es  wird 

/'(x  — a)>  0  and/' (aj  +  a)  <0, 
dem  Umstände  entsprechend,  dass  f{x)  ein  If aximam  ist. 
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Autfate  1.  Man  soll  nntersacben,  fttr  welche  Werthe  von 
z  die  FmictiQii 

(1.)  y  =  J(ar»  —  9:r»  +15«  +  80)  =/(ar) 

eh  Mftxnnuia  oder  MiniinnTn  'wird* 
AiiflSmig.    Ans  Gleidumg  (1.)  folgt 

(2.)         f^(x)=^^(x^  —  ßx  +  b)^\(z  —  l)(x  —  6). 

Die  beiden  Werthe  von  z^  ftir  welche  f'(x)  gleich  Nnll 
wird,  sind  also 
(3.)  #  « =  1    nnd    :c  ssK  5. 

FOr  diese  Werthe  kann  mögluAer  WeUe  ein  Maxirnnm  oder 
MiDiiiniin  eintreten,  um  zn  entscheiden,  ob  das  eine  oder  das 
andere  wirklich  stattfindet,  bilde  man  nach  Anleitung  des  vorigen 
Paragraphen 


und 


/'(l-a)  =  i(l-a-l)(l-a-5)  =  |(a  +  4) 


/'(!  +  «)  =  4(1 +  «-l)(l  +  «-5)  =  f(a-4). 


Fttr  hinreichend  kleine  Werthe  der  positiven  GrOsse  a  ist 
daher 

(4.)  /'(l-«)>0,   /'(l  +  a)<0, 

folglidi  ist 

(5.)         /(l)  =  ^(1  _  9  +  15  +  30)  =  ^  =  6,1666  . . . 
dn  Mifc.Yiimrm. 

Ebenso  bilde  man 

/'(5-a)  =  i(5-a-l)(5-a-ö)-.-|{4-a) 

und 

/•(5  +  a)  =s:|(5  +  a  -  1)(5  +  a  — 5)  =:  +  |(4  +  a). 

Ffir  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  ist  daher 
(6.)  /^(5_a)<0    und  /'(5  +  a)>0, 

folglich  wird 

(7.)     /(5)  =  ^(125  —  225  +  76  +  80)  ä:  *  Ä=  0,8388  • . . 
€in  MiHTmimi- 
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Man  könnte  jetzt  noch  fragen,  fBr  welche  Werthe  von  x 
die  erste  Ableitung /' (^)  unendlich  gross  wird.  Diese  Frage 
beantwortet  sich  aber  nach  Gleichung  (2.)  dahin,  dass  es  keinen 
endlichen  Werth  von  x  giebt,  für  welchen /'(«)  unendlich  gross 
wird. 

Demnach  sind  o;  =  1  und  ^  =  5  die  einzigen  Werthe  von 
x^  fBr  welche  die  Function  ein  Maximum  oder  Mininfinm  werden 
kann. 

Bemerkung. 

Die  Biohtigkeit  des  gefundenen  Besoltates  kann  man  durch  die 
geometrische  Deutung  der  Gleichung  (1.)  anschaulich  machen.  Aub  dieser 
Gleichung  findet  man  nSmlich 


Fig.  86. 


y«  — 7^33...  für  ««  —  2, 


«  =  -1, 
x=      0, 

«  =  +  2, 
«  —  +  7. 


y  =  +  0,833... 

y  =  + 6,166... 
y  =  4. 5,333... 
y-  +  3,ö 
y  — +  1,666... 
y  =  4-0,883... 

y-  +  2 

y«  +  6,166... 
Wenn  man  nach  diesen  An- 
gaben die  Cnrve  zeichnet,  velche 
der  Gleichung  (1.)  entspricht,  so 
findet  man  in  der  That,  dass  dem 
Werthe  a?i  —  O0i«=l  ein  Maximum  und  dem  Werthe  »j—  OQ^^h  ein 
Minimum  entspricht. 

Der  Anblick  der  Figur  lehrt  femer,  dass  die  MqxwmI'  Weriha  durch- 
aus nicht  immer  die  grö$gten  Functions- Werthe  sind,  und  dass  die  Minimal' 
WerOu  ebenso  wenig  die  hUinsten  Functions -Werthe  zu  sein  brauchen. 
Die  Maximal -Werthe  sind  nur  grosser  und  die  Minimal -Werthe  sind  nur 
kleiner  als  die  Unachharten  Werthe  der  Function. 

Aufgabe  2.  Man  soll  untersuchen,  für  welche  Werthe  von 
X  die  Function 

(8.)  y  =  |(rc3  _  6a:2  -f  12a:  -f  48)  =f{x) 

ein  Maximum  oder  MiTiininTn  wird. 

AuflBsung.    Aus  Gleichung  (8.)  folgt 

(9.)  /'  {x)  =  \{^x^  —  12:c  +  12)  =  |(a:  -  2)^. 


§  58.    Aufgaben. 
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Der  einzige  Werth  von  Xj  für  welchen  f*{x)  gleich  Nnll 
wird,  ist 

x  =  2 

wahrend /'(o;)  Ar  kernen  endlichen  Werth  von  x  unendlich 
gross  wird. 

Um  zn  entscheiden,  ob  iBr  rr  gleich  1  em  Mazimnm  oder 
ein  Iffiniinnm  emtritt,  bilde  man 

und 

/'(2  +  a)  =  1(2  +  a  — 2)2  =  |a2. 

Es  wird  also 
(10.)  /'(2  —  a)  >  0  nnd  /'(2  +  a)  >  0, 

folglich  ist/(2)  weder  ein  MaTimnm  noch  ein  Minimum. 

Da  ic  =  2  der  einzige  Werth  von  x  war,  für  welchen  mög- 
licher Weise  em  Maximum  oder  Minimum  eintreten  konnte,  so 
besitzt  die  Function  überhaupt  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Ifioimum. 


Bemerkunir* 

Die  Qleiohang  (8.)  giebt 

y«  — 1  fÜra:  — —  2, 

y«  +  3,625  ,  «  =  —  1, 

y  —  +  6  ,  X«      0, 

y-=  +  6,875  .  ar  =  +  l, 

y  =  +  7  ,  af-  +  2, 

y-.  +  7,125  ,  X-  +  3, 

y-  +  8  ,  ««  +  4, 

y  — +  10,375  ,  ar  — +  5, 

y«  +  15  •  «-  +  6. 

Constmirt  man  hiernach  die 
Corye,  welche  der  Gleichung  (8.)  ent- 
spricht (Fig.  37),  80  findet  man  es  be- 
stStigt,  das8  f{x)  ftlr  keinen  Werth 
Ton  X  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
wird.  Man  aieht  yiefanehr,  dass  die 
Carre  für  x  gleich  1  einen  Wende- 
punkt beeitst. 
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§  58.    Aufgaben. 


Aufgabe  3.   Man  soll  die  Werthe  von  x  bestimmen,  für  welche 

(11.)  y^m  —  h  ^(7=:^  =f{x) 

ein  MaTirnnm  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Die  Gleichnng  (11.)  kann  man  aof  die  Fom 

(IIa.)  f{x)  =  fn  —  h{x  —  cy 

bringen  und  erhält  daraus 

(12.)  /'(:r)  =  -|j(^-c)-*  =  -.j;^^. 

by{x—cf 

Hieraus  folgt,  dass  f\x)  fär  kernen 
endlichen  Werth  von  x  gleich  Null 
werden  kann,    Dagegen  wird 

(13.)      /'(ar)=QO    fÖr   a:  =  c. 

Dies  ist  also  der  einzige  Werth 

von    x^    ffir   welchen  f(x)   mög^cher 

Weise    ein   Maximum   oder  Minimmn 

wird.     Um    darüber    zu   entscheiden, 

'^  bilde  man 


/'(x-a)  = 


—  2h 


und 


by(c—a—cf 
—  2b 


+  2b 

*/ — 
5V^ 


/-(e  +  a)=  -  ==^^ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  b  eine  positive  Zahl  ist, 
erhält  man  also 

(14.)  f'(c  —  a)>0    und    f'{e  +  a)<0, 

folglich  wird 

(15.)  /(c)  =  m 

ein  Maximum.    (Vergl.  Fig.  88.) 

Aufgabe  4.  Von  einem  Rechteck  ist  der  UmfiBing  glach  2c; 
wie  gross  muss  man  die  Seiten  machen,  damit  der  Flächeninhalt 
ein  Maximum  wird? 


§  &a.    Angaben. 
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Fig.  80. 


AiillBtuiif.    Bezeichnet  man  die  eine  Seite  AB  mit  x^  so 
wird 

(16.)  BC:=C  —  X, 

nnd  der  Flächeninbalt  wird 

(17.)    F=f(x)  =  z{c  —  x)^cx  —  z^, 
(i8-)         f'{x)  =  c—2x  =  Q, 
(19.)  x^\c. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  diesen  Weith  Ton  x  wirklich 
ein  MazimnBi  eintritt,  bilde  man 


und 


/(^_a)=/'(|  — a)  =  c-(c— 2a)=+2a 
f{x  +  d)  =/'(j  +  a)  =  c-(c  +  2a)  =  -2a. 


Da/'(ar  — a)>0  und/'(a:  +  a)  <0  ist,  so  wird /(a:)  ein 
Haximmn.    Dies  giebt  den  Satz: 

UfUer  aUm  ReckUoken  mit  ffleichem  TJn^ang^  hat  da$ 
Quadrat  den  grössten  Flächeninhalt. 

Aufgabe  5.  Von  einem  Dreieck  ABC  sind  zwei  Seiten  b 
und  cg^egeben;  wie  gross  mnss  der  eingeschlossene  Winkel  sein, 
wenn  der  Flächeninhalt  ein  Maximum  werden  soll? 

AuflSsung.  Nennt  man  den  eingeschlossenen  Winkel  x,  so 
wird  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

(20.)  2F—  hc  Sina:  =/(ar), 


Fi«.  40. 


21.)     f{x)  —  bccxMx=:0   ftr  a;^^ 
/'(l  +  a)=  4c  cos(|  +  a)  <  0, 


n 


fclglidi  wird  f(x)  ein  Maximum  für  a:  =  ~i  d.  h.  der  Flächen- 

Inhalt  des  Dreiecks  wird  am  grfissten,  wenn  der  von  den  gege^ 
benoi  Seiten  b  nnd  c  eingeschlossene  Winkel  ein  rechter  ist. 
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§  54. 

Entscheidung  Dber  das  Eintreten  eioes  Maximums  oder 
Minimums  durcli  Untersuchung  der  höheren  Ableitungen. 

(Vergl.  die  Formel-TAbelie  Nr.  79.) 

Die  Fälle,  wo  f'(x)  unendlich  gross  wird,  mögen  in  den 
folgenden  Untersuchungen  ausgeschlossen  sein.  Es  soll  vietanehr 
vorausgesetzt  werden,  dass  die  Function  f(x)  mit  ihren  n  ersten 
Ableitungen /' (a:),  f'*{x)^ . .  ./<"^(a:)  stetig  und  endlich  sei,  wobei 
über  die  Zahl  n  später  noch  passend  yerfbgt  werden  solL  Dann 
ist  nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle 

wobei  unter  Anwendung  der  zweiten  Form  des  Restes 

(2.)  ^^h  ^^^^  (^  +  ®*)  -/<-K^)]Ä" 

ist.    Setzt  man  in  dieser  Entwickelung  das  eine  Mal 

Ä  =  —  a 
und  das  andere  Mal 

Ä=  +  a, 

so  kann  man  sie  benutzen,  um  das  Vorzeichen  von 

(8.)    //i  =/(a:  —  a)  —f{x)  und  von  J^  =f{x  +  a)  —f{x) 

zu  bestimmen.  Sind  nun  diese  Differenzen  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  a  beide  negativ^  so  wird  f{x)  offenbar  ein  Maximum; 
sind  aber  diese  Differenzen  beide  positiv j  so  wird  f(x)  ein  Mini- 
mum; haben  endlich  diese  beiden  Differenzen  verschiedenes 
Zeichen,  so  tritt  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

Für  n  =  l  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.) 
(4.)    fix  +  Ä)  -Ax)  ^^  h  +  \/'{x+  eh)  -f^ix)]h. 
Hierbei  werde 

(5.)  f'{x+&h)-f\x)  =  a 

gesetzt,  dann  erhält  man 
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(4a.)  f{x  +  h)  -fix)  =  A  |/'(^)  +  „], 

wobei  wegeQ  der  Stetigkeit  der  Funktion  f'{x)  die  Grösse  a 
mit  h  zugleich  beliebig  klein  wird.    Ist  also 

(6.)  /'WSO, 

so  kann  man  h  so  klein  wählen,  dass  a,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, kleiner  wird  als/'(:r).  Das  Vorzeichen  der  Elammer- 
Pösse  f'{x)  +  a  wird  deshalb  mit  dem  Vorzeichen  von/'(a:) 
übereinstimmen.  Ist  a  gleich  a^  for  A  =  —  a  nnd  a  gleich  oj 
for  A  =  +  a,  so  folgt  hieraos,  dass 

J,  =f{x-a)-f{x)  =  -a[f'{x)  +  a{\ 
und 

^2  =/(^  +  fl)  -f{x)  =  +  a[f'{x)  +  «2] 
entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Masdmnm 
noch  ein  Minimnm  eintreten  kann,  so  lange  die  Ungleichung 
(6.)  besteht. 

Em  Maximum  oder  Minimum  von  f{x)  kann  vielmehr  nur 
eintreten,  wenn 

(7.)  r{x)=o 

ist  Die  geometrische  Deutung  dieses  Eesnltates  giebt  wieder 
den  Satz: 

Die  Tangente  in  einem  Curvenpunkte^  welcher  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  entspricht^  ist  der  X-Axe  paraUeL 

Ist  die  Gleichung  (7.)  befriedigt,  so  füge  man  noch  die 
Yoraussetzong  hinzu,  dass  auch  f*'{x)  fBr  die  betrachteten  Werthe 
von  x  stetig  sei,  und  dass 

(8.)  /"(^)§0. 

Nach  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  wird  dann  für  n  gleich  2 

f{x^.h)-f{x)  =-fflÄ+Ä)  AJ+  ^t/"(x+0Ä)-/"(a;)]Ä», 
oder  mit  Bflcksicht  auf  Gleichung  (7.) 

(9.)  /(*  +  h)  -fix)  =  1^  [/"  ix)  +  ßl 

wobei 
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(10.)  r{x  +  eh)-f-{x)  =  ß 

gesetzt  worden  ist.  Wegen  der  Stetigkeit  von  f"{x)  wird  diese 
Grösse  ß  mi  h  zugleich  beliebig  klein.  Man  kann  also  h 
immer  so  klein  wählen,  dass  ß^  vom  Vorzeicfa^L  abgesehen, 
kleiner  wird  als  f"{x\  dass  also  das  Vorzeichen  von  f"{x)  aber 
das  Vorzeichen  der  Elammergrösse  f*'  (x)  +  ß  entscheidet.  Ist 
ß  gleich  ^1  für  Ä  =  —  a,  nnd  /*  gleich  /»a  fi*r  *  =  +  «;  so  folgt 
hieraus,  dass 

J^  =f(x  -  a)  -fix)  =  |i  [/"(r)  +  Ä] 

und 

A  =/(^ + «)  -fix) = ^  y'iz) + ßi] 

gleiches  Vorzeichen  haben,  dass  also  ein  Maximum  eintritt,  wenn 
f''{x)  negativ  ist,  während  ein  Minimum  eintritt,  wenn /"(i-) 
positiv  ist. 

Dies  giebt  die  folgende  Regel: 

Ist 

/'(rc)  =  0  tinrf/"(rc)<0, 
so  lüird  f(x)  ein  Maximum;  ist  dagegen 

/'(rc)  =  0  und/"(a:)>0, 
so  wird  f{x)  ein  Minimum, 


Es  bleibt  nur  der  Fall  übrig,  wo 

(11.)  /'(«)=-=  0    und  r{x)  =  0. 

Fügt  man  dann  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  f*"{x)  fiir 
die  betrachteten  Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 

(12.)  /"'(^)S0, 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  für  n  =  3 

^[f"ix  +  Qh)-f'"ix)]k\ 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (11.) 
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(13.)  f{x  +  Ä)  -fix)  =  ^  [f'-(x)  +  Yl 

wobei 

(14.)  r\x^eh)-f"{x)  =  Y 

gesetzt  worden  ist.  Wegen  der  Stetigkeit  von  f*"{x)  wird  diese 
Grösse  r  mit  h  zugleich  beliebig  klein.  Man  kann  also  h  immer 
so  klein  wUden,  dass  r,  vom  Yorzeidien  abgesehen,  kleiner 
wird  dü&f'ix),  dass  also  das  Vorzeichen  yon  f"'(x)  über  das 
Vorzeichm  der  Elammergrösse  /'"  (x)  +  r  entscheidet  Ist  nun 
r  glfflch  ri  für  Ä  =  —  a,  nnd  r  gleich  yi  für  Ä  =  +  a,  so  folgt 
Maaos,  dass 

-^1  =/(^-  «)  -/W  =  -|^  [/'"(^)  +  n] 
nnd 

^ffegenffesetztes  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimnm  eintreten  kann,  so  lange  neben  den  Gleichungen 
(11.)  die  Ungleichung  (12.)  besteht. 

Ist  dagegra  audi/'''(a;)  gleich  Null^  ist  also 

(lo.)       f'{x)^o,  r(x)^o,  r*{x)^Q, 

so  ftge  man  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  ß^^{x)  für  die  be- 
traditeten  Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 

(16.)  /<'>(^)50 

wird.    Jetzt  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  für  n  =  4, 

wenn  man  die  Gleichungen  (15.)  beräcksichtigt, 

(17.)  f{x  +  h)  -fix)  =^-^  h'  +  j^  [/W(^+  @h)-ß^)(x)]h^ 

wobei 

(18.)  /H)(a:  +  9h)  —ß*^  =  d 

go^art  word^  ist.  Wegen  der  Stetigkeit  yonß^^(x)  wird  diese 
Grösse  d  mit  h  zugleich  beliebig  klein.   Man  kann  aJso  h  immer 
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SO  klein  wählen,  dass  d,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  wird 
Bhf^^^(x)j  dass  also  das  Vorzeichen  von/^*>(a:)  über  das  Vor- 
zeichen der  Elammergrösse  ß^^  (x)  +  d  entscheidet.  Ist  nun  d 
gleich  rfj  für  Ä  =  —  a,  und  d  gleich  S^  ßa^  h^  +  a^  so  folgt 
hieraus,  dass 

und 

A  =/(:r  +  d)  -f{x)  =  ^  [/W(;r)  +  <JJ 

gleiches  Vorzeichen  haben,   dass  also  f{x)  ein  Maximum  wird, 
wenn  f^^^  (x)  negativ  ist,  während  f{x)  ein  3fww»wm  wird,  wenn 
f^*^(x)  positiv  wird. 


In   dieser  Weise  kann  man  fortfahreD.     Ganz  allgemein 
findet  man  das  folgende  Resultat: 

Es  sei  für  einen  bestimmten  Werth  von  x 

(19.)    /'(:r)  =  0,    /''(:r)  =  0,    /-(:r)  =  0,...    /(-i)(x)  =  0, 

/<")(ip)  dagegen  sei  von  Null  verschieden  und  für  die  betrachteten 
Werthe  der  Veränderlichen  stetig;  dann  folgt  aus  den  Gleichungen 
(1.)  und  (2.)  mit  ßücksicht  auf  die  Gleichungen  (19.) 

(20.)  fix  +  h)  -fix)  =^(^  h-  +  l^[fin)^x+Gh)-ß-Kx)]h^ 

wobei 

(21.)  /t»»)  {x  +  0h)  — /f«)  (x)  =  p 

gesetzt  worden  ist.  Wegen  der  Stetigkeit  von  /^*^  (x)  wird  diese 
Grösse  rmit  ä  zugleich  beliebig  klein.  Man  kann  also  h  immer 
so  klein  wählen,  dass  Vj  abgesehen  vom  Vorzeichen,  kleiner 
wird  als  Z^**^  (a;),  dass  also  das  Vorzeichen  von/^*^(ar)  über  das 
Vorzeichen  der  Elammergrösse /^"^(a:)  +  v  entscheidet.  Ist  nun 
r  gleich  Vj  für  Ä  =  —  a  und  y  gleich  v^  fvor  ä  =  +  a,  so  er- 
giebt  sich  hieraus,  dass 
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o* 


J,  ^f{x  -  d)  -fix)  =  (-  1)-  ^  [/^"K^)  +  ^i] 


und 


ö* 


J,  ^f{x  +  a)-f{x)  =  ^[/W(^)  +  vj 


;Mc^  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Eb  tritt  daher  weder  ein  Maximmn  noch  ein  liinimnin  ein, 
wenn  n  ungerade  ist;  dagegen  wird  f{x)  ein  Maximum^  wenn 
n  gerade  undy<"J(a:)  negativ  ist;y(a;)  wird  ein  Minimum^  wenn 
»  y^iufe  und  ^^"^  (rr)  positiv  ist. 

Dies  giebt  die  aUgemeine  Begel: 

Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen^  für  welche  fix)  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  bestimme  man  die  Werthe  von 
Xjfür  welche  fix)  gleich  Null  wird.  Ein  solcher  Werth  sei  ar, 
tmdf^^^ix)  sei  die  erste  spätere  Ableitung  ^  welche  für  diesen 
Werth  von  x  nicht  verschwindet;  dann  ist  fix)  ein  Maximum, 
tcenn  n  gerade  und  f^'^^ ix)  negativ  ist;  fix)  ist  ein  Minimum^ 
v>enn  n  gerade  und  f^*^  ix)  positiv  ist.  Dagegen  tritt  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  ein^  wenn  n  ungerade  ist 

Bemerkiingen. 

1)  Qe wohnlich  wird  n  gleich  2,  nur  aoBnahmsweiBe  kommen  auch 
grdaBere  Werthe  von  n  in  Betracht. 


Fig.  41. 


Fi«.  42. 


t 


0,  Q  a 


^ 


*s 


■ih 


ö.    Q    <^s 


2)  Ana  dem  Vorhergehenden  folget,  daas  vier  wesentlich  verschiedene 
Falle  eintreten  können,  wenn  für  irgend  einen  Werth  von  x 

wird. 
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I.  Ist  anter  dieser  Voran  ssetsnng  entweder  f**{x)  nsgaiiv,  oder 
f"{x)  gleich  Null,  and  ist  die  erste  höhere  Ableitung,  welche  yonNallyer- 
schieden  ist,  von  gerader  Ordnang  and  negaiiff,  so  wird  der  entspreehendd 
Werth  der  Function  ein  Maximum  (Tcrgl.  Fig.  41). 

II.  Ist  anter  der  Yoraossetsang,  dass/'Cx)  "^0  wird,  entweder /"(x) 
positiv,  oder  f"  {x)  gleich  Nall,  and  ist  die  erste  höhere  Ableitang,  welche 
von  Nall  yersohieden  ist,  Yon  gerader  Ordnang  and  pontiv^  so  wird  der 
entsprechende  Werth  der  Fanction  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  42). 

III.  Ist  für  einen  Werth  von  x,  für  welchen /*  (x) -« 0  wird,  lach 
/'«(x)  — 0,  and  ist  entweder  f'\x)  pwHv,  oder  f'*[x)  gleich  NoU  und 
die  erste  höhere  Ableitang,  welche  von  NoU  verschieden  ist,  von  «n- 
gerader  Ordnang  and  posiiio,  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximam  noch  ein  Minimam  (vergL  Fig.  43). 


IPig.  48. 


Fig.  44. 


IV.  Ist  für  einen  Werth  von  x,  für  welchen /'(«)«bO  wird,  snch 
/"(a;)-rO,  and  ist  entweder /'"(a?)  negativ,  oder/"'(a?)  gleich  Naü  und 
die  erste  höhere  Ableitang,  welche  von  Null  verschieden  ist,  von  «n- 
gerader  Ordnang  und  negativ,  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximam  noch  ein  Minimam  (vergL  Fig.  44). 

3)  In  den  Figuren  43  und  44  ist  der  Pnnlct  P  ein  Wendepunkt,  und 
awar  steigt  die  Curve  in  Figur  43  bis  zum  Punkte  P  und  fährt  unmit- 
telbar hinter  ihm  fort  au  steigen.  Im  Punkte  P  selbst  ist  die  Richtung 
der  Curve  parallel  zur  X-Aze. 

In  Figur  44  dagegen  f&llt  die  Curve  bis  zum  Punkte  P  und  fthrt 
unmittelbar  hinter  ihm  fort  zu  fallen.  Auch  hier  ist  P  ein  Wendepunkt, 
in  welchem  die  Richtung  der  Curve  zur  X-Axe  parallel  ist 

§  55. 

Anwendungen. 

Es  möge  diese  Methode  zunächst  auf  die  Au^ben  ange- 
wendet werden,  welche  schon  in  §  53  behandelt  worden  sind; 
An^be  3  daselbst  kommt  hier  aber  nicht  in  Betracht;  weil 
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hier  nur  die  Ftile  berücksichtigt  werden,  in  denen  f*{x)  sieüff 
und  endiich  bleibt 

Aufgabe  1.    Ffir  welche  Werthe  von  z  wird  die  Function 

(1.)  y  =  i(«»  —  to»  +  l&c  +  30)  =/(z) 

ein  MATimnin  oder  ein  Minirnnm? 

AnllBsuiig.    Man  bilde 

(2.)  /'(a:)  =  i(^J-to  +  5)  =  i(a;— !)(«— 5), 

(3.)        f"(z)^x  —  S 

und  bestimme  die  Werthe  von  x,  für  welche /' (n;)  gleich  0 
wird.    Dadnrch  findet  man 

(1)  x  =  1    nnd    a:  =  5. 

Ffir  diese  Werthe  kann  möglicher  Weise  ein  MaTirnnm  oder 
Minimmn  eintreten.    Um  dardber  za  entscheiden,  bilde  man 

(5.)  /''(i)  =  — 2    nnd  /"(5)=  +  2, 

folglich  wird 

(6.)  /(l)  =  6,1666 . . . 

ein  Maximum^  weil/"(l)  negativ  ist,  und 

(7.)  /(5)  =  0,8383  . . . 

ein  Minimum^  weSlf"{b)  positiv  ist. 

(Vergl.  Hg.  86  auf  Seite  230.) 

Aufgabe  2.    Für  welche  Werthe  von  z  wird  die  Function 

(8.)  y  =  1(^3  _  ^2  +  12a:  +  48)  =/(a:) 

^  MimmiiTn  oder  Minimum? 
Auflösung.    Man  bilde 

(9.)  f'(x)^i{z^  —  iz  +  A)^i{z-2y, 

(10.)  f-(z)^\(z-2) 

nnd  bestimme  die  Werthe  von  z,  für  welche  /'  (z)  gleich  0  wird. 
Dadmxdi  findet  man  nur  den  einzigen  Werth 

(11.)  a:  =  2, 

für  den  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten 
kann.    Um  daräber  zu  entscheiden,  bildet  man/" (2)  und  findet 

112.)  /"(2)  =  0. 

Iß 

St«g«inaim-Kiepert»  BüTerential-Beohnung.  *-^ 
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Deshalb  muss  man  noch  die  dritte  Ableitung 

(13.)  /"'(^)  =  i 

bilden.    Da  diese  Ableitung  sogar  für  jeden  Werth  von  z  von  0 
verschieden  ist,  so  tritt  toeder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 

ein. 

(Vergl.  Fig.  87  auf  Seite  281.) 

Aufgabe  3.    Für  welche  Werthe  von  x  wird 
(14.)  f(x)  =  x(c  —  x)  =  cx  —  x^ 

ein  Maximum  oder  Minimnm? 

Auflösung.    Man  bilde 

(15.)  f\x)  =  c  —  2x, 

(16.)  f-{x)  =  -2 

und  bestimme  den  Werth  von  x^  für  welchen  f^{x)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man  nur  den  einzigen  Werth 

(17.)  x—\c. 

Da/"(rr)  für  jeden  Werth  von  x  negativ  ist,  so  wird/(a:) 
für  :r  =  -^  c  ein  Maximum. 

Aufgabe  4.    Für  welche  Werthe  von  x  wird 
(18.)  f{x)  =  hc?mx 

ein  MftTiTnnm  oder  MLoimum? 

AuflSsung.    Man  bilde 

(19.)  f'(x)  =  bc  COS  X, 

(20.)  f'{x)  =  —  hcwix 

und  bestimme  den  Werth  von  x^  für  welchen  f'{x)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man,  weil  hier  x  kleiner  als  n  sein  muss,  den 
eiazigen  Werth 

(21.)  :r  =  |. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklich 
ein  Maximum  oder  MiniTnnm  eintritt,  bildet  man/'M-^j   und 
findet 
(22.)  /-(!)= -Je. 
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Da  dieser  Werth  negativ  ist,  so  wird/(— j  ein  Maximum. 
Aufgabe  5.    Die  Function 

f{z)=^  x^  —  2ax^1A 
wird  ein  Minimum  für  2;  =  a,  and  zwar  wird 

f{a)  =  J2  _  a\ 

Aufgabe  6.    Die  Function 

f{z)  ==  j;3  _  I8ar2  +  ^^^ _  20 

wird  ein  Maximum  ffir  2:  =  4  und  ein  Minimum  für  ;r  =  8; 

dabei  ist 

/(4)  =  140    und  /(8)  =  108. 

Aufgabe  7.    Die  Function 

f{x)=a+{x^cY 
wird  ein  Minimum  für  2;  =  c,  und  zwar  ist 

f{c)  =  a.  ^ 

Aufgabe  8.    Die  Function 

f{x)  =  a+{x  —  cY 
hat  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Aufgabe  9.    Die  Function 

f{x)  =  a  +  (a:  —  c)* 

wird  ein  Minimum  fOr  :r  =  c,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;  sie 
ist  dagegen  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum,  wenn  n 

ungerade  ist. 

Aufgabe  10.    Die  Function 

f{x)  =:  x^{a  —  xy  =  a^x^  —  ^a^x^  +  ^ax^  —  3^ 

wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  positiv  ist,  für  ;r  =  0  ein 

2a 
Minimum,  für  a:  =  —  ein  Maximum  und  für  a;  =  a  weder  ein 

d 

ifaa;mt<m  noch  ein  Minimum,  obgleich  /'  (a)  =  0  ist. 
Aufgabe  11.    Die  Function 

f{x)^{x-lY{x  +  2Y 

16* 
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wird  für  2;  =  1  ein  Minimum^ 

5 
„     a;  =  —  •=•  ein  Mdodmum 

V)  7 

und   fOr  o;  =  —  2   weder  ein   Maximum  noch   ein   Minimum, 
obgleich /'(  — 2)  =  0  ist. 

Aufgabe  12.    Die  Function 


/« =©■ 


a 


wird  flir  a:  =  —  ein  Maximum. 

e 

Aufgabe  13.    Die  Function 

wird  für  a:  =  «  ein  Minimum. 
Aufgabe  14.    Die  Function 

f{x)  =  ya:  =  a;* 
wird  für  o;  =  «  ein  Maximum. 

Aufgabe  15.    Die  Function 

wird  für  a:  =  —  ein  Minimum. 

e 

§  56. 

Vereinfachungen  der  Rechnung, 
wenn/' (07)  eine  gebrochene  Function  ist 

(YergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  89.) 

Hat/'(a:)  die  Fonn 

SO  wird  im  Allgemeinen  /'  {x)  zugleich  mit  P{x)  gleich  Null 
Will  man  nun  entscheiden,  ob/(a:)  für  einen  Werth  von  x,  für 
welchen  P{x)  gleich  Null  ist,  ein  Maximum  oder  MiT^imnTn  wird, 
so  muss  man  das  Vorzeichen  von 


§  57.    AufgabeoL  ^45 

bedammeiL  Nun  ist  aber  fBr  den  betrachteten  Werth  von  z  die 
FoDction  P{x)  gleich  Null,  folglich  wird 

(B.)  /"(')  =  ?§• 

Das  Vorzeichen  dieses  Bruches  kann  man  aber  yerhUtniss- 
massig  leidit  bestimmen. 


§  57. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Für  welchen  Werth  von  z  wird  die  Function 

ein  Maximum  oder  Mioimum? 
Auflistung.    Man  bilde 

\^')      j  w  -  (1  +  x'^Y  "     (1  +  x^)^     ^  Q(zy 

Daraus  folgt,  dass  P{z)  und  deshalb  auch  f'(x)  nur  ver- 
schwindet für 

(3.)  a?  =  1    und    x  =  —  1. 

Für  diese  Werthe  von  z  wird  aber 

also 

/-(1)  =  -|    mid  /-(-i)=+i. 

Deshalb  ist 

/(l)  =  ^  ein  Maximum 
und 

/( —  1)  =  —  -   ein  Minimum. 

i2 
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§  57.    Angaben. 


die  Function,  welche  für  ^  = 
es  wird 


mc 
m  +  n 


ein  Maximnm   wird,   denn 


Bemerkniif« 

Man  erkennt,  dass  die  vorhergehende  Angabe,  and  ebenso  Auf- 
gabe 8  in  §  &5  nur  besondere  Fälle  dieser  Aufgabe  sind. 

Aufgabe  8.  In  einen  Ereis  (Fig.  45)  mit  dem  Badius  r 
soll  ein  Bechteck  mit  mögUcbst  grossem  Flächeninhalt  einge- 
schrieben werden. 

Fig.  46  AuflSsung.    Bezeichnet  man  die 

eine  Seite  des  Bechtecks  AB  mit  j, 
so  wird  die  andere  Seite 

also  der  Flächeninhalt 

(11.)  -F=  AB.BC=xy^r'^—x\ 

(12.)  F^=z\^r^—x^)  =  ^rh:^—xK 

Soll  F  ein  Maximum  werden, 
dann  muss  anch  F^  ein  Maximiuu 
werden,  so  dass  man 

(13.)  f{x)  =  4r2a:2  —  x^ 

setzen  kann.    Dies  giebt 

(14.)  f\x)  =  8r2a:  —  4a:»  =  4:x{2r^  —  ar«) , 

(15.)  /"(a-)  =  8r2— 12ar2, 

(16.)  f\ry2)  =  0,  f%ry2)  =  —  lör^ < 0, 

folgUch  tritt  für 

(17.)  AB  =  BC  =  ry2 

ein  Maximum  ein.    Es  gilt  also  der  Satz: 

Unter  allen  Rechtecken^  welche  einem  Kreise  eingeschrieben 
werden  können^  hat  das  Quadrat  den  grössten  Flächeninhätt. 
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Aufgabe  9.    In  einen  Kreis  (Fig.  45)  mit  dem  Badins  r 
son  ein  Bediteck  mit  möglichst  groBsem  Um&nge  eingeschrieben 

werden. 


AvHSsiing.    Benatzt  man  dieselben  Bezeichnungen  wie  in  der 
Torheigehenden  An^be,  so  wird  der  halbe  ümjEsuig 

\u  =  x  +  K4r»  — j:2=/(jr), 

_  V4r»  — ar»  — ar  _  P(x) 


(18.) 

Hier  wird  P(x)  =  0,  wenn 

(20.)  y  4r»  —  z^  =  x=  r|/2 

ist;  fnr  diesen  Werth  von  x  wird 


(21 


folg^h  tritt  ein  Maxininm  ein.    Dies  giebt  den  Satz: 

Unter  aUen  Rechtecken^  toelche  einem  Kreise  eingeschrieben 
ißerden  können^  hat  das  Qtuidrat  den  grössten  Umfang. 

Bemerkiug. 

Die  LOsung  der  heiden  yorhergehenden  Aufgaben  wird  noch  etwas 
küner,  wenn  man  den  Winkel  CA^  als  Yer&nderliche  emftthrt;  es  sollten 
aber  an  dieser  SteUe  trigonometrische  Functionen  vermieden  werden. 

Aufgabe  10.  Von  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  46)  ist  die 
Gnmdlinie  AB  gleich  c  nnd  die  Höhe  HC  ==  h  gegeben;  man 
soll  in  dieses  Dreieck  ein  Becht- 
eck  mit  möglichst  grossem 
FlacheDinhalte  einzeichnen,  so 
dass  die  eine  Seite  DE  in  der 
Baas  AB  Hegt. 

AiitIBsung.  Bezeichnet  man 
die  Höhe  DG  eines  solchen 
Bechtecks  mit  x^  so  wird 

JC\HC  =  OFiAB, 

oder 

{h  —  x):h  =  DEic, 
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§  67.    Aufgaben. 


also 

(22.) 


h 


Mithin  ist  der  Flächemnhalt  des  Bechtecks  DEFG 

(23.)  jF=  ''''^^  —  ^^  ==  i  (Äa:  —  x^). 

Daher  ist  in  dieser  Aoi^abe 
(24.)      f{x)  =  hx  —  x^,   f*{x)^h  —  2x,   /''(a:)  =  — 2; 

daraus  folgt,  dass  f{x)  ein  Maximum  wird  für  a:  =  g" 

Das  grösste  unter  allen  Itechtecken,  welche  sich  in  der  an- 
gegebenen Weise  in  das  Dreieck  ABC  einschreiben  lassen,  ist 
also  daqenige,  dessen  Höhe  und  Grundlinie  halb  so  gross  sind 
wie  die  Höhe  und  die  Grundlinie  des  gegebenen  Dreiecks.  Der 
Flächeninhalt  von  diesem  Bechteck  ist 


(25.) 


IT—  ^* 


Fig.  47. 


also  halb  so  gross  wie  der  Flächemnhalt  des  gegebenen  Dreiecks. 

Bemerkung^, 

In  vielen  Fällen  erkennt  man  schon  ans  der  Katar  der  Aufgabe,  ob 
für  die  Werthe  von  x^  für  welche  f*{x)  verBchwindet,  ein  Maximnm  oder 
Minimum  eintritt.  In  das  Dreieck  ABC  (Fig  47)  lassen  sich  z.  B.  unend- 
lich yiele  Rechtecke  einschreiben.    Denkt  man  sie  sich  alle  gezeichnet 

und  fängt  man  bei  demjenigen  an, 
dessen  Höhe  gleich  h  und  dessen 
Grundlinie  gleich  Null  ist  (Fig.  46), 
das  also  mit  der  Höhe  A  des  Drei- 
ecks selbst  zusammenfallt,  so  wird 
bei  diesem  Rechteck  auch  der 
Flächeuinhalt  gleich  Null  Wenn 
dann  die  Hohe  des  Rechtecks 
kleiner  wird,  so  wird  die  Bads 
grösser.  Auf  diese  Weisse  gelangt 
man  zu  den  Rechtecken  KLMK^ 
DEFQ,  OFQE  und  endlich  zn 
einem  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  Null,  und  dessen  Grundlinie 
gleich  c  ist,  so  dass  auch  bei  diesem  Rechteck  der  Flächeninhalt  gleich 
Null  wird. 
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Darans  folgt,  dass  der  Flächeninhalt  dieser  Rechtecke  zuerst  zu- 
nehmen und  dann  wieder  abnehmen  muss.  Deshalb  muss  es  wenigstens 
im  Bechteck  in  dieser  Reihe  von  Rechtecken  geben,  dessen  Flächen- 
inhalt ein  Maximum  ist. 

Da  man  aber  aus  Gleichung  (24.)  nur  einen  einzigen  Werth  von  x, 

nämlich  ^  «=  ~  findet,  für  den  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten  kann, 
2 

so  folgt,  dass  dieser  Werth  wirklich  das  Maximum  liefert. 

Durch  derartige  Ueberlegungen  kann  man  in  yielen  Fällen  die  Bil- 
dung und  Berechnung  von  /"  {x)  ersparen.  So  würden  z.  B.  in  der  Auf- 
gabe 8  ganz  ähnliche  Erwägungen  zum  Ziele  geführt  haben. 

Aufgabe  11.    Von  einem  Kreissector  (Fig.  48)  ist  der  ge- 
sammte  Umfang  u  gegeben;  wie 
gross  mnss  man  den  Halbmesser 
machen,  damit  der  Flächeninhalt 
ein  Maximum  wird? 

Aiifl'tfsung.  Bezeichnet  man 
den  Halbmesser  MA  mit  x,  so 
wird  der  gesammte  Umfang  des 
Sectors 

(26.)  u^2x  +  AB,    also    AB  =  u  —  2x. 

Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Sectors  ist  daher 

(27.)        2F=AB.x=:(u  —  2x)x  =  ux—2x^  =/(^) , 
folglich  wird 

(28.)  f'(x)  =  u  —  4:x=:0  für  a:  =  J> 

(29.)  /"(a:)=-4<0. 

Der  Flächeninhalt  wird  daher  ein  Maximum,  wenn  der 
Bogen  des  Sectors  die  Hälfte  des  ganzen  Umfangs  ist. 

Aufgabe  12.  Man  soll  das  kleinste  unter  allen  Quadraten 
bestimmen,  welche  sich  in  ein  gegebenes  Quadrat  AB  CD  (Fig.  49) 
einschreiben  lassen. 

AuflSsung.  Es  sei  EFGH  eines  der  Quadrate,  welche  sich 
in  das  gegebene  Quadrat  einschreiben  lassen.  Bezeichnet  man 
AB  mit  a  und  AE  mit  a:,  so  wird 

EB  =  AH—a  —  x^ 
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Fig.  49. 


also 

HE^  =  a:»  +  (a  —  z)\ 

Dieser  Ausdruck  ist  gleichzeitig  auch  d^  Flächeninhalt  des 
Quadrates  EFGH\  die  Function,  welche  ein  Minimnin  werden 
soll,  ist  daher 

(30.)     fix)  =  2x2  _  2äp  +  a\ 

Daraus  folgt 

(31.)  f'{x)  =  Ax  —  2a,  f  {x)  =  4; 
die  Ableitung  f'{x)  verschwindet  ako 

nur  für  a;  =  -•    Da  nun/"(ar)  für  alle 

Werthe  von  x  den  positiven  Werth  4 
hat,  so  wird 


(32.) 


<i)=f 


ein  Minimum.  Die  Punkte  Ey  F,  G,  H  mässen  daher  in  der 
Mitte  von  den  Seiten  des  gegebenen  Quadrates  liegen,  damit 
das  eingeschriebene  Quadrat  EFGH  möglichst  klein  wird. 


Fig.  60. 


Aufgabe  13.     Von  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  50)  ist  die 

Grundlinie  AB  =  c  und  der  Winkel  r 
an  der  Spitze  gegeben;  wie  gross  müssen 
die  anderen  Winkel  sein,  damit  der 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  em  Ma^- 
mum  wird? 


Auflösung.     Bezeichnet    man    den 
Dreieckswinkel  a  mit  i;,  so  wird  der 
dritte  Winkel  ß  gleich  180  — (r  +  ar) 
und  der  Flächeninhalt  wird 

,„„x  „      c^sinasiuj^      cHmxwiiY  +  x) 

\oo.)  Je  =         -   . =  ^  .  * 

^     ^  2sma'  2sm;' 

In  dieser  Angabe  ist  daher 
(34.)      f{x)  =  sina:  sin(y  +  a;), 

(35.)     /'(a:)  =  COSarSin(;'  +  ar)  +  COS(;'  +  a:)sina:=:sin(7'  +  2a;), 
(36.)    /"(a:)  =  2C0S(;'  +  2a:). 
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Fflr 

oder,  da  z  gleich  a  ist,  für 

(37.)  x  —  a  —  ß 

yerschwindet /'(«),  mif"{z)  wird  gleich  —  2<0.  Deshalb 
wird  der  Flächeninhalt  ein  Maximum,  wenn  das  Dreieck  ein 
<jkiihehenkdige$  ist. 

Avfgabe  14.    Von  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  51)  ist  die  * 
Grundlinie  c  nnd  die  Höhe  h  gegeben;  wie  gross  mtkssen   die 
anderen    Seiten    sein,    damit    der 
Wmkel  Y^  welcher  c  gegenüberliegt, 
ein  Maximum  wird? 

AuflSsimg.  Die  Höhe  des  Drei- 
ecks theüe  die  Grundlinie  c  in  die 
Abschnitte  x  nnd  c — z^  und  den 
Winkel  /  theüe  sie  in  die  Winkel  t 
nnd  y  —  I,  dann  ist 


AH^  2?,  HB  —  c  —  x. 


(38.) 

also 


t«5  =  T.    ^ir-i)^ 


_    tgS  +  tg(y-g) 


oder 


•) 


tgr  =  tg[£-Ky-|)]=  ^I.tgglg(y-S) 


tgy  = 


X         c  — 


hc 


z(c  —  x)       h^  —  x{c  —  z) 


Da  die  Ableitung  von  tgzj  nämlich  1  +  tg^a:  (vergl.  Formel 
Nr.  26  der  Tabelle)  beständig  positiv  ist,  so  nimmt  tgz  mit  z 
gleichzeitig  zu,  und  zwar  für  alle  Werthe  von  z.  Deshalb  wird 
t^r  mit  r  zugleich  ein  Maximum  oder  Minirnnm  In  der  vor- 
liegenden Aii^be  kommt  es  daher  nur  darauf  an,  :r  so  zu 

bestimmen,  dass 

hc 

h^  —  z(c  —  x) 
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ein  MaYJmiim  wird.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  ein  Brucli,  dessen 
Zähler  eine  positive  Constante  ist.  Deshalb  wird  der  Bruch  ein 
Maximum,  wenn  der  Nenner  ein  Minimum  ist.  Man  hat  also 
zu  setzen 

(40.)  f(x)  =  A2  — a;(c  — a:)  =  h^  —  cx  +  x\ 

(41.)  f*{x)^—c+2x,    rix)  =  2. 

Daraus  folgt,  dass  f{x)   für  a:  =  ^  ein  Minimum  wird. 

Für  diesen  Werth  von  x  werden  tg^  und  y  ein  Maximum  und 
das  Dreieck  wird  wieder  ein  gleichschenkeliges. 

Aufgabe  15.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Summe 
zweier  Seiten,  nämlich  a  +  J  gleich  «,  und  der  von  diesen  Seiten 
eingeschlossene  Winkel  y ;  wie  gross  müssen  die  Seiten  a  und  i 
selbst  sein,  damit  der  Mächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum 
wird? 

AuflSsung.    Bezeichnet  man  die  Seite  a  mit  ^,  so  wird  h 
gleich  8  —  X,  und  man  erhält  für  den  doppelten  Flächeninhalt 
des  Dreiecks 
(42.)  22^=  x{8  —  x)  smy. 

Deshalb  hat  man  in  diesem  Falle  zu  setzen 
(43.)     f{x)  =  8x  —  x^,   f{x)  =  8  —  2x,   f"(x)^  —  2, 

folglich  wird  für  ä?  =  -  der  Flächeninhalt  ein  Maximum. 

iL 

Aufgabe  16.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Summe 
zweier  Seiten,  nämlich  a  +  i  gleich  «,  und  der  anliegende 
Winkel  a;  wie  gross  müssen  die  beiden  anderen  Winkel  sein, 
damit  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum  wird? 

AuflSsung.  Bezeichnet  man  den  Dreieckswinkel  /}  mit  a:,  so 
wird  Y  gleich  180^  —  (a  +  x)  und 

(44)  ir=£L^BfL^, 

^     ^  2sin;^ 

oder,  weil  nach  dem  Sinussatz 
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_       <smy 
""sina  +  sin/? 


ist, 


,,  .  2J    _  sing  8iD(«  +  a?)  _  ^^  ^ 

^*^"^  »«sm  a  ""  (siDa  +  sm:r)2  ""-^  ^"^^^ 

Hieraus  folgt  nach  emigen  Umfonnmigen 

_  smarfflll(a  +  2a:)-sili^]       P^^ 
146.J        /  W  -  (sma  +  8m^)3  ""  Q{x) 

Damit  y(;r)  verschwindet,  mnss 
(47,)   sin(a  +  2x)  —  miz  =  2sin(^^-^-^j  cos  y     ^     )  =  ^ 

sein.    Bh  a  +  X  grösser  als  0  und  kleiner  als  n  sein  mnss,  so 
kann  Gleichung  (47.)  nur  befriedigt  werd^,  wenn 

— ^ —  =  - ,    oder    a  +  3x^n  =  a  +  ß  +  r 

ist.   Dies  giebt 

(48.)      2a:  =  2/8  =  r  =  |(7r  — a),    x  =  ß  :==\{n  —  a). 

Ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklich  ein  Maximum  von  f(x) 
eintritt,  findet  man  ans  dem  Vorzeichen  von  /"  (x) ,  wobei  nach 
Fomd  Nr.  80  der  Tabelle 

ist   Nun  wird,  weil  a  +  2x  gleich  /r  —  «ist, 

(50.)  P'  (a:)  =  sina[2cos(a  +  2a:)  —  cosa:] 

=  —  3sina  cosa;  <  0, 
(51.)  Q(x)  =  (sina  +  sina?)»  >  0, 

folglich  ist/"(a;)<0,  und/(a;)  ein  Maximum. 
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Fig.  62. 


Aufgabe  17.  Es  ist  eine  Gerade  AM  gegeben  (Fig.  52) 
nnd  ausserhalb  derselben  ein  Pnnkt  B ;  man  soll  auf  der  Oeraden 
AM  einen  Pnnkt  C  bestimmen,  so  dass 

(52.)  Ä  =  j[i.^(7+y.  CB 

ein  Minimnm  wird,  wobei  />  <  ; 
vorausgesetzt  werden  soIL 

AuflSsung.  Es  sei  der 
Winkel,  den  CB  mit  dem  yon 
B  hsdAM  gefällten  Lothe  B¥ 
bildet,  gleich  :r,  und  es  sei 

AF=a^    FB^h, 

dann  wird 

S^f{x)  -p{AF—  CF)  +  q.CB 


(53.) 


=  p(a  —  itga;)  +  q .  ——  > 


COS^ 


(54.)    fix) 


pb^      qbsinx  _  Ijqsixix  — p)  _  P{x) 


L 

COS^a:        COS^ic 


cos^a: 


Q(^) 


p 

sina;  =  — 


P{x)  wird  gleich  0,  wenn 

(55.) 

ist;  far  diesen  Werth  von  x  wird 

folglich  tritt  ein  MJTiiTnnm  ein. 


•^         ^     '  Q{*C)  AAa»lf  PAQ^f  ^  ' 


COS:r 


Legt  man  AE  unter  dem  aus  Gleichung  (55.)  gefundenen 
Winkel  x  im  Punkte  ^  an  die  Gerade  AM  an  und  verlängert 
BC  bis  zum  Schnittpunkte  B  mit  der  Geraden  AE^  so  steht 
BD  senkrecht  auf  AE^  und  es  wird 

(57.)        S  —  p.AC-\'q.  CB^qwax.AC+q.  CB 

=  j(^Csina;+  CB)  =  q[I)C+  CB)  =  q.DB. 


I 
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Aufgabe  18.  Es  ist  eine  Gerade  AM  gegeben  (Fig.  58) 
und  auf  verschiedenen  Seiten  derselben  zwei  Punkte  B  und  C\ 
man  s(dl  anf  AM  einen  Punkt  D  bestinunen,  so  dass 

(58.)  S^p.AD+  q.BD  +  r.CD 

ein  Minimum  wird.  Fig.  sa 

AiiflSsong.  Es  sden  BB^  und 
CCi  die  LoÜie,  die  man  von  B  und 
C  auf  AM  fiUIen  kann,  und  es  sei 

dann  wird 

(60.)  S=f{x)  z=px  +  ?y(6  — ar)2+*i^  +  r y(c  — a:)^  +  c,2, 

(61.)        f\.)^p-  ,    g^*-">        -    ,    '^'-'^       =0, 

y(^_;r)2  +  Aj-i        y(c  — ar)«  +  Ci2 

oder,  wenn  man  den  Winkel  i?iD£  mit  p  und  den  Winkel 
C,Z>(7  mit  /*  bezeichnet, 

1.61a.)  /?  —  ycosr  —  rcoSj»  =  0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  tritt  wirklich  ein  Minimum 
ein,  denn  es  ist 


n^) = 


qh\ 


+ 


rc. 


[(P  _  xf  +  dl«]*/.  ^  [(c  —  xf  +  c^2]% 


r5i>0. 


Der  Werth  von  :r  und  die  Lage  des  Punktes  D  lassen  sich 
aus  der  Gleichung  (61.)  oder  (61a.)  noch  nicht  in  einfacher 
Weise  ermitteln,  dagegen  werden  diese  Gleichungen  benutzt 
w^den  können  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe. 

Aufgabe  19.  Es  sind  drei  Punkte  Ay  B,  C  gegeben  (Fig.  54); 
man  soll  einen  Punkt  D  bestimmen,  so  dass 

(62.)  S=^p.AD  +  q.BD  +  r.CD 

ein  Uinimum  wird. 

Stegesnann- Kiepert»  Büferenüal-JEUchnong.  17 
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AuflStung.     Die  Gterade  AD   habe  bereits  die  verlangte 
Richtung,  dann  ergiebt  sich,  wenn  man  Winkel 

BDQ  =  CBF  mit  A, 
CBE  =  ADO  mit  /», 
ADF  =  BBE  mit  v 

bezeichnet,  aas  Gleichung  (61a.) 
der  vorhergehende  Au^be 

(68.)  p  —  ycosv  —  rcosji*  =  0. 

In  derselben  Weise  findet  man 

(64.)  q  —  rcosi  — p^%v  =  0, 

(65.)  r  —  pcos/i  —  ycosiss  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen /i,  so  erhilt  man 

(66.)  j(cos/*  +  cosA  COSI')  =  r(C0Sl'  +  COSi  COS/i*), 

oder,  weil 

cos/*  =  —  cos(i  +  y)  =  —  cosAcosj'  +  sin^sini^, 

cosj'  =  —  cos(A  +/!*)«  —  cosA  cos/t*  +  sinA  siufi 
ist, 

(66a.)  £sin^  sini^  =  rsin^  wa^^ 

oder 

(67.)  y :  sin^i*  =  r :  sinj'. 

Ebenso  findet  man 
(68.)  p :  sin^  =  q :  sin/t«. 

Beschreibt  man  um  das  Dreieck  ADB  den  umschriebenen 
Kreis  (Fig.  55)  und  verlängert  CD  bis  zum  zweiten  Schnitt- 
punkte Ci  mit  diesem  Kreise,  so  sind  in  dem  Dreieck  ABC^ 
die  Winkel  bei  A^  B  und  Cj  bezw.  A,  ^  und  v,  so  dass  man 
erhält 
(69.)  BC^ :  CyA  :  AB  =  änX :  sin/u :  siny, 

oder  mit  Bficksicht  auf  die  Gleichungen  (67.)  und  (68.) 

(70.)  BC^ :  C^A  \AB=p:q:r. 

Daraus  ergiebt  sich  die  folgende  Consiructian: 

Man  errichte  über  AB  auf  der  zu   C  entgegengesetzten 

Seite  ein  Dreieck  AB  C^ ,  dessen  Seiten  in  Ueberemstimmang 
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mit  Gleichimg  (70.)  sich  verhalten  wie  /' : ; :  r,  und  beschreibe 
um  dieses  Dreieck  den  umschriebenen  Kreis,  dann  schneidet  die 
Gerade  CC^  diesen  Kreis  in  dem  gesachten  Punkte  D. 


Fig.  66. 


Fig.  66. 


Man  kann  natürlich  auch  über  der  Seite  BC  ein  Dreieck 
BCä^  und  über  der  Seite  CA  ein  Dreieck  CÄBx  construiren 
(Fig.  56),  so  dass 

(71.)         BC:  CA^'.A^B^Bfi:  CA\AB^^p:q\r 

ist  Durch  den  gesuchten  Punkt  D  gehen  dann  auch  die 
(jeraden  AA^  und  BB^  und  die  Kreise,  welche  diesen  Dreiecken 
BCAx  lUid  CABi  umschrieben  sind.  Gleichzeitig  erhält  man 
fOr  iS'  dne  geometrische  Darstellung.  Nach  dem  /%o/^ma«ischen 
Lehrsatze  ist  nämlich  (Fig.  55) 

(72.)  AD .  jBCi  +  BD .  AC^  =  C^D .  AB\ 

nun  ist  aber  nach  Construction 

folglich  geht  Gleichung  (72.)  über  in 

AB 

—  (j>.AD  +  q.BD)=  CiD.AB. 

17* 
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Dies  giebt 
(73.)  S=:p.AD  +  q.BD  +  r.  CD  —  r(CD  +  DC^)  =  r .  CC^. 

In  derselben  Weise  findet  man 

(73a.)  S  =  p.  AA^  =  q .  BB^  =  r  .  CC^. 

Ein  besonderer  Fall  ist  der,  wo 

;?  =  y  =  r  =  l,    also    Sz=^AD  +  BD+  CD 

wii'd,  ein  Fall,  der  anch  in  Figor  56  berücksichtigt  ist.  Dann 
sind  die  Dreiecke  BCA^,  CAB^^  ABC^  gleichseitige  Dreiecke, 
die  Winkel  A,  /i,  v  sind  alle  drei  gleich  60  ^  so  dass  Winkel 

BDC=  CDA  =:ADB=  120^ 

wird,  und  endlich  ist 

(73  b.)  iS=  AAx  =  BBi  =  CC^. 

Bemerkmig. 

1)  Der  gefundene  Pankt  D  hat  nur  dann  die  Eigenschaft  des  Mini- 
mums, wenn  von  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  keiner  innerhalb  der  nm 
die  Dreiecke  JBCAu  CABu  ABCx  beschriebenen  Kreise  liegt.  Lage  z.  B. 
C  innerhalb  des  Kreises  um  ABC^,  so  wäre,  wie  man  leicht  nachweise» 
kann, 

p.AC+q,BC<p.AD  +  q.SD  +  r.CD. 

2)  Die  letzten  drei  Aufgaben  haben  ganz  besondere  Bedeutung  für 
die  Lehre  vom  Trassiren  und  bilden  den  Ausgangspunkt  fUr  eine  ganze 
Reihe  von  Aufgaben,  deren  Besprechung  hier  aber  zu  weit  führen  wQrdew 
(Man    vergleiche  Launhardt,  Theorie  des  Trassirens,  Hannover  1887.) 

Aufgabe  20.  Man  soll  unter  allen  Cylindem,  die  sich  in 
einen  geraden  Kegel  einschreiben  lassen,  den  grossten  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Höhe  des  ge- 
gebenen Kegels  (Fig.  57)  CS  sei 
Ä,  der  Halbmesser  CB  der  Grand- 
fläche sei  r,  die  Höhe  CE  des 
eingeschriebenen  Cylinders  sei  y, 
und  der  Halbmesser  CD  seiner 
Grundfläche  sei  x.  Dadurch  findet 
man  für  das  Volumen  des  Cy- 
linders 

(74.)  V  =  x^Trg. 
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Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  SCB  und  FDB  folgt 

CSiCB^DF.DB, 

oder 

A  :  r  s=  y :  r  —  Xj 
folglich  wird 

(75.)  y  =  ^{r  —  x)    und    V^ — x\r  —  z). 

Die  Fonction,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  ist  daher 
[abgesehen  von  dem  positiven  constanten  Factor  — j 

(76.)  f(x)  =  a?2  (r  —  x)  =  rx'^  —  x\ 

Dies  giebt 

(77.)  /' (a;)  =  2ra:  —  3a:2  =  a:(2r  —  ar),    f**{z)  =  2r— ^x. 

Die  Ableitung  /'  {x)  verschwindet  erstens  ffii*  2;  =  0  und 
zweitens  für  a:  =  — •   Nun  ist 

/"(0)  =  2r>0, 

folglich  erhält  man  für  a;  =  0  ein  Minimum.  In  der  That,  der 
entsprech^de  Cylinder  ist  zu  einer  geraden  Linie  zusammen- 
geschromi^,  ^^^  ^^  Volumen  ist  gleich  Null.    Dagegen  wiid 

folglich  wird  /("ö")  ®^  Maximum.    Die  Höhe  y  des  zugehörigen 

Cylinders  ist  nach  Gleichung  (75.)  gleich  -  und  das  Volumen 
wird  nach  Gldchtmg  (74.) 

(78.)  r=  il-^. 

'  27 

Da  das  Volumen  des  gegebenen  Kegels  gleich  —5—  ist, 

80  ist  das  Volumen  des  grössten  Cylinders,  der  sich  in  einen 

geraden  Ereisk^fel  einschreiben  lässt,  gleich  -  von  dem  Volumen 

des  E^^els. 
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Aufgabe  21.  Man  soll  unter  allen  Qylind^ii,  welche  sich 
einem  geraden  Kreiskegel  einschreiben  lassen  (Fig.  57),  deqenig^ 
bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Maximum  ist. 

Auflösung.  Wendet  man  wieder  dieselben  Bezeichnungen  an 
wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  so  erhält  man  fSr  die 
Mantelfläche  des  Cylinders 

(79.)  M=2x7i.y. 

Nach  Gleichung  (75.)  ist  aber 


folglich  wird 


y^-{r—^\ 


M^= {rx  —  x^). 

r 


Die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  ist  daher 

(80.)  f{x)  =  rx  —  x\ 

und  es  wird 

(81.)  f'{^)^r  —  2x,    /-(a:)  =  — 2, 

Daraus  findet  man ,  dass  die  Mantelfläche  für  :r  =  -  ein 
Maximum  wird. 


Pig.  B8. 


Aufgabe  22.  Ein  cylindrisches  Gefäss  (Fig.  58)  soll  so  ge- 
formt werden,  dass  es  bei  gegebenem  Vo- 
lumen eine  möglichst  kleine  Gtesammt- 
oberfläche  besitzt.  In  welchem  Verhält- 
nisse stehen  dann  die  Höhe  und  der  Halb- 
messer der  Grundfläche? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Halb- 
messer CB  der  Grundfläche  mit  or,  die 
Höhe  CD  mit  y,  die  Oberfläche  mit  -F 
und  das  Volumen  mit  F,  so  wird 

^^*)  V=i  x^Tvy,    oder    y  = 


X^Tl 


(83.)  F^  2x7ty  +  2x^n  =  2Vx-^  +  2x^7t  =f{x), 

aiso 

(84.)   /'(a.)  =  —  2F«-J  +  ^xTi  =  2x-»(ac»7r  —  F)  =  0. 
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Dies  giebt 
(85.)  2*»7r 


=  F,     y  =  2x  =  2fZ. 


Fär  diesen  Werih  yon  x  tritt  wirklich  ein  Minimum  ein, 
denn  es  wird  dann 

(86.)       fix)  =  4Ffl?-*  +  47r  Ä  8;r  +  47r  =  \2n  >  0. 

Die  GesamnUoberJläche  tcird  daher  möglichst  Hein,  tcenn 
der  Durchmesser  des  Grundkreises  und  die  Höhe  einander 
gleich  sind, 

Aufgabe  23.  Ein  cylindrisches  Getftss  (Fig.  58)  soll  so  ge- 
formt werden,  dass  bei  gegebenem  Volmnen  (nicht  die  Gesammt- 
oberfl&ebe,  sondern  nnr)  der  Mantel  nnd  die  eine  Grundfläche 
ziisammen  ein  MinimnTn  werden. 

AuflSsung.    In  diesem  Falle  ist 

(87.)  f{x)  =  2xny  +  «%  =  2  Fi-  *  +  «^^, 

(88.)  f'{x)  =  —  2Vx-^  +  2a:7r  =  0  für  x^n  =  V. 

Dies  giebt 

(89.)  y  =  ^  =  yZ, 

nnd  zwar  tritt  für  diesen  Werth  von  x  wirklich  ein  Minimum 

ein,  weil 

(90.)  f'*{x)  =  ^Vx-^  +  27r  =  6;r>  0 

Mird.  Hier  muss  also  der  Halb- 
messer der  Grundfläche  der  Höhe 
gleich  sein. 

Aufgabe  24.  Man  soll  einer 
Kugel  einen  geraden  Eegel  (Fig. 
o9)  einschreiben,  dessen  Mantel- 
fläche ein  Maximum  ist. 

AuflSsung.  Bezeichnet  man 
den  Halbmesser  BO  der  Kugel 
mit  r,  den  Halbmesser  AC  von 

der  Grundfläche  des  Kegels  mit  y,  die  Seitenkante  ^/S"  mit  $  und 
die  Höhe  CS  mit  a:,  so  wird  die  Mantelfläche  des  Kegels 
(91.)  M  =  yns. 
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Nun  ist  aber  nach  bekannten  Sätzen  ans  der  Planimetrie 

(92.)  y^  =  z{2r  —  x\    s^  =  2rx\ 

deshalb  wird 

(93.)  AP  =  2rx\2r  —  x)  n\ 

Ist  if  ein  Maximum,  so  gilt  dasselbe  von  M^j  folglich  hat 
man  hiei'  zu  setzen 

(94.)  fix)  =  x'^  (2r  —  x)=i  2rx^  —  x^ ; 

dies  giebt 

(95.)  f  f'  (^)  =  ^''^  ~  ^"^^  =  a:(4r  -  Zx\ 


I  /'(a:)  =  4ra:  — 3j 
\f'{x)  =  ^T  —  ^x. 


Für  a:  =  0  wird  f^x)  ein  Minimum,  dagegen  wird 

32r^ 

27 

ein  Maximum. 


(96.) 


^i)= 


Fi«,  eo. 


Aufgabe  25.    Man  soll  aus  einem  Baumstamme  mit  kreii»- 
förmigem  Querschnitt  (Fig.  60)  einen  Balken  mit  rechteckigem 

Querschnitte  so  ausschneiden,  dass 
seine  Tragfähigkeit  ein  Maximum 
wird. 

Auflösung.  Da  die  Trag&hig- 
keit  T  proportional  zu  der  Breite 
X  des  Querschnitts  und  propor- 
tional zum  Quadrate  der  Höhe  y 
desselben  ist,  so  wird 

wobei 

y2  =  cP  — a:», 

wenn  man  mit  d  den  Durchmesser  AC  des  Ki'eises  bezeichnet. 

Dies  giebt 

(97.)  r  =  ex  (cP  —  ^2)  =  c{d^x  —  x\ 

(98.)  f{x)  =  d:h^  —  x\ 

(99.)  f{x)  =:rf2  —  3a;2  =  0füra:  =  -^- 
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For  diesen  Werth  von  x  tritt  ein  Maximam  ein,  denn  es  ist 

(100.)  /"(x)  — —  6a?<0. 

Die   Tragfähigkeit   dee   Balkens   üft   daher  ein  Maximum^ 


mnn 


Fig.  61. 


l-mBx 


(101.)    a;2 :  y2 :  rf2  =  1 :  2  :  3,  oder  ar :  y :  rf  =  1 :  ^2  :  V?. 

Aufgabe  26.  Auf  derselben  Seite  einer  geraden  Linie  MN 
(Fig.  61)  seira  zwei  Pnnkte  A  und  B  gegeben;  man  soll  die 
Lage  des  Pnnktes  C  auf  der 
G^iiden  MN  so  bestunmen,  dass 

AC^+  CB^  ein  Minirnnm  wird. 

AiiflSsuflg.  Fällt  man  von  A 
and  B  anf  MN  die  Lothe  AA^ 
und  BB^^  dann  sei 

A^A  =  a,      B^B  =  4,  jf 

A,B,  =  /; 

setzt  man  also 

A^C^x,    so  wird     CB^  =  /  —  x. 

Dies  giebt 

(102.)      !&+  CF^a^  +  x^+b^  +  (l  —  x)^  =^fi^), 
(103.)      /'(ar)  =  2a:  — 2(/-a;)  =  4:c-2/,    /"(a:)  =  4, 

folglich  wird  f{x)  ein  Minimum  für  a:  =  -,    d.  h.,    wenn    der 
Punkt  C  in  der  Mitte  zwischen  A^  und  B^  liegt. 

Aufgabe  27.  Auf  derselben  Seite  einei-  geraden  Linie  MN 
(Fig.  61)  seien  zwei  Punkte  -4  und  5  gegeben;  man  soll  die 
Lage  des  Punktes  C  auf  der  Geraden  MN  so  bestimmen,  dass 

AC'\-  CB  ein  Mininmm  wird. 

Auflösung.  Die  Function,  welche  hier  ein  Mininfinm  werden 
soll,  ist 

(104.)    AC-^-  CB  =  Ya^  +  x^  +  yW+JT^^  =/(^). 
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Dies  giebt 
(105.)  /'(.)=      ^  ^^^-^ 


(106.)    /-^(^)=._     Slr-:r^-.+  ^' 


(a2  +  x^)yäH^^     [b^+il—z)^]yb^  +  {i—xy 

um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  für  welche /'(ar)  ver- 
schwindet, beachte  man,  dass  ans  Gleichung  (105.)  folgt 

fix)  =  ^-^  =  cos^C^,  -C0S5CB,. 

Dieser  Ausdinick  verschwindet,  wenn  der  Winkel 
(107.)  ACA^  =  BCBx. 

Die  beiden  Dreiecke  ACA^  und  BCB^  sind  deshalb  Shnlich, 
und  es  wird 

x:a=^  (l  —  x):bj 
oder 
/^^^\  ^^  >  bl 

(108.)  X=i  .,        l  —  Xz=: 


a  +  b^  a  +  b 

Da  bei  dieser  Bestimmimg  von  a:  die  zweite  Ableitung  nach 
Gleichung  (106.),  nämlich 

(109.)  f-(x)  =  ^^+  S, 

^        A&         B& 

positiv  ist,  so  wird  AC  +  CB  ein  Minimum. 

Wegen  Gleichheit  der  Winkel  ACA^  und  BCB^  ist  die  ge- 
brochene Linie  ACB  der  Weg,  den  ein  Lichtstrahl  nehmen 
würde,  der  von  dem  Punkte  A  ausgeht  und  von  der  Geraden 
MN  nach  B  reflectirt  werden  soll. 

Dieser  Weg  ist  demnach  ein  Minimum. 

Aufgabe  28.  Die  Gerade  MN  (Fig.  62)  trenne  das  Medium, 
in  welchem  das  Licht  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  fortbewegt, 
von  dem  Medium,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
gleich  rf  ist;  in  welchem  Punkte  C  trifft  der  Lichtstrahl  die 
Gerade  3/iV,  damit  er  in  der  kürzesten  Zeit  vom  Punkte  A  in 
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Fi«.  (B. 


dem  ersten  Medinm  zum  Punkte  B  in  dem  anderen  Medium  ge- 
langt, und  nach  welchem  Gksetze  wird  er  gebrochen? 

AiiMiuiig.  Unter  Be- 
nutzung derselben  Bezeich- 
nimgett  wie  bei  den  beiden 
Yorhergehenden  Angaben 
wird  in  diesem  Falle  die 
Zeit  i^ ,  welche  der  Strahl 
braucht,  um  yon  A  nach  C 

AC 
zü  gelangen,  — ,    und   die 

c 

Zeit  ^j,  welche  er  braucht, 

mn  yon  C  nach  B  zu  ge- 

OB 
langen,  -^.    Setzt  man  also 


»i    v 


1 

7  =  ^' 


1 


(110.) 

so  erhält  man 

(111.)    f{x)  =  ^  +  ^  ^py^fi+l?+  qyhi^{i—xY^ 


(112.) 
oder 


/'(^)  = 


=  P^  _  g(^— ^)  ^   Q 


Ya^  +  x^       yb'^  +  {l—xf 


(112a.) /'(^)  =  ^^^  -  ^^^  =;> cos«  -  jcos/5f  =  0, 

wobei  die  Winkel  A^CA  und  BfiB  mit  a  und  jöf  bezeichnet 
sind.  Nennt  man  die  Winkel,  welche  das  Einfallsloth  im  Pimkte 
C  mit  den  Strahlen  A  C  und  B  C  bildet,  y  und  d,  so  wird 


pwiy  =  jsini,    oder 


smj' 


sind 


also 

(113.) 


smy  _   c_ 
sind  ""  rf' 


In   dieser   Gleichung   ist   das    Gesetz    atisffesprochen,    nach 
tcelchem  der  Strahl  im  Punkte  C  gebrochen  wird. 
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Aus 

(114.)    /"(*)  =  ; ^^i_  +  _- f; 

folgt  wieder,  dass  f .  AC  -{-  q .  CB  ^l  Minimum  wird. 


Vn.  Abschnitt. 

Bestiminniis  tob  Ausdrucken,  welche  an  der 
Grenze  eine  der  nnbestlmmten  Formen 

•,  «,  o.ao,  00  — Qo,  0%  00%  r  haben. 

§  58. 

Ausdrucke  von  der  Form  ^ 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  81.) 

Werden  in  dem  Brache  ^7^^  Zähler  und  Nenner  bleich  0, 

f{x) 

wenn  man  x  gleich  a  setzt,  so  erhalt  dieser  Bruch  &x  x  gleich 

a  die  nnbestimmte  Form  —  •    Beispiele  daför  kommen  in  der 

Differential-Rechnung  sehi*  häufig  vor.    Schon  die  Erklärung  des 
Differmtial-Qaotienten  (vergl.  Formel  Nr.  15  der  Tabelle) 


Zi^X        •«  1 


0-4  Z 


liefert  den   Grenzwerth  eines  Ausdruckes  von  der  Form  —  • 

Indem  man  x  mit  a  und  x^  mit  x  vertauscht,  geht  Gleichung 
(1.)  über  in 

(2.)  /-(a)  =  lim-^^^^^^=^^ 

Xssa       X  —  a 

ebenso  ist 

(3.)  ^'{a)  =  ^'£^±ll^. 


sssa 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt  schon  die  Lösung  der  vor- 
gelegten Aufgabe.    Weil  nämlich  nach  Voraussetzung 

(4.)  9)(a)  =  0    und   /(a)  =  0 

ist,  so  erhält  man 

<p(x)—fp(a) 


(5). 


also 


(6.) 


(p(z) (f{x) — y(a) z  —  g 

X  —  a 

y     €p(x) X  —  g       _  y'(g) 

a:  —  g 


Man  findet  daher  den  wahren  Werih  von  lim^T-V,  indem 

.  .  -^^^^ 

man  Zähler  und  Nenner  einzeln  differenUirt  und  in  den  Quo- 
tienten der  Ableitungen  x  gleich  a  einsetzt. 

Um  dieses  Verfahren  anzudeuten,  bringt  man  die  Gleichung 
(ö.)  auf  die  Form 

Hieraus  findet  man  dann  auch  sogleich,  dass  man  das  an- 
gegebene Verfahren  noch  zum  zweiten   Male  anwenden  muss, 
wenn  auch 
(7.)  y'(g)==0    und/'(g)  =  0         ^ 

ist.    In  diesem  Falle  wird  also 
Wird  auch  noch 

(9.)  y"(a)  =  0    und   /"(a)  =  0, 

SO  wendet  man  dasselbe  VerMren  auf  lim  Z,,;  (   an ,    indem 
man  ZSMer  und  Nenn^  einzeln  differentiirt,  und  eiMlt 

(10)  lim5^^  =  lim^^^^. 


J 
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Dieses  Verfahren  kann  man  so  lange  fortsetzen  ^  bis  man 
endlich  auf  einen  Bmch  kommt,  der  für  2;  =  a  nicht  mehr  die 

Form  j-  hat.    Dies  giebt  die  allgemeine  Begel:  Ist 

Ua)  =  0,     /'(a)  =  0,    /-(a)  =  0,.../t-»(a)  =  0, 
80  ist 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  9{x)  und 
f{x)  mit  ihren  ersten  n  Ableitungen  sUtiff  und  endlich  bleiben 
far  alle  Werthe  von  ^,  deren  Unterschied  von  a  beliebig  klein 
ist,  kann  man  dieses  Besultat  auch  durch  Anwendung  der  Taylor'- 
sehen  Reihe  finden.  Nach  Formel  Nr.  50  der  Tabelle  ist,  wenn 
man  »  +  1  mit  n  vertauscht, 

(13.)  fix)  =fia)  +-^)  (x  -  o)  +-^^  (a:  _  a)»  +  . . . 

+  (n—i)\  (* ~ "^^  +    ^     „i — ^  (* - «) ; 

ebenso  findet  maa 

(14.)    y(x)  =  9ia)  +  f-^^ix-a)  +  ^(x-a)^+... 

9.("-»)(a),          ,_  ,  .   y(")[a  +  ®i  («  —  «)]/         w 
+  („—i)\  (* ~ "^      +         ^!   ^(^-«)"- 

Wenn  aber  die  in  den  Gleichungen  (11.)  ang^febenen 
Voraossetzongen  gelten,  so  redaciren  sich  diese  Gleichungen 
(13.)  and  (14.)  auf 

(13  a.)  f{x)  =< — ^  ^    /■ ^  («  —  »)", 

/-,.    \                 /\       y <"* [a  +  0, (a;  —  o)]  ,  ,. 

(14a.)  9> (x)  =         l-   ^^/^ ^ («  —  o)-, 

folglich  ist 

(15.)  ?M  -  y'*>fg  +  Qi(a?  — o)1 

/(a:)  ~  /•-)[a  +  e{x  —  a)] 

und 
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SO  gdit  das  Sphäraid  in  eine  Kugel  Aber,  und  das  zwrite  Glied 

in  dem  Ausdracke  für  F  erhSlt  die  Fonn  -.   Benatzt  man  aber 

0 

das  soeben  gefundene  Resultat,  so  ergiebt  sich  ftlr  die  Oberflä- 
che der  Engel  ans  Gleichung  (2.)  der  bekannte  Ausdmck 

10)  hm =  hm  — r—  =  n. 

xsl  X —  1  1 

11)  hm 7 — --TS =lMn-s7 Tx 

==  lim  ?^.:zi)£r?  =  ^ÖLZli) . 

Die  beiden  letzten  Angaben  10  und  11  finden  Anwendung 
in  der  Bentenrechnung.  Bezeichnet  man  nftmlich  mit  JSy  den 
Baarwerth  einer  Leibrente,  die  emer  Person  im  Alter  von  y 
Jahren  am  Anfange   emes  jeden  Jahres  aasgezahlt  wud,  und 

mit  Ry^''^  den  Baarwerth  einer  Leibrente  von  gleichem  Betrage, 
die  derselben  Person  aber  in  n  Quoten  am  Anfieinge  eines  jeden 
n*»^  des  Jahres  ausgezahlt  wird,  so  ist 

(3.)  bP ^ -^(i^^B. _^/-«y^+»-i . 

n^Yr^'  \y7—  1  /  **  (j/7— 1)2 

wobei  der  Zimfactor  r  durch  die  Gleichung 

(4.)  100  r  =  100  +  Procente 

erklärt  wird.    Der  in  Gleichung  (3.)  gegebene  Ausdruck  für 

Ry^^^  ist  für  die  numerischen  Berechnungen  sehr  unbequem; 
deshalb  benutzt  man  gewöhnlich  einen  N&hemngswerth,  den  man 
erh&lt,  indem  man  den  Zinsfstctor  r,  welcher  so  wie  so  yon  1 
wenig  verschieden  ist,  gleich  1  werden  lässt.  Setzt  man  dann 
noch 

(5,)  r=:a;*,    also     yr^x^ 

so  wird 

v^  »  (t)       !•         1     /^ — IV  T»        1-     ^    ^"  —  nz  +  n  —  1 
hmlZy"^**^  =hm-r-rzi( r)  -Ry— hm-Y«-— 7 — ~tz ? 

är=l  ,al«^a^    A«— 1/  «=l»*  (« 1)* 
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oder  mit  Bttcksicht  auf  die  in  den  Au^ptben  10  und  11  gefun- 
denen Resnltate 

(6.)  iimJB,(^^  =  i2,-^- 

Eine  genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Näherungs- 
werth  von  dem  wahren  Werthe  sehr  wenig  verschieden  ist. 

«ssi  1  —  x  +  lx  — l  +  x"^  0 

—  1  +  a:-*  —x-^ 

^ 1  I     ^ 

18)    ,:^1^-V^  +  >^^^_,:,.2yr      2yx-a 
^    Mma  yx^  —  a^    :  a? 

,.     yx'^  —  a^  +  yx(x  +  a)      y2ä^         1 

2xyx  2aya       y2a 

-^v    -.     1  —  cosa?      ,.  sinar  0 

14)     Inn ;— =— =  lun r-T — .   ^  . 7r"=^'r' 

'   ssocos^sm^x  — sm*2:  +  2 sinx  cos*«      0 

Kon  ist  aber 

sina? 1 

— sin^  +  2sin2;  cos-'a?  ""  —  sin*«  +  2cos*«' 

folglich  wird 

•.     1  —  cos«      1 

lim r-=-  =  -• 

s8»cos«sm*«      2 


§  60. 

Ausdrucke  von  der  Form  s*. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Kr.  81.) 

Werden  die  Functionen  tf  (x)  und  /(«)  beide  fBr  x  gleich 
a  unendlich  gross,  so  wird 

,.    y(«)-     Qo 
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Um  d6n  Grenzweith  za  ermitteln,  dem  äck  in  diesem  Falle 
^ßl  nähert,  setze  man 

(1.)  9i^)=^-z7Z\t   *!«>   Vti'^)- 


(2.)  >'(')=7V)'    '^  •^•(">=M' 

dann  folgt  aas  g>(a)  =  <ao  und  /(a)  =  oo 
(3.)  Vi  (ö)  =  0  und  /i  (ö)  =  0, 

und,  man  erhält 


«as». 


d.  h.  man  hat  diese  Au^be  auf  die  in  §  58  behandelte  Auf- 
gabe zurttckgeführt.  Bezeichnet  man  also  den  gesuchten  Grenz- 
werth  mit  A^  so  wird  nach  der  damals  gefundenen  B^;ei 

(5.)  ^  =  lim|J^  =  lim^. 

Nun  ist  aber 

/iW-'-ypi.        SPi(^) ^i' 

folglich  wird 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (5.) 
(6a.)  ^^^Mim-^^,- 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  A  von  0  verschieden  ist, 
kann  man  beide.  Seiten  dieser  Gleichung  d]urch  A^  dividiren 
und  erhält  dadurch 

oder 

(8.)  ^-im^^^j--limj^. 
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Es  gilt  hier  also  dieselbe  Rogel  wie  bei  den  Ansdrückeiif 
welche  an  der  Grenze  die  Form  —  annehmen,  d.  h.  man  findet 

den  Werth  von  lim  ^7^,  indem  man  Zfthler  nnd  Nenner  einzeln 

differentiirt  nnd  in  den  Quotienten  der  Ableitungen  x  gleich  a 
einsetzt. 

Diese  Regel  bldbt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  A  den 
Werth  0  hat.    Denn,  wenn  man  in  diesem  Falle  den  Ausdruck 

betrachtet,  so  erkennt  man,  dass  er  fBr  ;i;  gleich  a  wohl  die  Form- 

öö-  annimmt,  aber  einen  Werth  hat,  der  von  0  verschieden  ist. 
Man  darf  daher  die  eben  ausgesprochene  Hegel  anwenden  und 
erhält 

(iO.)  iim>:^+Ä  =  lim/miÜf), 

oder 

1  +  lim  S^)  =  1  +  lim  ?^^ 
^      fix)        ^^f'(x)' 

folg^  ist  audi  in  diesem  Falle 

(11.)  lim  ^  =  lim  1^. 

Werden  f'{ä)  und  ^'(a)  beide  gleich  0,  oder  werden  sie 
bdde  nneDdUdi  gross,  so  findet  man  durch  nochmalige  An- 
woidiing  derselben  Begel 

und  kann  so  fort&hren,  bis  sich  ein  bestimmter  Werth  ergiebt. 

Bei  diesen  Untersuchungen  ist  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  man  die  Ableitungen  von  fp{x)  und  /{x)  bilden  kann, 
namentlich  aber,  dass  a  ein  endlicher  Werth  ist.  Diese  zweite 
Voraoflsetzung  darf  aidi  wegfallen ;  denn  wird  a  unendlich  gross, 
so  setaie  man 
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(13.)  ^  =  7>     äIso     ^  =  -»  '\ 


dann  wird 


r  z 


._  Hx> 


(14.)  lim  1^^  =  Um  ^^ 

Da  nun  aber 

ist,  so  findet  man,  auch  wenn  man  ^  als  die  unabhängige  Yer- 
änderiiche  betrachtet,  nach  der  angegebnen  R^gel 

ri-i^  lim  ^(^)-  lim  3^. 


§  61. 

Uebungs- Beispiele. 

5 

1>    hm  ^^    ^  =  hm  — 7—^  =  hm  — ^t^-t  =  -5 

_£    tgo;  1  C0S*(5ic)       0 

*"  -^  COS^a: 


9 


,.      öCOß^ic        ,.  — lOcos^rsma:  ,.      sm(2a:)         0 

Jim  — 0/0  \  =  um  — rr — /-  V  .  .^  .  =  lim   .  A ^  \  =  :r- > 

CpS^(5ar)  —  10C0ß(5a:)sm(5a:)  sm(102;)       0 

,.      8in(2a:)  _  y      2co8(2a?)    _  — 2  __  1 
sm(10a;)  ""         10C08(10:r)  ""  —  10  ""  5  ' 

2)  Ihn  —  =  lim  —  =  0. 

3)  Um  --r  =  lim  -:r  ==  hm  — --  =  0. 

4)  lün5  =  f.* 

Znnädist  möge  vorausgesetzt  wanden,  dass  n  eine  jiatfd»< 
ffonze  Za^hl  ist    Dann  wird 
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Im— =  lim-^  =  f-, 
wom  »  >  1  ist ; 

Dieser  Ansdrack  wird  entweder  gleich 

5(2^^  =  0,    oder    ^, 

jenachdem  n  gleich  2  oder  grosser  als  2  ist  Um  die  Au^be 
aUgemein  za  lösen,  mnss  man  Zähler  nnd  Nenner  iiMal  differen- 
türen  mid  erh&lt  dadurch 

hm  —  ==  hm  —  =  ^  =  0. 

Dasselbe  Besoltat  findet  man  anch,  wenn  »  eine  positive  ge- 
brockene  Zahl  ist;  denn  in  diesem  Falle  liegt  n  zwischen  zwei 
ganzen  Zahlen  i — 1  nnd  i,  so  dass 

*— l<it<it 
wird,  folglich  ist 

--  =  lim  — :r— =  lim — — » 

oder 


«•             •C'                          ••             •</                          A                              «•             t/u 

lim— -  =  um-—«  — r—-  =  lim— -• 

-  lim 

4 

1 

Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

lim  —  =  0 
e* 

und,  da 

k  —  n  positiv  ist, 

folglich 

ist  auch 

hm  —  =  0. 

Der  Sinn  dieses  Besultates  ist  der,  dass  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  x  die  Exponential-Fnnction  eF  noch  grösser 
wird  als  jede  beliebig  hohe  Potenz  yon  x. 
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5)    lim -^  =  lim -^— ,  =  lim — -  =  ;=-=:0: 

dabei  ist  nur  vorausgesetzt,  dass  n  positiv  ist,  im  Uebrigen  4&rf 
n  beliebig  klem  sein.  Der  Sinn  dieses  Resultates  ist  dann  der, 
dass  Ix  fiOr  hinreichend  grosse  Werthe  von  x  zwar  selbst  beliebig 
gross  wird,  aber  doch  noch  kleiner  bleibt  als  jede  beliebig 
niedrige  Potenz  von  x. 

Setzt  man  n  =  — ,  so  nimmt  für  positive  Werthe  von  m 

tn 

das  soeben  gefundene  Resultat  die  Form  an 

lim——  =  0. 


i.\    !•      Utftr^)       — <»      1-        sma^cosa: 

^    «  =  olltg(32r)]       —00  3 


8in(3x)C0S(3ar) 

^  lim  «"^(^)<^(^^)  ^  lim  «^(^)  ^  ^ 
dsinarcosa;  3sin(2ar)      0 

,.      sin  (6a?)       ,.    6cos(&c)      6       , 

-,     ,._     Ix         — ^       f  X  ,.     — sin^a:       0 

7)    hm -7 — = =  hm ; —  =  hm =-» 

ssoCtga;  00  1  X  0 

sm^ 

i.     — sin^a:      ,.     — 2sina;cosar       0 

um =  lim ' =  --  =  0. 

X  11 

§62. 

Ausdracke  von  der  Form  0 . « . 

Bei  den  Ausdrücken,  welche  an  der  Grenze  die  Form  0 .  oo 
haben,  kann  man  die  Bestimmung  auf  einen  der  beiden  vorher- 
gehenden Fälle  zurfickfBhren.    Wird  nämlich 

(L)  tW  =  0,    /(a)=  od, 

SO  setze  man  wieder 
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dann  ist 

(4.)  y,(a)=ao,    /,(a)  =  0. 

Deshalb  wird 
(5.)  y(.)./(.)=|M 

dn  Ausdruck,  der  für  z  =  a  die  Form  —  annimmt;  tmd 

(6.)  ^(^-/(^^^ 

winl   ein   Ausdruck,    der   für  x^a   die  Form  f- annimmt 
Daraus  ergiebt  sich  die  Regel:  Man  bringe  den  Ausdruck  auf 

die   Form  zr  oder  auf  die  Form  -^  und  behandle  ihn,  wie  in 
§  58,  bezic,  in  §  60  angegeben  worden  ist. 


§  63. 

Uebungs-Beispiele. 

a-  1 

1)  lim  (ir .  ctgar)  =  lim  T —  =  lim  — :  -  =  1, 

cosV 

2)  lim(r  —  a)  [\(x  —  a)]^  =  0  .  00 , 


x  =  a 


Ital  (:r  -  «)  Pfx  -  a)l«  =  lim  1^-^' =  f-, 

1 


2\(x—ä) 


hm  ^ rff  =  hm ; r-^-  =  —  2hm  jA cf.  =  §-, 


2Ump^^—p,  =  —  2Um  — ^ — Vi  =  +  2lm(x  —  a)  =  0. 
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3)  lta.(.-.l)tg(^)=0.co  =  lim^=l-  =  i. 

V      ^-1        V  1  ,.     ^^Jt)  2 

lim ; — 7  =  hm =  — lim ^^ — -  = 

.    /xn\  —  n  7t  TT 

Noch  etwas  einfacher  hätte  man  diese  Aufgabe  in  folgender 
Weise  behandeln  können.    Es  ist 

(ix — l)sin(^J  ^         ^ 

X7i\      ,.     ^  ^       \2/,.       x  —  \         O 

V       X — i         ,.1  2 

lim =lim = • 

4)  Jtol2't«(^)=co.O. 


? 


Die  Losung  dieser  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn  man 

a 
2^ 

als  Veränderliche  einführt»    Dadurch  wird 


y      ox 


2*  =  —     und     limy  =  0, 
also 

lim2*tg('iL'j=Mitgy  =  lim^^  =  J, 

lim?*^  =  lim-4,  =  a. 
y  cosV 

*  yi« 10  1 

5)    lim  ä:  (|/r —  1)  =  lim  — - —  =  -»  wo  <  =  -  gesetzt  ist, 

r«  — 1       _.     Hlr      , 
hm  — - —  =  lim  —-  =  Ir. 
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.  Von  diesem  Besultate  kaim  man  wieder  eine  Anwendung 
machen.    Nach  Gleichung  (3.)  in  §  59  war 

oder,  wenn  man  n  mit  x  vertauscht, 

aa.)  bP=  V^(r-i)'ii,     V7rr-i-x(V7-i)1 

Wird  nun  die  Zahl  x  immer  grosser  and  schliesslich  nnend- 
lidi  gross,  so  erhält  man  mit  Räcksicht  darauf^  daas 

lim  « (Vr  —  1)  =  Ir 

r  —  1  —  Ir 


(2.)      ii,®) = Ktt^J^  -^ 


§64. 

Ausdrucke  von  der  Foiin  eo  —  eo . 

Wird 

(1.)  y(a)  =  00  mid/(a)  =  00 , 

so  nimmt  der  Ausdrack 

tt{x)~f{x) 

for  a;  =  a  die  unbestimmte  Form  oo  —  oo  an.  Der  wahre  Werth 
dieses  Ansdmckes  kann  wieder  dadmvfa  ermittelt  werden,  dass 
mm 

('2.)  ?'(^)  =  — 7-\.    also     «»,(«)  =  — r^. 

(3.)  fK^)  =  -rn^^    also    /i(^)=    ^ 


setzt    Dann  wird 

(4.)  9'i(«)  =  0,   /i(a)  =  0, 

mid  man  erh&lt 

.    y  ^  w      y  V  /       y^^^j      y^^^^        y^(^)  .y^(^) 
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Dies  ist  aber  ein  Brach,  welcher  fBr  x  =  a  die  Form  -r 

annimmt  nnd  nach  der  in  §  58  angegebenen  Regel  bestimmt 
werden  kann. 

Ifitmiter  gestaltet  sich  die  Umformung  noch  etwas  ein&cher, 
wie  es  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 


§  65. 

Uebungs-Beispiele. 

1)  hm(-5 — T -)=  00—00  =  hm     ,      ,    =-! 

«=iW — 1       X — 1/  x^ — 10 

lim  — zr-^ —  =  lim = • 

x^  —  l  2x  2 

2)  mn( ;-  —  f-)=  00—  CO  =  lim  -7 ttt —  =  x^» 

'    »ai\a; — 1      \x/  (x — l)\x        0 

i:«.^!^— *  +  l       1-        la?  +  l  — 1         ,.  \x  0 

{x — 1)1«         .       1^+1 — x-^    .         lx+1— ar-*       0 

=  lim  — f^ — 5  =  lim     f  ,  =  -• 
nr-^  +  x"^  a?  +  1       2 


3)    lim(^-4 1^=00—00=11 


Imi : =  -» 

arsma?         0 


arsma;  sma;  +  a;C0Sa;       0 

,.  sina:  0 

=  hm  r : —  =  -.  =  0. 

2C08a;  —  arsma;       2      t 


^>  .^.(ik-p-)= 


00 —  00  =  lim 


x^  —  8in*ar_  0 
2r%in*a?     ""  0 


T"» 


a;a  —  sin^  _  .,         2a;  —  2sinarco8a?      _  0 
aj^sin^    ""       2a:sin^a;  +  2ar2sina;cosa;  "^  0 ' 

oder,  wenn  man  2a;  gleich  y  setzt, 
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™ — 5ZS — =i™7r-7; — ^^ — -  V  . 


lim  y-coBy).  0 

2(1  —  cosy)  +  4y  siiiy  +  y^coBy      0 

V  4siny  0 

Gffliiy  +  Oycosy  — y^siny      0 

,.  4co6y  4       1 

=  JUn  ^-  ^       *  •  =^  TT  '^  TT* 

12co8y  —  Sysrny  —  y^cofly      12      8 

Hftofig  wird  man  bei  Behandlung  der  Aosdrilcke,  welche 

ft  x:=a  die  nnbesdmmte  Form  ^,  ^,  0 .  oo ,  oder  oo  —  oo 

aimdimen,  am  schnellsten  zum  Ziele  kommen,  ind^n  man  sie  so 

omformt,  dass  sie  Ar  ^  =  a  die  Form  —  erhalten,  dann  Zahler 

imd  Nenner  mit  Hfilfe  der  Toyfor'schen  Beihe  nach  steigenden 
Potenzsi  von  x  —  a  entwickelt  und  durch  eine  möglichst  hoh6 
Potenz  von  z  —  a  dividirt 

For  die  letzte  Au]^be  erhUt  man  z.  B. 
^'— sinV  =  (ar  —  sinar)  (x  +  sina?) 

Dies  giebt 


-an^_V8!      5!^        "A       31^  ,'") 

0-8!+—). 


£2 

ir^fiin^ 


,.     a:2_giii2^        2        1 
lim  — Tf-r        —      — 


X 


rso    ar^inV         3!       8 
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§66. 

AusdrOeke  von  der  Form  0^  co^  r. 

Nimmt   der  Ansdruok  [ff{x)y^*^  für  x  gleich  a  eine    der 

Formen 

0^  00«,  1* 


an,  so  setze  man 

. 

(1.) 

dann  wird 

[,.(;r)J/<')  =  u,  '■ 

(2.) 
also 

1«— /(ar).ly(ar), 

(3.) 

„  _- ,/(.).iy.W. 

Ist  nnn 
so  wird 

/(a)  =  0,     9>(o)  =  0, 

Umf(x)Ag>{xj=Ö.(~-  00 ); 

ist 

80  wird 

nnd  ist 


«3S« 


/(o)  =  0,    9)(a)=oo, 
lim/(a:).ly(a:)  =  0.  oo; 


jr=sa 


so  wird 


/(a)=QO,     sp(a)  =  l, 
lim/(a:)  .  ly  (a:)  =  00  .  0. 

Um  den  Werth  von  iimu  m  ermitteln,  braucht  man  nur  den 
Werth  von  Iim(ltf)  zu  berechnen,  der  zunächst  die  unbestimmte 
Form  0 .  (±  00 )  hat  und  sich  deshalb  nach  den  Angaben  der 
vorhergehenden  Paragraphen  behandehi  lässt. 

§'67. 

Uebungs«  Beispiele. 

1)  lim  (x*)  =  O». 

Um  1  u  =  liml(4:*)  =  lim  (xIt)  =  lim  -^  = 


X     '  OD 

1 


—  lim 


-p,.=  -limj^O, 
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folglieh  ist 

lim»  =  lim  (^)  =s  0<^  =  1. 


2)    lim(z«**«)=rO«. 


Smlti  =  liml(a:-^»*)  =  liin(8iiiarlar)  =  lim  .-, 


Ix  00 


(sinar)"^         00 
1 

COBX  ZCOSx       0 

sin^ 
,.       28ind;co8a;        0 

=  —  lim : Ä  —  SS  0, 

cos«  —  ^rsmo;      1        ' 
folglich  ist 

limti  =  lim  (ar"*»*)  =  ^o  =  i. 
3)    lim(a;^^*^)=0«. 
Bmlu  =  limf— ^ .  l;c  V  lim --^^  =  =1^ 

V4+2lfl:        /  4  +  2lar       — oo 

3 

=  lim  TT  =  lim  — ^—5 
2      ^2      2 


Bmii  =  lim  {x^^^")  =  1^*  =  ]/?. 

{x^)^oo\ 


4)    Bm 


limlfi  =  lim('iu')=Km~=^ 

\«        /  X  00 


1 


=  Um  f-  =  lim  -  =  0, 

1  X 


folgüeh  18t 

Hm«  =  lim\^a?'y=  a*  =a:  i. 


288  §  €7^   TJebUDgs-Beisjl^el 

limlw==  —  2lim  — =  — 2lim-  =  0, 

n  n 

folgUch  ist 

lim tt  =  lim  y-s- =  «•  =  1- 

Die  Bestimmung  dieses  Ausdruckes  war  in  §  46  (Seite  198) 
erforderlich. 

•   r  • 

6)    lim  [(ctga:)-»**]  ==  qoV 

,.    ,         1.    r.     i/x     M       T    ^^^^^  —  Isin^r '     OD 
bmltt  =  lim[8mirl(ctg.r)]  =  hm  — .^  .  t —  =  -« 

sino;       cos:r 


,.         cosa:       sma?      ,.     smar       a 

=   Iffll    r-; r— 5 =  Um =—  ==  T"  =  0, 

—  (sma:)--'  COSa:  COS^x         1 

folgUch  ist 

lima  =  Um[(ctga:/"'']  =  <?«  =  1. 

1 
7)    lün(l  +  ^)*^l*. 

hmlu  =  lünil(l  +  ^)=  lünii?^-^  ===^ 


^  V 


1 


i.     1  +  «      1 
=  hm  — y—  =  1, 

folglich  ist 

lünw  =  lull  (1  +  xY  —  e^  —  e. 


Diese  Aufgabe  wird  auf  die  vorhergehende  zurückgefS&rt, 


indem  man  ^  mit  -  vertauscht. 

X 


Ol.     U6D11]lgB»iS€ISpl6iO,  anw 

Man  beachte,  dasB  nach  Formel  Nr.  13  der  Tabelle  die 
Zahl  e  durch  die  Gletchnng 

•  =.•?.(' + sT 

erkttrt  worden  ist 


•>  Ir.fc-f)""']"'" 


limltf  =  linitg 


/^\    /2a^\  l(2a-»)-.la^0 


..            2a — z       2a,. 
=  Hm  ■=■ — lim 


.  *■©) 


n  n  2a  —  x         n 


2a  sin 


folg^ch  ist 


lima  =  lim    (2  — ~)  =  «*. 

Bemtrkufea« 

L  In  vielen  IIQlen  kann  man  Grenz- Aufdrücke  von  der  Form  ?  oder 

%  dadnreh  ermitteln,  dass  man  Zähler  und  Nenner  des  Braches,  bcTor 
iDBn  den  Grenz werth  von  »  einsetzt,  durch  einen  passenden  Factor 
dividirt.    So  ist  z.  B. 

1  —  cos  Jt       1  —  cosx  1  —  cosg 

sin%     ""  1  —  cos»x  ""  (l-(-cosd;)(l — cos«)  * 

folgUcb  wird 

1  — cos«     ..11 
lim  —  ■  »       —um  ^   ,  "g^r' 

xsO      ""^  1  +  cos«       2 

2.  Zu  demselben  Besaltate  hStte  man  auch,  wie  schon  oben  hervor- 
gehoben ist,  dorch  Entwickelang  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ge- 
lingen können.  Nach  den  Formeln  Nr.  54  and  65  der  Tabelle  ist  nämlich 

**      X*  /Ix*  \ 

StegOTfiMwi  -Kiepert  Diiferential-Rechimng.  19 
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dies  giebt 

l-cos«         21      4!^      ••• 


IST"    /l     ««  V' 


folglieh  tot 


1 — oos^       1 


""»-^nK — 1- 


§  68. 

Zusammentreffen  unbestimmter  Formen. 

Die  Grenz- Ansdrftcke,  welche  eine  onbestiinmte  Form  haben, 
sind  durch  die  behandelten  F&lle  noch  nicht  erschöpft;  die  an- 
gegebenen Segeln  reichen  aber  zur  Eriedigung  der  noch  fibrigai 
FftUe  aus,  die  im  Wesentlichen  nur  Combinationen  der  ber^ts 
besprochenen  Grenz- Ausdrficke  sind,  wie  die  noch  fblgaiden 
Beispiele  zeigen  sollen. 

1 


•)  ^BJ-Q) 


Nun  ist  aber 

..     sina:       ,.     COS^r 

lim  —  =  lim  ~t—  =  1, 

folglich  ist 

i- 

(sina?V^ 

und 

i.    ,         ,.     Isina:  —  Ix      0 
lim  Iti  =r  lim z =  - 

af2  0 

,.     Ctfifa?  —  x'^       -.     ;rC08a:  —  sin^r       0 

—  lim        ^ =  lim  — ^  ^  . =  — 

2x  2x^sm:r  0 

,.  — arsina;  ,;  — sina:  0 

""        iarsina;  +  2Ä:'C0Sar  ~"        4sina:  +  2a:C0Sa:  ^  5" 

— COSa:  1 . 


=  lim 


6cosa;  —  2a*sinar  6 


§  6d.    Zuflammeiitreffeii  unbestiiiimter  FonaecL  2^1- 

H6  giebt 

,,          ,.    /sinx\^      -i       1 
limti  =  lim( 1=«      ^  T^' 


\  X  /       '  « 


1 


2)   .1S.[^]'=(^)*- 


Hier  ist 


bm  -^ — ^  =  lim  -  =  0, 

X  1 

folglich  ist 

lim«  =  lim  -i^     =0*, 

X  OD 

1  i_i 

^  j^l(ax)  '  ar       z  ^  ^^  l-l(ax)  ^  -00 

1  2rl(ar)  00 


dies  giebt 


lim..  =  lim[^)p=.^  =  l. 


3)    an(l+^)--^^ll:ii. 

Nun  ist  aber  nach  Aui^be  7  in  §  67 

lim  (1  +  x)*  =  e, 

XssO 

folglich  ist 
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X  0 


'  "     -1(1 +  x) 


=  lim  (1  +  a;)    Hm  — 5 =  « .  — 


=  '^' '-2i =  '^2^(1+^)-« 


,.         —  1                 e 
=  e  lim  -7 r::  = 

2(1 +:c)^  2 


VIII.  Abschnitt. 

DÜBTerentiAtion  der  nicht  entwickelten 

Functionen. 

§  69. 

Differentiation  einer  Function  von  der  Form  J^(u,v). 

(YergL  die  Fonnel-TabaUe  Nr.  83—86.) 

Ist  z  eine  Function  von  zwei  Yerftnda^lichen,  ist  z.  B. 

(1.)  z  =  3u^  —  7üh  +  lltttJ»  +  2t>^ 

80  wird  sich  z  im  Allgemeinen  scbon  verändern,  wenn  sich  nur 
u  verändert,  während  v  constant  bleibt,  oda*  wenn  sich  nur  v 
Terändert,  während  u  constant  bleibt.  Man  kann  also,  wenn 
2  in  Bezug  auf  u  eine  steüge  Function  ist,  in  derselben  Weise 
wie  bei  Functionen  mit  einer  Veränderlichen  den  Differenzen- 
Quotienten  bilden,  dessen  Grenzwerth  dann  für  verschwindend 
kleine  Warthe  von  Ju  den  Differential-Quotienten  oAßt  die  Ab- 
ieiiunff  liefert 

In  diesem  Falle  bezeichnet  man  aber  die  Ableitung  nicht 

dz  öz 

mit  ^,  sondern  mit  3-  und  nennt  sie  die  partielle  Ableitung 

von  z  nach  ti,  weil  man  bei  dieser  Operation  nur  u  als  Verän- 
derliche betrachtet  und  dadurch  die  Veränderlichkeit  der  Func- 
tion z  beschränkt.    In  dem  vorliegenden  Falle  wird  also 

(2.)  ^  =  9^2  _  I4tit?  -f-  1  It\ 

Mit  demselben  Rechte  kann  man  z  so  differentüi-en,  dass 
man  v  als  die  einzige  Veränderliche  und  u  als  eine  Gonstante 
betrachtet.    In  dem  vorliegenden  Beispiele  wird  daher 
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Wie  man  also  nach  Formel  Nr.  15  dar  Tabelle  die  Ableitung 
einer   Function  y=/(«)  von  einer  Veränderlichen  durch  die 

Gleichung 

dy       V   fix  +  dx)  —f(x) 

erklären  kann,  so  kann  man  die  partiellen  Ableitungen  von  einer 
Function  von  zwei  Veränderlichen  durch  die  Gleidiungen 

(5.)  -5-  =  hm  -^— ^^ — 4^; ^-^-^» 

^     ^  Ott  ^M.o  -'tt 

(6.)  ^  =  lim  J'(«>^  +  ^^)--'^«^^) 


erklären. 

Beispiele. 

dz  dz 

^.  a.  ö«       1      ö«  tt 

2)    z  =  — •  ir:^""'   "3"^ ? 


V 

.       ^         1  g^^  —1 

^  ^    yz  —  y7'        du    ^YHi^u—yi)-^ 

dz  ^  +1 


Ausführlicher  wird  von  den  partiellen  Ableitungen  im  zweien 
Theile  dieses  Bandes  die  Bede  sein\  der  über  die  Functionen 
von  mehreren  Veränderlichen  handelt. 

Hier  soll  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo  u 
und  V  beide  Functionen  von  x  sind,  wo  also 

(7.)  tt  =  y(^),     v  =  \l){x) 

ist,  so  dass  z  als  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z 

angesehen  werden  kann. 

Jetzt  sind  zwar  die  Veränderlichen  u  nnd  v  nicht  mehr  von 
einander  unabhängig,  man  könnte  vielmehr  aus  den  Gleichung^ 
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(7.)  dnreli  Eümination  von  x  em»  Olddrang  zwiacben  u  imd  e, 

n&mlich 

(8.)  /(«,  f>)  =  0 

herleiteD,  man  kann  aber  trotzdem  die  Ausdrficke  -wr-  und  ^ 

bQden,  genau  so,  wie  sie  durch  die  Oldchnngen  (5.)  und  (6.) 
erU&rt  sind,  und  fBr  das  Folgende  v^ivemden. 

Yennehrt  man  nSmlich  x  nm  Jz^  so  gehen  die  QrO«en  «, 
r,  z  bezw.  Aber  in 

I  z  +  Jz=:  F{u  +  Juj  V  +  Jv); 

daraus  folgt 

(10)  i   -'«  =  »(^  +  ^^)  — y(*X    ^v  =  %p{x  +  Jx)—\lf{x), 
\   Jz:=^  F(u  +  Ju,  v  +  Jc)  —  F(u,  t?), 

oder,  w^m  man  v  +  Jv  mit  v,  bezeichnet,  ^ 

lOa.)    Jz  =  F(u  +  Juj  o^)—F{u,  v^)  +  F(u,  v  +  Jo)—F(u,  t>), 
Jz       F(u+JuyV^)  —  F{u,v^)  ,  F(tt,i?+^o)  — JFVfVP) 

oder 

(11.)       ^g  ^  JF1(tt+^u,  0|)  —  F{u,  Pj)  ^  ^tf 
Jx  Ju  Jx 

Jttf,  p+^t?J  —  F(t<,  t?)    ^t? 
^t?  Jx 

Geht  man  jetzt  zur  Grenze  aber,  indem  man  Jx  vei*schwin- 
dend  Uein  werden  Usst,  so  werden  anch,  wenn  q>{x)  nnd  \p{x) 
gtiUffe  Fonctionen  sind,  nach  den  Gleichnngen  (9.)  die  Grössen 
Ju  und  Jv  verschwindend  klein,  und  man  erhält 

(12.)  lim^=lim^^^  +  ^^^-»^^)  =  ^> 

JXmmOJX  JxssO  Jx  OX 

(13.)  hm  -j-  =  hm  ^^ —      .  ^ — 2:^^  =-r ' 


und  da  lim  9i  =  9  ist, 
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_  dF(u^  v)  _  dz 
^       du      ^  5«' 

(15.)    lim  J'(".''+^^)-J-Kt')  =  ^F{«,^+Jv)-n^v) 

_  gF(K,  p)  __  dz 
"       dv       ~"  5ü 

Deshalb  folgt  aus  Qldchimg  (11.) 

/ift  \  dz  _  dz  du       dz  dv 

^     '^  dx'^  Fü^       dv  dx^ 

oder  auch,  wenn  man  beide  Seiten  diesa*  Gleichung  mit  dz  mal- 

tiplicirt, 

dz  dz 

(16a.)  dz  ^  ^du  +  j^  dv. 

In  Gleichung  (16.)  sind  mehrere  Formeln,  die  schon  frCQier 
hergeleitet  wurden,  als  besondere  Fälle  enthalten. 

Beispiele. 

1)  Es  sei 

(17.)  '  z=  u  ±v, 

dann  wird 

folglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  Nr.  19  und 
20  der  Tabelle 

,      s  dz  _  d{u  ±v)_^dudv 

^     '^  dx  dx  cfe ""  dx 

2)  Es  sei 

(19.)  z  =  UV. 

dann  wird 

dz  dz 

folglich  ist  io  Uebereinstimmong  mit  Formel  Nr.  28  der  Tabelle 
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dx         dz  dx.  dx 

3)  Es  sei 

(21.) 

cbam  wird 


ii 


du      t?      Sü  ""      ^' 
folglich  ist  in  üebereinstiminung  mit  Formel  Nr.  38  der  Tabelle 

^/«\  du_    do^ 

(22.)         ^  _-     \^/ ^  ^^^       u  de  __^  dx       "  <fa 
rfr  £fe         c  dir       i?^  ^^  ~  ^2 

4)  Es  sei 

(23.)  z=:l(uv)^lu  +  lv, 

dami  wird 

dz  _l^     dz^l 

(24  )  —  =  ^^(^*^)  —  1  *f  4.  i  ^ 

dx  dx         u  dx      V  dx 

5)  Es  sei 

(25.)  ;5  =  l(^)==lw  — If, 


dami  wird 


dz      1     dz  1 


dt<      t<     dt? 


(26.) 

6)  Es  sei 

(27.) 
daon 


i^<Li 

<&  c£p  u  dx       V  dx 


du       1  dv 


z  =  u* 


ö«  ^  A     dz 

dx        dx  dx  dx 


' 
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Von  dieser  letzten  Formel  mögen  noch  einige  Anwendimgei 
gegeben  werdra. 

7)  Es  sei 

also 

du       ^        dv       ^ 

^  =  :i; .  flf-^  +  ä:*  .  1«  =  x*(l  +  Iz). 

Dasselbe  Resultat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  54. 

8)  Es  sei 

z  =  yx  =  x*f 

also 

1      du      ^      dv  ^ 


'  X      dx^    ^     dx  *' 


d!r      X 


Auch  dieses  Besnltat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  56. 

9)  «  ==  (Lf)*«*, 

also 

,  ^         du      l      dv         ^    "• 


dx       X      dx       C06^ 


=c"-[S 


+ 


cos*a;J 


§  70. 

Heiiettung  der  allgemeinen  Regel  fQr  die  Differentiation 
der  nicht  entwickelten  Functionen. 

(Vergl.  die  Fonnel-Tab«lIe  Nr.  87  and  88.) 

Es  sei  meder 
(1.)  z=F{«yV), 
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und  es  säen  u  nnd  t?  beide  Fanctionen  von  z^  die  eine  Ableitang 
besitsen,  dann  wird  nach  Formel  Nr.  88  der  Tabelle 
.  dz  _  dz  du      dz  dv 

oder 

.    .  dz       dF{u,  v)  du  .  dF{uj  p)  de 

^^^^  dx ""       du       dz  "^       di       dz ' 

Hiearbei  ist  u  eine  beliebige  Function  von  Zj  folglich  darf 
u  auch  gleich  z  sein.    Dann  geht  Oleichung  (2.)  Aber  in 

.  .  dz       dz       dz  dv 

^^'f  di^Si  +  'Si'^' 

Vertauscht  man  jetzt  v  mit  y,  so  wird 
(4.)  z  ==  F(z,  y), 

wobei  y  noch  eme  Function  von  Zj  also 

(5.)  y  =/(^) 

ist,  und  man  erhillt 

(a\  dz       dz      dz  dy 

^^'^  1^'^Tz^Wy'^' 

oder 

/6o^  rfJTa:,y)^gfOr,y)       gJta;,y)  dy 

^  ^  cfc       ~       öa:       "^       5y       efe 

In  diesem  FaUe  ist  also  z  erstens  unmittelbar  abhängig  von 
X  imd  ausserdem  auch  noch  mittelbar  abhängig  von  z^  indem  z 
auch  eme  Function  von  y  und  y  wieder  eine  Function  von  z  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (6a.)  ersieht  man  auch,  wie 

dz 
nothwendig  es  ist,  die  partielle  Ableitung  ^  vonder  toto^Ab- 

MtoDg  -r-  zu  unterscheiden,  dadurch,  dass  man  das  eine  Mal  ein 

dz 
(nmdes)  d,  das  andere  Mal  ein  (gerades)  d  schreibt. 

Beispiele. 

1)  2  =  flJ«  Ä  a:«',  WO  y  =  \z. 
Hiar  wird 

g^-y^    '     dy^""  *   '     dz      z" 


300  §  70.    Differentiation  nicht  entwickelter  Functionen. 

fo^lich  ist 

dz       d(x^')  ,   .       ,1 

dx         dx         ^  X 

=  \x  .  ari'-i  +  a.ix-1  ,\x=z2  x^*-^ .  Ix. 
2)  «  =  {tgxY  =  y*,  wo  y  =  tgx. 
Hier  wird 

Ö5;         ,1         dz  ^.      dy  1 

folglich  ist 

Der  Kürze  wegen  bezeichnet  man  die  partielle  Ableitung 

öFlx  v) 
von  F{x^ y)  nach  der  ersten  Veränderlichen,  also  — \  '^S  mit 

j;  (a:,  y)  und  die  partielle  Ableitung  von  F{x^  y)  nach  der  zwei- 
ten  Veränderlichen,  also  — r"^"^^>  ™i*  ^(^?y)- 
Dadurch  erhält  die  Gleichung  (6  a.)  die  Form 

Diese  Formel  kann  man  jetzt  auch  benutzen  zur  Differen- 
tiation von  nicht  entwickelten  Functionen.  Ist  z.  B.  y  als  Func- 
tion von  x  durch  die  Gleichung 

(8.)  J^(^,y)  =  o 

gegeben,  so  kann  man  sich  vorstellen,  diese  Gleichung  sei  nach 
y  au%elöst  und  dadurch  auf  die  Form 

(9.)  y  ^f{x) 

gebracht.    Man  erhält  daher  nach  Gleichung  (7.) 

(10.)  £ÄÜ)=J,(„,)  +  ^.(.,„|, 

Setzt  man  den  Werth  von  y,  welchen  die  Gleichung  (9.) 
Uefert,  in  die  Function  F{x^  y)  ein,  so  muss  nach  Voraussetzung 

F{x,  y)  =  0 
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woden,  dedutlb  ynri  erst  recht 

dF(x,  y)  _ 
dx      ~"' 

so  da»  ans  Gkichnng  (10.)  folgt 

(11.)  j;(«,y)  +  ^i(',y)§  =  o, 

oder 

(IIa.)  Fi  {r,  y)  dx  +  Fl  (t,  y)  rfy  =  0. 

Ans  Gleidrang  (ii.)  findet  num  jetzt  onmittelbar 

(12.)  ^=_5i£iy). 

dx  F^{x,y) 

§71. 

UebungS'Beispiele. 

1)    6««»  +  a^y^  —  a'^h^^  0. 

BSer  ist 

F{x^  y)  =  b^x'i  +  a^y^  —  a»Ä»  =  0, 

^  =  F.(*,y)=  2*«.,  ^^  =F,(.,y)  =  2Jy 
fol^ch  wird 

^--     -^1  (^1  y)  _  _  *!?. 

2)  ^(«iy)==«ii*H2a,2ay+a22yH2aija:+2a2sy+a33=0. 
Setzt  man  hierbei  noch  fest,  dass  oji  gleich  a^^  ist,  so  wird 

<^y_.     «11^  + <^2y  +  «13 

dx  Ö2t«  +  «22y  +  Ö23 

3)  -fl(a?,  y)  =  a:«  +  y3  _  ^axy  =  0, 

-Fi(ar,y)  =  8a;»— 3ay,    F2(a:,y)=  Sy«  — 3im-, 

dy Sx^  —  Soy  __  «y  —  a?* 

dir  "~       3y2  —  3aa:  "~  y'  —  ax 
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F^  {x,  y)  =  2{z^  +  y») .  2x  —  2ah, 

F^{x,  y)  =  2{x^  +  y») .  2y  +  2a»y, 

dy  x2{x^  +  y^)  —  a^ 

dx^      y  2(:r2  +  y«)  +  a2" 

5)  JRfj^s)  =  x^y^  +  cosa;  —  sina;  tgy  —  siny, 
j;  (ar,  y)  =r  %xy^  —  sinar  —  cos«  tgy, 

^2(^,  y)  =  3a;iy2  _ __  _ cosy, 

rfy  _  —  2ay^  +  sina;  -►>  cosartgy 

^       cosV 
( —  2jy^  +  sma?)co8^y  4-  cosa?  atny  cosy 
~  8aj2yJcos^  —  sina:  —  coa^ 

6)  l^(ar,  y)  =  a;2y*  +  siny, 

j;  (ar,  y)  =  25^*,     Fj (a-,  y)  =  4a:2y»  +  cosy, 

rfy  2ay^ 

dx  4a:^^  +  cosy 

7)  F(ar,  y)  =  sina;  siny  +  sina:  cosy  —  y, 
^1  (^»  y)  =  cosa?  (siny  +  cosy), 

F^  (a-,  y)  =  sina:  (cosy  —  siny)  —  1, 

^y  —  _     cosa:(co8y  +  siny) 
dx^      sina:(cosy  —  siny)  —  1 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Losungen  der  folgmdea 
Anl^ben. 

8)  ,,_^  +  ,y  =  o;|  =  ^^. 

9)  8m(:ry)->«>-:r«y  =  0;^  =  ytf*^i^-*''-^l- 
"f         \  9'  ^         ^  dx       x[z  +  ^ C08(2y)] 

10)  a:»  +  y*-a«  =  0;^  =  -|. 


§  72.    Ableituiig«a  höherer  (Mtei^  S03 

§  72. 

Ableitungen  hSiierer  Ordnung. 

(Veif  L  die  Formel-TAbeUe  Nr.  89  and  90.) 

Do*  Kflbrze  wegen  setzt  man  hänflg 


f^  =  «     ^  =  *  = 


Ans  der  Gleichung 

folgt  dann,  daas/^  wieder  eine  Function  von  x  and  y  ist,  die  man 
eben»  differentüren  kann  wie  in  §  70  die  Function  z\  man  er- 
hält daher,  indem  man  in  Formel  Nr.  87  der  Tabette,  nimlich  in 

dz dz       dz  dy 

dz      5i  ^  dx 
z  mit  p  vertauscht, 

(2-)  dx      Tx^^dx 

oder 

dhi  dp  ,  dp 

(2a.)  J  =  *  =  ^  +  4^- 

fii  derselben  Weise  findet  man  aus  ;  auch  die  dritte  Ab- 
leitmig  von  y  nach  x^  denn  es  ist  wieder  nach  Formel  Nr.  87 
der  Tabelle,  indem  man  ;s  mit  ;  vertauscht, 

(8)  ^^dq  dqdy 

^  ''  dx      dx  ^  dx 

oder 

dhj  da   ,   da 

Dies  kann  man  beliebig  fortsetzen. 

§  73. 

Uebungs-Beispiele. 

JUrfgabe  1.  Man  soll  die  Ableitungen  p  und  q  bestimmen, 
wom  gegeben  ist 


I 

I 
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(1.)  x^  —  ^  +  y^  =  «^. 

Hier  ist 
(2.)  F{x,y)  ^x^  —  xy  +  y^  —  a\ 

(3.)  F^{x,y)  ^2x  —  y,    F^{x,y)  =  —x +  2y, 

also 

(4)  j^       2:r-y 

^^•^  ^      dx      x  —  2y 

Daraus  folgt 

dp  _    — 3y 

dp  ^       3a; 

(6.)  e^-(a^-2yy 


dp      dp     _     — 3y  3a;         2a;-- 

?  =  ^  +  S^''  ""  («— 2y)^  "^  (x—2yy'x  — 


2x  —  y_ 

2y 


oder 

(^^O         ^       rfa:^  (a;  -  2y)3 

Berücksichtigt  man  noch  Gleichung  (1.),  so  erhält  man 

Aufgabe  2.    Es  ist  g^;eben 

(9.)  (a?  — ?)^  +  (y  — ^)2  — «2  =  0, 

man  soll  die  Werthe  von  p  und  q  ermittehh 

Auflösung  1.    Hier  ist 

(10.)  F{x,y)  =  [x-lY  +  {f,-n)'-a\ 

(11.)  f;(a;,y)  =  2(a:-|),     F^{x,y)  =  2{y- fi), 

also 

dy  X  —  5 

(12.)  ^  =  ^  =  --_. 

Daraus  folgt 


X  tf  —  n 
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oder 

^^""•^    ^^dx^^  iy  —  fif        "     iv-vf 

AuflSsung  2.    Dasselbe  Resultat  kann  man  hier  auch  durch 
AufiöSDug  der  Gleichung  (9.)  nach  y  finden.    Es  wird  nämlich 


(17.)  y=,±ya2_(a:_J)2, 

also 

(18.)    p  =  ^=±      -(^-g)      ^:p    ^-S         , 
<fe  Va»  — (x  — 1)2  Va»  —  (z  —  I)» 

Va^  -  (^  _  g)»  _  (;,  _  S)       -  (^  -  g) 

__^_  3-   ygi  —  (a:  —  S)» 

^-rfz»"""^  a»  — (a;  — 1)2 

=  =F— — 2^—  . 
[a»_(a,  _!)»]* 

oder 

(19.)       ?=-(5r^' 

ein  Resultat,  das  mit  Gleichung  (16.)  äbereinstimmt 

Aufgabe  3.    Man  soll  p,  q  und  r  bestimmen,  wenn  gegeben 
ist 

(20.)  F{z,  y):=:y^  —  2ax  =  0. 

AuflSsung.    Hier  ist 

Fx{x,y)  =  —  2a,    F^{z,y)  =  2y, 

/«^  \  ^  Sp      ^       dp  a 

,      N  «^         Sq      ^       dq        ,    3a2 

(22.)  y  =  -^,      ^  =  0,      gj=+y. 

3a3 
(23.)  r  =  y 

Stegmnftim-Kiepert,  Differential-Bedhnnng.  ^ 
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Auf  gaiM  4.   Man  soll  />,  ;  und  r  bestiinmen,  w«ui  gegeb«i  ist 
(24.)  ÄV  +  ay  —  a»6»  =  0 

AuflStung.    Hier  ist 
(250  ^  =  -25v^ 5^' 

oder 

(260  ?  =  -5y'    ^  =  <^'    5f=  +  5v* 

Daraus  folgt 

§  74. 

Anwendung  auf  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  von 
niclit  entwicicelten  Functionen  einer  Veranderiidien. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  91.) 

Es  sei  y  als  Function  yon  x  gegeben  durch  die  Gleichung 

(10  F(x,  y)  =  0, 

es  sollen  die  Werthe  von  x  bestimmt  werden,  fBr  welche  y  dn 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Beachtet  man,  dass  man  die  Gleichung  (1.)  auf  die  Form 

(20  y  =/(*) 

oriBgen  kann,  indem  man  sie  sich  nach  y  aufgelöst  denkt,  so 
erkennt  man,  dass  hier  dieselben  Regeln  anwendbar  sind,  welche 
im  VI.  Abschnitt  für  die  Au&achung  der  Maxima  und  Minima 
yon  entwickelten  Functionen  gegeben  worden  sind;  d.  h.  man 
bestimmt  diejenigen  Werthe  von  2:,  für  welche 
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yenchwiiidet.    Wird  dann  ^  :=/'' (2:)  fttr  einen  solchen  Werth 

Ton  X  negativ,  so  tritt  ein  Maximum  ein,  nnd  wird  /"(x)  ffir 
einen  solchen  Werth  von  z  positiv^  so  tritt  ein  Minimum  ein. 

Dabd  ist  es  aber  in  dem  yorliegendem  Fall  gar  nicht  nöthig, 
die  Oleichnng  (2.)  wiitiich  zu  bilden,  denn  nach  Formel  Nr.  88 
der  Tabelle  wird 

Schliesst  man  den  Fall  ans,  ^0  i^(:r,y)  unendlich  gross 
wird,  so  kann/'(x)  nur  dann  verschwinden,  wenn 

(4.)  F,(x,y)  =  0 

ist  Ans  den  beiden  Gleichungen  (1.)  nnd  (4.)  findet  man  dann 
die  Werthe  von  x  und  y,  ffir  welche  y  möglicher  Weise  ein 
MaTimum  oder  Minimum  wird. 

um  zu  entscheiden,  ob  fflr  einen  der  gefundenen  Werthe 
Ton  z  wirklich  ein  Maximum  oder  Miniinnm  eintritt,  bilde  man 
nach  Formel  Nr.  89  der  Tabelle 

Setzt  man  der  Efirze  wegen 

80  vird 

,7  \      ö;» F%^\—F\Pi\ .    ^ Fj^n  —  ■^1-^2 

also 

TP  TP  TP  TP  TP  TP  TP  TP  TP 

(BO       ? ^5 + ^5 ;^' 

Dieser  allgemein  gfiltige  Ausdruck  vereinfacht  sich  in  dem 
Torliegenden  Falle,  wo  nur  solche  Werthe  von  z  und  y  m  Be- 
tracht kommen,  f&r  welche 

ist.    Deshalb  wird  hier 

20* 


1 
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(8a.)  j  =/-(:,)  ==_^. 

Haben  also  F^i  und  1^  für  das  betrachtete  Werthepaar 
Xj  y  gleiches  Zeichen,  so  ist  f'*{x)  negativ^  und  y  wird  ein 
Maximum.  Haben  dagegen  F^^  und  F^  entgegengesetztes  Zeichen, 
so  ist  /"  {x)  positiv^  und  y  wird  ein  Minimum.  Dies  giebt  die 
Regel: 

Ist  F{x^y)  =  0,  so  wird  y  ein  Maximum  oder  Minimum^ 
wenn 

ist,  und  wenn  F^  mit  i^i  gleiches^  bezw.  entgegengesetztes  Zeichen 
hat. 

Indem  man  x  und  y,  und  dem  entsprechend  die  Indices  I 
und  2  mit  einander  vertauscht,  findet  man  hieraus  auch  die 
folgende  Regel: 

Ist  JP(;i;,  y)  =  0,  so  wird  x  ein  Maximum  oder  Minimum, 

wenn 

F^{x,y)^0 

isty  und  wenn  F^  mit  J^^  gl^hes,  bezw.  entgegengesetztes  Zeichen 
hat, 

§  75. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  auf  der  Cnrve  (Fig.  63) 

(1.)  F(x,  y)  =  0:3  +  y3  —  ^axy  =  0 

einen  Punkt  P  bestimmen,  der  höher  liegt  als  die  benachbarten 
Punkte. 

AuflSsuiig.    Hier  ist 


X 


2 


(2.)  F,{x,  y)  =  3^  —  3ay  =  0  für  y  =  :^- 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (1.)  ein,  so  wird 

x^ 
(3.)   a:3  +  —  —  3ar3  =  0,  oder  x^  —  2a^x^  =  x^(x^  —  2a»)  =  0. 
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B09 


Fig.«. 


Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt  fOr  x  =  0,  dann 
ist  aber,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  der  zugehörige  Werth 
TOD  y  ein  Minimum.  TOn  Maximum 
kaim  also  nur  eintreten,  wenn 

(4.)         «3  —  2ä^  ==  0, 
oder 

X  =  aV2 ,         y  =  aYi. 

Es  wird  nftmlich  fSr  diese 
Werthe 

■fi(a^,  y)  =  8(y*  -  <w) 

(5.)  {  =  Sav{/2>  0, 

J^,(a:,y)=e«  =  6of2>0; 

da  jP}  und  i^i  gleiches  Vorzeichen  haben,  so  ist  y  ==  ayi  ein 
Maximum. 

Das  Maximum  von  x,  dem  ein  äuseersier  Punkt  Pi  d^ 
Cnrve  entspricht,  jBndet  man  in  ähnlicher  Weise,  und  zwar  sind 
die  Coordinaten  dieses  Punktes 

Die  hier  behandelte  Curve  hat  den  Namen  ^Folium  Cariesii*^. 

Aufgabe  2.   Man  soll  den  höchsten,  bezw.  den  tieftten  Punkt 

der  EUipse  (Fig.  64) 

(7.)  F(x,  y)  =  a^^x^  +  2a^^xy  +  o^jy*  +  Oj»  =  0 

bestimmen. 

AitflSsung.    ffler  ist  ^^  ^ 

(8.)  2?;(a:,y)  =  2{a^^x+a^iy)  =  0 
fnr 


(».) 


y  == =^  a?. 

»12 


Dies  giebt  mit  Bäcksicht  auf 
Öleichnng  (7.) 

(10.)  aii(öii«M-«^a)^*  =  -«'nösi, 
oder 


i 
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(11.)        x=z±^W,    wobei  TT  =  l/—^l^ 

ist.    Die  Grosse  W  wird  sicher  reell,  denn  Gleichnng  (7.)  stdlt 
bekanntlich  nur  dann  eine  reelle  Ellipse  dar,  wenn 

öii«i2  —  «^2  >  0  und  0^,0,8  <  0 

ist    Aus  den  Gleichungen  (9.)  und  (11.)  folgt  dann 

(12.)  y^TW. 

Femer  ist 

(18.)  JF,,  =  2a,„  F,  =  2{a,^x  +  a,,y)  =  q:  ^^^ll^^=f^^^ , 
also 

(14.)  -F;i  i^2  =  T  4(aua22  -  «^2)  W. 

Für  das  obere  Vorzeidien  wird  daher  y  ein  Minimum^  weil 
dann  JFj^  und  F^  ungleiches  Vorzdchen  haben;  f&r  das  wäere 
Vorzeidien  dagegen  wird  y  ein  Maximum^  weil  dann  i^i  und 
i^  gleiches  Vorzeichen  haben. 

Dieses  Resultat  wird  durch  Figur  64  bestätigt. 


IX.  Abschnitt. 

Yertanscliuiig  der  AbMngigkeit  der  yerSnder- 

lichen  Grössen. 

§  76. 

Bildung  der  Grossen  p  mA  q,  wenn  x  und  y 

Funotienen  von  t  sind. 

(YergL  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  92.) 

Ist  y  eine  (entwickelte  oder  nicht  entwickelte)  Function  von  z^ 
80  ist  68  bftoflg  von  VortheQ,  x  als  eine  Function  einer  dritten 
Yer&Dderlichen  t  auszudrücken.  Dann  wird  n&mlidi  auch  y 
äne  Function  von  t 

Beim  Kreise  ist  z.  B. 

(1.)  a:»  +  y^  — a2  =  0,    oder    y  =  ya^  —  x\ 

Setzt  man  nun 
(2.)  a;  =  acos^,    SO  wird    y==asin^ 

Bei  der  Ellipse  ist 

(8.)        Wr^  +  a  V  —  a2J2 -:  0,     oder    y=- Va^— a;^; 

setzt  man  hier  wieder 

(4.)  X  =  acos^,    so  wird    y'±=  6sin^ 

Sind  die  Gleichungen 

(5.)  «  =  y(0,   y  =  V(0 

gegeben,  so  kann  man  umgekehrt  durch  Elimination  von  i  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  herleiten,  aus  der  man  erkennt, 
dass  man  anch  in  diesem  Falle  y  als  eine  Function  von  x  be- 
trachte darf. 
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Es  sei  z.  B. 

(6.)  a?  =  a(<  —  sinO,    y  ^  a{l  —  cos^j 

dann  wird 

(7.)  acos^  =  a  —  y,     asin^  =  y2ay  —  y^, 

(8.)  ^  =  arc  COS  (  — -^) » 

folglich  ist 

(9.)  a;  =  a  arc  cos  (  — -^  )  —  y2ay  —  y^. 

Es  ist  nun  die  Frage,  in  welcher  Weise  mau  die  Gräesen 
p  und  ;  bilden  kann,  wenn  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y 
durch  die  Gleichungen  (5.)  gegeben  ist. 

Hier  wird 

(10.)      Jx  =  y  (^  +  ^0  —  V(ß)'     ^y  =  ^(t  +  Jt)  —  tfß(t\ 

also 

xp{t  +  Jt)  —  tl;{t) 

Jy  _xp(t  +  M)  —  \p(t) Jt 

Jx  "  (p(t  +  Jt)  —  (fit)  ""  q>{t+  Jt)  —  qf{t)' 

Jt 

oder,  wenn  Jt  und  deshalb  auch  Jx  und  Jy  unendlich  kleiu 

werden, 

dy 

dt 

Dieses  Resultat  hätte  man  auch  aus  Formel  Nr.  35  der 
Tabelle  finden  können.  Danach  ist  nämlich,  w^m  man  u  mit  t 
vertauscht, 

dx~  dtdx~^^'   q>'{t)       g>'(t) 

In  derselben  Weise  kann  man  jetzt  auch 

dp 
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finden,  d^in  es  ist,  wenn  man  in  Gleichung  (11.)  y  wit  p  ver- 
tansdit, 

di'-di'' -^^^ -»^W, 


di 

oder 

dzdhf dy  cffg 

Dies^  Ausdruck  schreibt  man  noch  bequemer  in  der  Form 

wobei  man  sich  aber  bewnsst  bleiben  moss,  dass  auf  der  rechten 
Säte  dieser  Gleichung  z  und  y  als  Functionen  von  ^  zu  be- 
trachten sind,  dass  also 

dx  =  q>'  {t)  dtj    d^x  =  y"  (t)  dfl^ 

dy  =:  tp'{t)dt,    dh/  =  \ff*'{f)dfi 
ist 

Dieses  Ver&ihren  kann  man  noch  fortsetzen,  um  die  höheren 

Ableftongen  von  y  nach  x  zu  ermitteln.    So  ist  z.  B. 

dg 

,     .  —  ^  —  ^  —  f^ 

^     *''  cfo*      dx^  dx 

dt 
ü-  S.  W. 

§77. 

Uebungs-Beispieie. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Grossen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(1.)  x  —  l  +  fi,    y  =  ^  +  t^  —  %tK 

Attlltaing.    Aus  den  Gleichungen  (1.)  folgt 

(2.)  cfe  =  2^*,      dy  =  {2t—  12f)  di, 

(S.)  €Px  =  2*»,     cPy  =  (2  —  86  <^)*^ 


314  §  77.    Üebongs-Bedspiele. 

deshalb  wird 

^^•^  *= ^5 =     8^*3     =-«• 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  OrOssen  p  und  ;  bilden,  w^m 
gegeben  ist 

(6.)  x  =  a{t — sinO,     y  =  ö(l  —  cosO- 

AirilStung.    Ans  den  Gleichungen  (6.)  folgt 
(7.)  dx  =  a(l  —  cosO^^      (fy  =  asihidi, 

(8.)  d^z^^aäntdfl,  d^i/ =  acosidi^; 

deshalb  wird 

oder 

(9a.)  P^^Q)' 

Femer  ist 

dzdhf  —  dyd^x  _  d^(cORt—l)dfi 
*  "■  dx^  ■"  a»(l  —  cos  tydfi ' 

oder 

(10.)  ,  =  -         ^ 


a(l  —  cosO* 


asin^d) 


Dieses  Besnltat  hätte  man  auch  durch  Differentiation  von 
Gleichung  (9  a.)  finden  können.    Es  ist  n&mlich 


_  dp  _  djP  dt 
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nnd  nach  Oleichnng  (7.) 

dt  1 


dx       a(l— C0B<) 


2aam»(|) 

folglich  ist 

1 


4a  sm 


KD 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(11-)  a:  =  Ctg^,       y  =  sin*^. 

AiiMsung.    Ans  den  Gleichongen  (11.)  folget 
(12.)  dx  =  —  g^ ,       dy  =  Ssin^^  cos^  dt, 


(13.)  />  =  ^  =  —  3  WiH  coat. 

Femer  ist 

_  ^  _  fljp  dt 
^^  dx'^  dt  dx 

=  (—  12sm«^cos2^  +  38in^0  (—  sin^O» 
oder 

(14.)    f  =  3 8m*<(4  cfi»H  —  sin«^)  =  3 sin^(4  —  ösin'O. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Grössen  p  nnd  ;  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(15.)     2r=a(mco6/ — cosm^),  y=:a(msin^ — sinm^). 
AuflBsung.    Ans  den  Gleichungen  (15.)  folgt 

(16.)  dx  =  ffia(—  sin^  +  smmt)dt^    dy  =  ma(cos^  —  C0Sm^)rf^, 

oder,  wenn  man 

(17.)  m  —  l  =  fi,    m+l  =  / 

setzt, 

dx  =  2ma  sin  (  ^  )  cosf  ^  dt. 
(16a.)  l  Y/        / 

dy  =  2wa  sinf  y)  ^  (o  )  ^^' 
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also 

j 

(18.) 

dl 

Ferner  ist 

dp 

i 

m 

dx 

2  COS» 

nts 

\2> 

.'    dt 

(19.) 

i  = 

dx~ 

dp 

dt 

dt 
'  dx~ 

=  2masiii(^jcosf-\ 


/ 


4inasin 


^ß)««'(D 


Aufgabe  5.  Man  soll  die  Grossen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 
(20.)          X  =  a(cos<  +  ^sin^),    y  =  a(sin^  —  ^cos^). 

Auflösung.  Hier  wird 

(21.)  dx  =  a^cosf  Ä,     dy  =  a^süi^rf^, 

(22.)  /'  =  ä  =  tg^ 

/^«  \  j  dt  dp  '^ 


cos^^'     ^       cfa      atcx^H 
Aufgabe  6.    In  der  Gleichung 

(24.)  .r^_ay  =  0 

ist  X  die  unabhängige  Veränderliche.    Im  Verlaufe  einer  analy- 
tischen Untersuchung  wird  es  noth wendig,  durch  die  Gleichang 

(25.)  x  =  if 

die  Grösse  t  als  unabhängige  Veränderliche  einzuführen.  Welche 
Form  nimmt  dadurch  die  Gleichung  (24.)  an? 

AuflStung.    Zunächst  ist* 

dx       ^       n   dt  . 

-57  =  «*  und  -T-  =  «"', 
dt  dx 

folglich  wird 

^^^'^  di^dtdi-^-di'   ' 

so  dass  die  Gleichung  (24.)  übergeht  in 
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oder 

(27.)  |-«y  =  o. 

Aufgab«  7.    In  der  Gleichung 

wird  die  Grösse  t  als  unabhängige  Veränderliche  eingeführt  dnrch 

die  Gleichung 

(29.)  a:  =  arctg^. 

Welche  Form  nimmt  dadurch  die  Gleichung  (28.)  an? 

AirflBtung.    Aus  Gleichung  (29.)  folgt 

(30.)  tgx^t,    --^=l4.tg^=l  +  ^2, 

dx  l         dt 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (28.)  ein,  so  er- 
halt man 

[g(l  +  ^)  +  §-2<](H-f')+arctg<.y^(H-P)  +  (l  +  <»)  =  0, 
oder,  wenn  man  die  Gldchong  durch  1  +  ^  dividirt, 
(34.)  (1  +  P)^  +  (2<  +  y  arctgO  §  +  1  =  0. 

§  78. 

Behandtong  des  Falles,  in  welchem  y  die  unabhflngige 

Veränderliche  wird. 

(YergL  die  Formel-T»belle  Nr.  93  und  94). 

Ein  besonderer  Fall  in  der  Yertanschang  der  anabhängigen 
Veränderlichen  x  mit  einer  anderen  t  ist  der,  wo  <  gleich  y 
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wird,  d.  h.  wo  die  Grösse  y  zur  unabhftngigen  VerSnderlichen 
gemacht  wird. 

Dieser  Fall  kommt  z.  B.  vor,  w^m  man  bei  Cunren  die 
Ordioate  y  als  miabhftngige  VeranderUche  ansehen  will. 

Nach  Formel  Nr.  92  der  Tabelle  ist 

dy  dz  d^      d^  dh: 

/.  N              dy       dt         ,cPy      'dedfi~de  dfl 
(1.)  -^=-r-    und    -t4  = TT-r-s 


dx       dx  dx^  /dx\^ 

dt 


W 


Diese  Gleichungen  bleiben  auch  noch  richtig,  wenn  man 

(2.)  y  =  t 

setzt;  dann  wird  aber 

,  (fe  _  dx       d^_dh^       dy_  ^  —  a 

^"^'^  dt  "  dy       de^  "  rfyi'      dt  ~    '      rf^  ""  "• 

Die  Gleichungen  (1.)  gehen  daher  über  in 

d?-x 

(*•)        ^  =  i  =  ^  ^*    *  =  ^^  =  -7iy- 

rfy  Vy/ 

Dem  entsprechend  findet  man  durch  Vertauschung'   von  x 
mit  y 

W  dy^dy^f        dy^--       /^V  ~       ^'' 

Aus  dem  Werthe  von  q  kann  man  durch  Differentiation 
auch  den  Werth  von  r  finden.    Es  ist  nämlich 

fe)  r  =  ^  =  ^^, 

^  *^  dx      dy  dx 

dx(Px_    /dh^^ 

dq^       dydy^         Wy  V  ,  ^y^  ^^^ 

rfy  /(fey  '  dx       dx 

\dy)  dy 

folglich  wird 
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('•)      ' = m 


and  dem  entsprechend 

«       $ = -«^•- 

In  dieser  Weise  kann  man  mit  der  Bildong  der  höheren 
Ableitang^  fort&hren. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    In  der  Gleichung 

ist  a:  die  unabhängige  VerSnderliche;  man  soll  die  Gleichnng  so 
moformen,  dass  y  die  unabhängige  Veränderliche  wird. 

AiiflSsung.  Setzt  man  in  die  Qleichnng  (1.)  die  Werthe  von 
•£  und  ^  nach  den  Gleichungen  (4.)  des  vorhergehwden  Para- 
graphen ein,  so  erhält  man 

d^ 

dy  W  W 

oder 

/«\  /    .    \d^^  I      dx     /dx\* 

(2-)  -(^  +  '')^«+*^-te)=0- 

Aufgabe  2.    In  der  Gleichung 

kt  X  die  unabhängige  Veränderliche;  man  soll  die  Gleichung  so 
mnformen,  dass  y  die  unabhängige  Veränderliche  wird. 
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AuflVsung.    Setzt  man  wieder  für  ^  und  ^  ihre  Werthe 
ein,  so  erhält  man 

oder 

Aufgabe  3«    Man   soll    die    ersten   drei   Ableitungen  yod 
:r  =  arc  sin  y  bilden. 

Auflösung.    Hier  ist 

(5.)      y  =  sina:,    p  =  COSa:,     j  =  —  sina:,     r  =  —  COSar, 

folglich  -wird  nach  den  Formeln  Nr.  94  der  Tabelle 

{a\       <fe_     1        d^x  _  fßjix      cPx  _  cos^a;  +  Ssin^g 
^  '^       rfy  ~"  COSrc'    rfy2""cos*a;'    rfy^  ""         COS^^r 


iff.  65. 


X.  Abschnitt. 

Cntersnchnng  Ton  Curven, 
die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinsten-Sjstem 

bezogen  sind. 

§80. 

Tangenten  und  Normalen. 

(Vergl  die  Formel-Tabelle  Nr.  9fr— 101.) 

Es  sei 

(1.)  y  =/(^) 

die  Gldclmiig  einer  Curve  (Fig.  65),  auf  wdcher  der  beliebige 
Punkt  P  die  Coordinaten  x  und  y  haben  möge. 

Legt  man  nnn  in  diesem 
Punkte  eine  Tangente  TP  an 
die  Corve  nnd  bezeichnet  man 
den  Winkel,  welchen  diese 
Tangente  mit  der  positiven 
Richtung  der  X-Axe  bildet, 
wieder  mit  a,  so  ist  nach 
Formel  Nr.  16  der  Tabelle 

(2.)     tg«  =  g=/'(4        ' 

Ist  nnn  die  Gleichnng  der  Tangente 

(3.)  y'  =  ma;'  +  /*, 

wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x'  und  y*  bezeichnet  sind, 
weil  X  und  y  die  Coordinaten  des  Bertthrungspunktes  P  sein  sollen, 
80  ist  auch,  da  die  Tangente  durch  den  Punkt  P  gehen  muss, 

St«g«iDAim- Kiepert,  DifferentiAl-Rechnnng.  21 
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folsflich  wird 

(4.)  y'  —  y^m(t'  —  x). 

Ausserdem  ist  bekamitlich 
folglich  wird 

(5.)  y'-y  =  |(^-*). 

Die  gerade  Idnie  PN,  welche  im  Beriihnmgspmikte  aaf 
der  Tangente  senkrecht  steht,  heisst  Normale.  Deshalb  ist  ihre 
Gleichung 

(6-)  y'-y  =  -^(^-^). 

Die  Abschnitte  der  Tangente  und  der  Normale,  Velche 
zwischen  der  Abscissen- Axe  und  dem  BerQhrungspunkte  P  Keg^ 
also  die  Strecken  TP  und  PN,  heissen  auch  kurzweg  Tangente, 
beziehungsweise  Normale.  Man  bezeichnet  sie  durch  TundiV. 
Die  Projectionen  TQ  und  QN  dieser  Abschnitte  auf  die  Abscissen- 
Axe  nennt  man  Subtangente  und  Subnormale  und  bezeichnet 
sie  durch  St  und  Sn. 

Es  ist  daher 
(7.)  T=TP,      N=PN, 

(8.)  St  =  TQ,     Sn  =  QN. 

Hieraus  findet  man  ohne  Weiteres 
m  Än  =  ytga  =  y^, 

(10.)  Ä==yctga  =  y^, 


§  8L    Anwendong  aaf  einselne  Gurven. 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  kann  man  noch  etwas  ein- 
facher schreiben.  Haben  die  benachbarten  Corvenpnnkte  P  und 
Pi  (vergL  Fig.  19  aof  Seite  73)  bezw.  die  Cioordinaten  t^  y  und 
1  +  Jx^  y  +  ^Vi  so  ist  nach  dem  pythagor&ischen  Lehrsatze 

oder,  wenn  die  Punkte  P  und  P|  einander  unendlich  nahe 
räcken,  und  wenn  man  die  unendlich  kleme  Sehne  PP^  durch 
dt  bezeichnet, 

(13.)  tU^  =  dx^  +  dy^, 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (11.)  und  (12.) 
ein,  so  erhUt  man 


(14.) 


Fig.  66. 


§81. 

Anwendung  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung  einer  Parabel  (Fig.  66)  sei 
(1.)  y^^dx; 

man  soll  für  den  Punkt  P,  der 
die  Abdssse 

hat,  die  Subnormale,  Subtan- 
gente.  Normale  und  Tangente 
berechnen. 

AuflSsung.    Aus  Gleichung 

(!•)  folgt 

2ydy  s  9dxj 
oder 

^  ^  dz      2y 

Für  z  gleich  4  erhält  man  also,  wenn  man  nur  den  oberen 
Thefl  der  Curve  berilckaichtigt, 

21* 
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dv      8 
(3.)  y«  =  86,     y=6,    ^  =  j, 

.  /äY_  9_26      £s_5      A_5. 

folglidi  wird 

(5.)     Ä«=Qi>r=y|  =  |, 


Ä=rQ  =  yg=8, 


Fi«.  07. 


(6.)    isr=PiNr=y*=f,      r=rp=y|=io. 

Aufgabe  2.    Ein  Kreis  (Fig.  67)  ist  durch  die  Oleichung 

(7.)  a:»  +  y^  =  25 

gegeben;    man    soll   für   den 
Punkt  P  mit  der  Abscisse 

X  —  —  B 

die  Grössen  Sn,  St,  N  mA  T 
berechnen. 

Auflösung.    Ans  Qldchüng 
(7.)  folgt 

ar  (fe  +  2y  rfy  =  0, 
oder 

y* 


(8.) 


(£b 


Für  ;r  gleich  —  3  erhält  man  also,  da  die  Ordinate  von  P 
positiv  ist, 

(9.)  y»=25-9=16,         y=4,      g  =  |, 

f^t^\        /*V        ,     I      9         25         <fo        5         <fo        5. 

^^^•^      te;=^+  16  =  16'      ^  =  4'     5i?=8' 
folglidi  'Wird 


(11.)  Ä«  =  y^  =  3, 


(12.) 


(& 


jyr=y*  =  5. 


e.         «ic      16 
"» =  y-5-  =  -:ri 

''rfy      3 

«n         <2»       20 
"dy       3 
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Die  Normale  muss,  wie  auch  ans  Sn  =  QN  =  3  folgt,  durch 
den  Mittelpmikt  O  des  Kreises  hindurchgehen,  d.  h.  der  Punkt 
N  f&Ot  mit  O  zusanmien. 

Aufgabe  3.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  fOr  die  Parabel 

(13.)  y«  =  2px 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  66.) 

AiiflSsung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 

2ydy  =  2pdxj 


oder 

(U.) 


dz      y ' 


W  ~    ^  W  ~    ^  y*  ~     y» 


also 


(^^•)    l=F>^i^'      |  =  l|=}>^^'- 


(16.) 


Dies  giebt 

dx 


Sn=QN=y^  =  p, 


(17.) 


<iy    p      p 

N  =  PN  =:  y^  =  y^Ty\ 


In  den  Gleichungen  (16.)  sind  die  folgenden  Sätze  aus- 
gesprochen: 

Satz  1.     Die  Subnormale  ist  bei  der  Parabel  constant 

Satz  2.  Die  Subtangente  ist  bei  der  Parabel  doppelt  so 
gross  wie  die  zugehörige  Äbscisse. 

Diese  beiden  Sfttze  f&hren  zu  einer  sehr  einfetcben  Construc- 
tion  beliebig  vieler  Punkte  der  Parabel.  Beschreibt  man  näm- 
lich um  den  Brennpunkt  F  (vergl.  Fig.  66)  einen  Kreis  mit  dem 
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beliebigen  Halbmesser  TF=  -FiV  =  a:  +|-und  madit  OQ—  TO, 

so  schneidet  die  Gterade,  welche  durch  Q  parallel  zur  F-Axe 
gezogen  wird^  den  Ereis  in  zwei  Punkten  P  und  P*  der  Pa- 
rabel. Dabei  sind  TP  und  TP'  die  Tangenten  und  PN  und 
P'N  die  Normalen  in  den  Punkten  P  und  P*. 

Auch  die  Gleichungen  von  Tangente  und  Normale  lassen 
sich  jetzt  ohne  Weiteres  angeben.  Allgemein  ist  die  Gleichmig 
der  Tangente 

also  hier 

oder 

(18.)  yy'  —  y^^p(x'-x). 

Beräcksichtigt  man  noch,  dass  nach  Gleichung  (13.) 
y^  gleich  2px  ist,  so  geht  Gleichung  (18.)  aber  in 

(18a.)  yy'=/>(^  +  ^). 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  allgemein 


also  hier 


y'-y^-^i^'-^)^ 


oder 

(19.)  y(:p^_^)+^(y^_y)=0. 

Aufgabe  4.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,   Nonn&le 
und  Tangente  für  die  Ellipse 

(20.)  h^x^  +  a  V  —  a2J2  =  0 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  68.) 

AuflBsung.   Aus  Gleichung  (20.)  folgt  durch  Differentiation 

2b^x^  +  2a^ydy  =  0, 
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oder 

LSfit  man  noch  die 
Gldchimg  (20.)  nach 
y  ao^  80  erh&lt  man 


Vif.  tt. 


foIgSch  wird,  wenn 
man  nnr  das  obere 
Yorzachen  berfick- 
sichtigt, 


(23.) 


(iy-+(^)'= 


rfy b        X 


gl  _  glg2 


ßx/  a^(a^  —  x^) 

wobei  die  Ezcentridt&t  der  Ellipse,  nämlich  die  Grösse  Ya^—b^ 
mit  e  bezeichnet  worden  ist    Dies  giebt. 

19±\     ^ Vo^ — e^x^       *_^^_ Vo^ — e 

dx'^  aya^ — x^  '     dy^  dx  dy^  bx 

folglich  ist 

(25.)  5n=QiV  =  yg  =  . 


2^2 


^5  St=TQ  =  y^  = 


dy 

In  der  letzte  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Bei  allen  Ellipsen  mit  derselben  grossen  Axe  2a  gehören  zu 
gleichen  Abscissen  gleiche  Subtangenten, 

Diesen  Satz  kann  man  anwenden,  um  in  dem  Punkte  P 
einer  Ellipse,  auch  wenn  sie  nicht  gezeichnet  vorliegt,  wenn  nur 
die  grosse  Axe  bekannt  ist,  die  Tangente  zu  construiren. 

AirilSsung.  Man  beschreibe  fiber  der  grossen  Axe  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  welcher  von  der  Ordinate  des  Punktes  P 
in  dnem  Punkte  P  getroffen  wird.  Legt  man  nun  im  Punkte 
P  an  den  Kreis  eine  Tangente,  welche  die  grosse  Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  dann  ist  TP  die  gesuchte  Tangente, 
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weil  der  Kreis  und  die  Elllipse  für  die  Punkte  P  und  P  die- 
selbe Subtangente  TQ  haben  müssen. 


Femer  ist 


(260 


^  dx  a* 


r=rP=ry^=:— JLv(a«  — a:2)(a*  — eV). 


ax 


Fig.  00. 


Die   Gleichung   der   Tangente    wird    mit   Eftcksicht  auf 
Gleichung  (21,) 

oder 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (20.) 

daher  erhält  man  durch 
Addition  der  beiden  letz- 
ten Gleichungen 

oder 

^(^■)^+*='- 

Die    Gleichung    der 
Normale  wird 

y-y=g(-'— ). 


oder 
oder 

(28.) 


i'ary' — b^xy — a'^yxf + a^xy  ■=  0, 


o'ya:'  —  i*a"y'  —  «*ary  =  0. 


In  ähnlicher  Weise  findet  man  fOr  die  Hyperbel  (Fig.  69) 


(29.) 


Sn=QN  = 


b^x 
a2 


St=:iTQ  = 


:»  — a» 
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(30.) 


r=  rP  =  —  Yix^  —  a»)  {e^z^  —  a*). 


1, 


Die  Gleichimg  der  Tangente  ist  bei  der  Hyperbel 

und  die  Gleichung  der  Normale 

(32.)  a^yx'  +  b^xy*  —  e^xy  =  0. 


131.) 


Aufgabe  5.    Man  soll  Sabnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  fBr  die  Sinuslinie 
(33.)  y  =  sina: 

ba:echn^L    (Vergl.  Fig.  70.) 


ri«.  70. 


34.) 


Aiiflltung.    Ans  Gleichnng  (33.)  folgt 

^  ==  cosar. 
dx 


Dies  giebt 


deshalb  wird 

(36.)   Sn^y-^^  sina?  cosrr, 


ih 


ds 


(37.)    i^  =  y  ^  =  sina-yi  +  cosV,     T  =  y  j-  =  tg^yi+cosV- 
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Aufgabe  6.    Man  soll  Subnormale,  Sabtangente,  Nonnale 
und  Tangente  für  die  ExponentialUnie 
(38.)  y  =  ö* 

berechnen,    (Vergl.  Fig.  71.) 


Fig.  71. 


Auflö$ung.    Ans  Gleichung  (38.)  folgt 


(39.) 


di_ 


dx 


=  ^, 


|=VIT?^. 


dies  giebt 

(40.)  Ä«  =  y^=e»«=y2,     Ä  =  y^=l. 


dz 


ds 


(41.) 


N=y-^  =  «*VT+^  =  yVl+7, 
d» 


r=y^  =  VT+^  =  Vi+?. 


Ausr  den  GMchungen  (40.)  folgt  der  Satz: 

Die  Suhtangente  tat  bei  der  Exponentiallinie  eonttant 

Aufgabe  7.    Man  soll  Sabnoimale,  Sabtangente,  Nonnale 
and  Tangente  für  die  gemeine  KettenUnie 


(42.) 


=l( 


e*  +  e 


) 


berechnen.    (Vergl.  Fig.  72.) 

AuflSsung.  Man  kann  zunächst 
die  Gleichung  der  gemeinen  Eetten- 
lime  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen.    Es  ist  nämlich 


—  02  =  ^(0-  +2  +  «     V-«' 


Q    X 


OA»a. 


2  +  e 

*\2 
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also 

(43.)  ±  Vy^^^=^^  jC^  -  e"). 

Durch  Addition  der  Gldchungen  (42.)  und  (43.)  erhält  man 

X 

y  ±  Vy2 ö2  =r  Ol?  •, 

oder 

(44.)  ,  =  «i(SL±VjEf?) 

Hierbei  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen,  jenachdem 
X  positiY  oder  negativ  ist. 

Der  Efirze  wegen  möge  in  dem  Folgenden  vorausgesetzt 
werden,  dass  x  positiv  ist,  dann  findet  man  aus  Gleichung  (42.) 
durch  Differentiation 


(45.) 


#=lO--^"-)=^v^?^^=t««^ 


dx      2^  ^      a 


(0— @y=-K.--"") 

=\(e'+2+e  •;=i(.-  +  r-). 

also 

Dies  giebt 

(47.)  I  "^       ^ 

^  dy      yy2  _  a2 

(48.)     N^PN=^y^  =  y^^      r=  TP^y^^    ,   ^^       ■ 
^  ^  dx       a  ^  dy      yyi ^2 

Ans  Gleichung  (45.)  ergiebt  sich  die  Construction  der  Tan- 
gente in  einem  Curvenpunkte  P,  auch  wenn  die  Curve  nicht 
gezeichnet  vorliegt,  in  folgender  Weise. 
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Man  beschreibe  über  QP  als  Durchmesser  einen  Kii^is 
(Fig.  72)  und  trage  von  Q  aus  die  Sehne  QS  gleich  a  ab,  dann 
ist  die  Gerade  PS,  welche  die  X-Axe  im  Punkte  T  schneiden 
möge,  die  Tangente  im  Punkte  P,  denn  es  wird 

tg  QTP  =  tg^QP  =  1^  =  ^/¥E^  ^  jg^ 

Aufgabe  9.  Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinen  Q)xloide 
aufetellen.    (Vergl.  Fig.  73.) 

Auflösung.  Wenn  ein  Kreis  auf  einer  geraden  Linie  rollt, 
ohne  zu  gleiten,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Peripherie  dieses 
Kreises  eine  gemeine  Cycloide. 


Um  ihre  Gleichungen  zu  bestimmen,  mache  man  die  Gerade 
OX  (Fig.  73),  auf  welcher  der  Kreis  rollt,  zur  X-Axe  und  lege 
die  y-Axe  durch  denjenigen  Punkt  O,  in  welchen  der  die  Cy- 
cloide erzeugende  Punkt  föUt,  wenn  der  rollende  Kreis  in  diesem 
Punkte  die  X-Axe  berühit. 

Rollt  der  Kreis,  von  dieser  Anfangslage  ausgehend,  fürt, 
bis  sein  Mittelpunkt  nach  M  und  der  erzeugende  Punkt  nach  P 
gelangt,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Cycloide  mit  den  Goordinaten 

(49.)  OQ  —  x    und    QP=^y. 

Ist  femei*  B  der  Berührungspunkt  des  Kreises  um  if,  so 
nennt  man  den  Centriwinkel  PMB  den  Wälzungswitätel ;  er 
wird  gemessen  durch  die  Länge  t  des  Kreisbogens,  der  in  einem 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  1  demselben  Centriwinkel  entspricht. 
Wenn  man  also  den  Halbmesser  des  rollenden  Ki*eises  a  nennt 
so  ist  der  Bogen 
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(50.)  PB=^ai. 

Dieser  Bogen  muss  aber  der  Strecke  OB  gleich  sein,  auf 
welcher  der  Kreis  fortgeroUt  ist,  um  aus  der  Anfangslage  in  die 
neue  Lage  zn  kommen.    Es  ist  also  auch 

(51.)  OB  =  at; 

ferner  ist 

QB  =  PD^  asin^, 
und  deshalb 

(52.)  x=OQ=OB—QB^a{t  —  sin/). 

Da  ausserdem 

BM:=a    und    2)3f=acos< 
ist,  so  wird 

(53.)        y  =  QP  =  5D  =  BM—  DM  =  a(l  —  cos/). 

Aus  den  Gleichungen  (52.)  und  (53.)  kann  man  noch  die 
Grosse  t  eliminiren.  Man  erhfilt  dadurch,  wie  in  §  76  (Gleichung 
(9.))  gezeigt  wurde, 

(54.)  X  =  aarcCOS  ^55-Iiy  j  —  y2ay—y^. 

Bei  der  Untersuchung  der  Cycloide  ist  es  aber  bequemer, 
Ton  den  beiden  Gleichungen 

x  =  a{t  —  sin/),    y  =  a(l  —  cos/) 
auszugehen. 

Aufgabe  10.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  f&r  die  Cycloide 

(55.)  X  =  a(i  —  sin/),    y  =  a(l  —  COS/) 

beredmen.    (Vergl.  Fig.  73.) 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (55.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 
(56.)  dx  =  a(l  —  cos/)ef/,     c/y  =  asin/cf/, 

und  daraus  durch  Division 

dx      l-cos<  28m» 


-(ö 
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oder 

wo  a  der  Winkel  ist ,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  P  mit 
der  positiven  Bichtung  der  X-Axe  bildet. 

Aus  Gleichung  (57.)  ergiebt  sich  zunächst,  dass 

(58.)  a  =  90«  — I 

ist.    Nun  ist  der  Winkel  PCB  (Fig.  73.)  als  Peripheriewinkel 
halb  so  gross  wie  der  Centriwinkel  PMB^  folglich  ist 


und 


2i:PCB  =  i 


tu 


Verbindet  man  also  den  höchsten  Punkt  C  des  Kreises  am 
M  mit  dem  erzeugenden  Punkte  P,  so  erhält  man  die  Tangente 
der  Cycloide  im  Punkte  P. 

Femer  ist 

=:2asin2(|)ctg(|)=2asin(|)c    (|) 

oder 

(59.)  aS>i  =  asin^  =  PZ>  =  QB. 

Die  Normale  geht  also  durch  den  Punkt  B^  in  d^n  der 
Ereis  um  3f  die  X-Aze  berührt. 

Dieses  Resultat  ist  schon  eine  Folge  des  Torhergeh^den, 
weil  der  Winkel  CPB  als  Peripheriewinkel  im  Halbkreise  ein 
rechter  ist,  und  die  Normale  auf  der  Tangente  im  Berähnmgs- 
punkte  senkrecht  steht. 

(60.)  ^^  =  y  ^  =  a(l  -  cosO  tg(|) 


= ^'HD'^Q) 
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abo 


dx 


ds      d»    dx 

•«BB    ^^2    ans»    •    m^^ 

dy      dx    dy 


dies  giebt 

(61.)     JV=PB  =  y^  =  -i -^  =  2a8m(^^j. 


dx 


^(1) 


(62.)      r=TP=,|=-il^  =  2aain(0tg(,) 

•^(2) 


.  74. 


Auf  gäbe  11.  Man  soll  die  Oleichangen  der  gemeinen  Epi- 
cydoiden  nnd  Hypocydoiden  herleiten. 

Auflösung.  Wenn  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  auf  einem 
iesten  Kreise  mit  dem  Halbmesser  na  rollt,  ohne  zu  gleiten,  so 
bföchreibt  jeder  Punkt  auf  dem  Umfange  des  rollenden  Kreises 
dne  gemeine  Epicycloide  oder  Hypocydoide,  jenachdem  die  Be- 
rährung  yon  Aussen  oder  von  Innen  stattfindet 

Findet  die  Berührung  zunächst  von  Aussen  statt  (Fig.  74) 
so  madie  man  den  Mittelpunkt 
0  des  festen  Kreises  zum  Null- 
pnnkt  und  lege  die  X-Axe 
dordi  deigenigen  Punkt  A^  in 
welchem  der  die  Curve  erzeu- 
gende Punkt  der  Beruhrungs- 
ponkt  der  beiden  Kreise  wird. 
li^  dann  beim  Weiterrollen 
des  beweglichen  Kreises  um  M 
da-  Berfihrungspunkt  in  J?,  so 
aeunt  man  Winkel 

AOB^i 
den  WäJzungttdnkel  des  festen  und  PMB  den  WüJzungswinkel 
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des  roU^den  Kreises,  wobei  P  ein  Punkt  der  Gnrye  ist  Dann 
wird  ^       _ 

AB  =  PÄ, 

oder,  weil  AB  zum  Gentriwinkel  t  und  znm  Halbmesser  na 
gehört, 

JPÄ  =  ^  =  na  .  <  =  a .  «^. 

Daraus  ^olgt,  dass  Winkel 

PMB=^rU    und     PCB^^ 

ist.  Verbindet  man  noch  0  mit  P  und  bezeichnet  die  Strecke 
OP  mit  r,  den  Winkel  AOP  mit  ^r,  so  folgt  aus  dem  Dreieck 
OPM  durch  Anwendung  des  Sinussatzes, 

(63.)  OP:JfP=sin03fP:sin3fOP, 

(64.)  OP :  OM  =  sin  OMP :  sin  OPM, 

oder 

(63a.)  r:az=  sin(«<) :  sin(<  —  y), 

(64a.)  r :  (n  +  1)  a  =  Wi{ni) :  sin(«<  +  ^  —  ?>)- 

Dies  giebt,  wenn  man  n  +  1  mit  m  bezeichnet, 

(65.)       r  sin  (<  —  9p)  =  a  sin  {nt\ 

(66.)       r  sin  (m^  —  9))  ==  ma  sin  (n^), 

oder 

(65a.)    rsin^cos^)  —  rcos^siny)^  asin(nO, 

(66  a.)    r  sin  (m^)  cos  g)  —  r  cos  {fn{)  sin  9)  =  ma  sin  («<). 

Die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes  P  sind 

OQ  =  a:  =  rcos^)  und  QP  =  y  =  rsiny, 

folglich  gehen  die  Gleichungen  (65  a.)  und  (66  a.)  über  in 

(67.)  arsin^       —  ycos^       =  asin(»<), 

(68.)  :rsin(m<)  —  y  cos  {tnt)  =  masin(»<), 

also 

z[wi{mi)  cos^  —  cos(m^)  sin^J  =  asin(«0  [»»cos< — cos(m/)]. 

y  [sin  {mt)  cos<  —  cos(m<)  sin<]  =  asin(n^)  [msin^  —  8in(iii/)], 

oder,  weil 

sin  {m()  cos  t  —  cos(m/)  sin^  =  sin  {mt  —  <)  =  8in(n<) 
ist, 
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(69.)  z=^a[tnc08t  —  COß  (fnt)\ 

(70.)  y:=a  [vnsmt  —  sm  (nU)]. 

Dies  sind  die  Gleichnngen  der  EpicydoideiL 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Qleichnngen  der  Hypo- 
cydoid^L  Wendet  man  nSmlich  in  Fignr  75  die  entsprechenden 
Bezeichnungen  an  wie  in  Figur  74,  so  findet  man  wieder  ans  dem 
Dreieck  OFM  dnrch  Anwendung  des  Sinussatzes 

(71.)  OP:  3fP=  sin OJfP:  sin ifOP, 

(72.)  OP'.OM=  WiOMP :  sin  OPM. 


In  dem  vorliegenden  Falle 
ist  ^eder 


Fig.  76. 


AB  =  PB, 


oder 


wenn  man  den  WSlzungswinkel 
ÄOB  des  festen  Kreises  mit 
t  bezeichnet.  Der  WSlzungs- 
winkel PMB  des  rollenden 
Kreises  ist  daher  nt.  Indem 
man  wieder  OP  mit  r  und 
Winkel  AOP-mt  tp  bezeichnet, 
gehen  daher  die  Gleichungen  (71.)  und  (72.)  fiber  in 
(71  a.)  r'ia^  sin(n^) :  sin(^  —  y), 

(72a.)  r :  (n  —  l)a  =  sin(«<) :  sin(»^  —  /  +  y). 

Dies  giebt,  wenn  man  in  diesem  Falle  n  —  1  mit  m  be- 
zeichnet, 

(73.)        r  sin  (<  —  y)  =  a  sin  {nt\ 

(74.)        rwi{nU  +  ^p)  =  masin(»^), 

oder 

(73  a.) 

(74  a.) 


rsin^C0S9)  —  rcos^siny  =  asin(n^), 

rsin(m^)  cos?)  +  rcos(m^)  sin^p  =  masin(n/), 

also,  wenn  man  wieder  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des 
Ponktes  P  durch  die  Gleichungen 

St6geiiuuBzi-Kiepert,  DifferentüJ-Bcolmnng. 
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xWit  —  ycos^=  asin(«^), 
xsin(nU)  +  ycos(mt)  =  f»asin(»^), 


a;  =  rcosy,    y  =  rsmy 
einführt, 

(75.) 
(76.) 

also 

x[sm(mt)cost  +  co&(mt)sini]  =  asiE(ni)[fftcoBt  +  cos(nU)\j 

y[sm(m<)cos^+cos(m^)sin^]  =  awi{nt)[fnsmt  —  sin(m^)], 

oder  weil 

saL{mi)cost+  cos(mt)shit  =  sin(m  +  1)^  =  än{ni) 
ist, 

(77.)  x=:a[mcoBt  +  cos(w<)], 

(78.)  y=^a[msmt  —  sin  (mt)]. 

Ein  besonderer  Fall  der  Epicycloidm  ist  die  Cardioide 
(vergl.  Fig.  76),  deren  Gleichungen  man  ans  den  Gleichimgeii 
(69.)  und  (70.)  erhält,  indem  man  n  =  l,  also  m  =  2  setzt. 
Dies  giebt 

(79.)  ar  =  a[2C0S^  — C0S(2^)], 

(80.)  y  =  a  [2  sin^  —  sin(2 1)]. 

Der  feste  und  der  rollende  Kreis  haben  in  diesem  Falle 
denselben  Halbmesser  a. 


Pig.  76. 


Fig.  77. 


Ein  besonderer  Fall  der  Hypocycloiden  ist  die  Astroide  (vergi. 
Fig.  77),  deren  Gleichungen  man  aus  den  Gleidiungen  (77.)  und 
(78.)  erhält,  indem  man  n  =  4,  also  m  =  8  setzt.    Dies  giebt 
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(81.)  X  =  a[3C0S<  +  C0S(3^)], 

(82.)  y  =  a  [3  sdn  ^  —  8in(3  0]. 

Da  bekanntlich 

cos(30  =  4cos3^  —  3C08^, 

sm(30  =  3sm<  —  4sin^^ 
ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (81.)  und  (82.)  über  in 
(81a.)  a?  =  4acos*<,  (82  a.)    y  =  4asinV. 

Aufgabe  12.  Man  soll  Subnonnale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  für  die  Epicycloide 

(83.)    X  =  a[iiicos^ —  cos(wO',    y  =  a[msm^  —  sin(m^] 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  74.) 

AuflSsung.  Aus  den  Gleichungen  (83.)  erhält  man  durch 
Differentiation,  wenn  man  m  +  1  =  n  +  2  mit  /  bezeichnet, 

(84.)  cfe  =  ma[—  sin<  +  sin(in<)] dt  =  2masinf  ^ jcosf  ^ ä, 

(85.)  dy  =  ina[cos^ — cos(f»^)]rf^=  2wasinr~jsinf-jeÄ, 
üüd  daraus  durch  Division 

oder,  wenn  man  mit  h  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 
(86a.)  a  —  ^  +  t±hn. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  PC,  welche  die  X>Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P 
ist,  denn  Winkel  NTC  ist  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  TCO 
gleich  Winkel 

nf 

TCO+  COT  =  ^  +  t, 

also  gleich  a.  Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreise 
ein  rechter  ist,  so  muss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 
Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Tangente  im  Curvenpunhte  P  schneidet  den  rollenden 
Kreis  zum  zweiten  Male  in  einem  Punkte  C,  toelcher  mit  dem 

22* 
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Berührungspunkts  B  auf  einem  Durchmesser  liegt;  oder  die 
Normale  des  Punktes  P  geht  durch  den  Punkt  Bj  in  wekhem 
der  rottende  Kreis  den  festen  Kreis  berührt. 

(87.)      S«  =  s,|  =  ,tg(f),    «  =  ,|=,o.«(D; 


(iy-+(D'-+-«<D= 


also 

(RR  \      — 1  ds Ä    dx 1 

^     ^^       ^  ~        7ä\'  dy~W  dy~    .    /ftV 

cos(^)  ^      «"(2) 

folglich  wird 

H2)  ^(2) 


Aufgabe  13.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente.  Normale 
und  Tangente  für  die  Hypocycloiden 

(90.)    z  =  a[mcos/  +  cos(m<)],    y=a [msin^  —  sm(m^)] 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  75.) 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (90.)  erhält  man  durch 
Differentiation,  wenn  man  hiei*  m  —  l  =  n  —  2  mit  /  bezeichnet, 

(91.)  dx^ma[ — sin^ — sin(m^)]rf^  =  — 2f»asinf  ^jcosf^-jA, 

(92.)  dy  =  ma [cos t  —  cos (mt)] dt  =  2ma sin ('Kj^i'ö)^^ ' 
und  daraus  durch  Division 

oder,  abgesehen  von  einem  Vielfachen  von  tt, 

(93a.)         a  =  7t — -^  +  ty    oder    —  —  t^n  —  a. 

Daraus  folgt,  dass  die  Qerade  PC,  welche  die  X-Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,    Tangente  der  Curve  im  Punkte  P 
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ist,  denn  der  Dreiecksvinkel  CTO  ist  gleich  dem  Anssenwinkel 
rcj}foder-^\  weniger  dem  anderen  Dreieckswinkel  COT 
(oder  t)^  also 

CrO  =  y  — ^=;r-a. 

Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreis  ein  rechter 
ist,  80  mnss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 

Man  erh&lt  daher  hier  denselben  Satz  wie  bei  der  Epi- 

cydoide. 

also 

(95.)  1  = L^.     *  =  +       ' 


H2)  ^(2) 


wobei  das  Vorzeichen  dadurch  bestimmt  ist,  dass  s  für  kleine 
Werthe  von  t  zunimmt,  während  x  abnimmt,  dass  also  dz  und 
ds  entgegengesetztes  Zeichen  haben.    Dies  giebt 

(96.)       N  =  y^  = ä^-,     r  =  y*=-y_. 

'  ^dx  /U\  "du        .    /U\ 

««(2)  «^(2) 


also 


FSr  die  Attroide  'wird 

«  =  4,    m  =  3,    1=2, 

^  =  — tg«,     Sn  =  —yist,    St  =  —yctgt, 


,    ,     .dx 
(97.) 

N= — y-,  r=  y . 

cos^  sm^ 

Aufgabe  14.    Man  soll  die  Gleichungen  der  Kreisevolvente 
herleiten.    (VergL  Fig.  78.) 
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Auflüsung.  Die  Ereisevolvente  enteteht  durch  Abwickelimg 
eines  Fadens  von  einem  Kreise,  wobei  der  Endpunkt  des  ge- 
spannten Fadens  die  Corve  durchläuft    Es  sei  JB  der  Punkt, 

sig.78.  in    welchem   der  Faden 

den  Ereis  yerlisst,  dann 
ist  der  gespannte  Faden 
BP  die  Tangente  des 
Kreises  im  Punkte  B^  und 
es  wird  die  Gerade 

wenn  A  der  Endpunkt  des 
au^ewickelten  Fadens, 
a  der  Halbmesser  des 
Kreises  und  t  der  Winkel 
AOB  ist.    Diesen  Winkel  nennt  man  auch  hier  den  WäUung^- 

Winkel, 

Macht  man  den  Mittelpunkt  O  des  Kreises  zum  AnfiGuigs- 
punkt  der  Goordinaten,  l^gt  die  X-Axe  durch  den  Punkt  A  und 
zieht  durch  B  die  Gerade  BC  parallel  zur  F-Aze  und  durch 
P  die  Gferade  PD  parallel  zur  X-Axe,  so  wird 

OQ^x=  0C+  CQ=  OC+DP, 

QP^ztfz^CB'-DB, 
oder,  weQ  auch  Winkel  DBP  gleich  t  ist, 
(980  ^  =  a(c/ost  +  täiit)^    y  =  a(sin<  —  tcmi). 

Aufgabe  15.  Man  soll  die  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  der  Kreisevolvente  berechnen.    (Vei^fl.  Fig.  78.) 

AuflBsung.  Aus  den  Gleichungen  der  Kreisevolvente,  näm- 
lich aus  den  Gleichungen  (98.)  folgt 

(99.)  dx  =  atcostdt,     dy  =  atwitdt^ 

und  daraus  durch  Division 


(100.) 


-J^  =  tarc«  = 


dx 


tga  =  igt. 


Dies  giebt  den  Satz:  Die   Tangente  TP  im  Curvenpunkie 
P  ist  dem  entsprechenden  Kreishalbmesser  OB  parallel^  und  der 
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dm  Kreis  im  Puntte  B  berührende  Faden  BP  ist  Normale  der 
Kreiseüoloente.    Femer  wird 


(102.) 


dy^"  dz*  dy  ""cos^*  sm^""  sm<* 
(103.)  Sn—QN=ytgt,     St=  TQ  =  y  ctg^, 

(104.)  N^^PN  —  '^^i      T=zTP  =  J--^ 


§  82. 

Asymptoten  einer  Curve. 

(Yergl  die  Formel-Tabelle  Nr.  102.) 

Eridining.  Eine  Tangente,  deren  Berfihnmgspnnkt  nnend- 
lich  fem  liegt,  heisst  eine  Aiiymptote  der  Corye. 

In  diesem  Falle  ist  die  Formel  Nr.  95  der  Tabelle,  welche 
die  Gleichnng  der  Tangente  angiebt,  nämlicb 

oicht  mehr  anwendbar,  weil  die  Differentiation  dami  nicht  mehr 
aosgefnhrt  werden  kann,  denn  x  nnd  y  (oder  wenigstens  die 
äne  Yon  diesen  beiden  Grossen)  werden  unendlich  gross.  Da- 
gegen flihren  die  folgenden  algebraischen  üntersnchungen  znm 
Ziele. 
Es  sei 

dann  wird  in  der  Algebra  gezeigt,  dass  es  einen  (reellen  oder 
complexen*))  Werth  von  x  geben  mnss  —  er  heisse  x^  — ,  für 
welchen  f{x)  =  0  wird,  wobei  man  x^  eine  Wurzel  der  Gleichung 
f[z)  =  0  nennt.    Es  gilt  also 

Satz  1.     Jede  algebraische  Gleichung  besitzt  eine  Wurzel. 


*)  Dnter  einer  complexen  Grösse  versteht  man  eine  Zahl  von  der 
form  a  +  hy^^. 


844  §  82.    Asymptoten  einer  Carve. 

Ist  x^  eine  Wurzel  der  Gleichang  f(x)  =  0,  so  wird 

(2.)  f{Xi)  =  ax^*  +  a^xy^-^  +  aja:,"-^  + . . .  +  o^^i a^i  +  On  =  0. 

Snbti'ahirt  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  von  einander, 
so  erhält  man 

(3.)  f{x)  =  a(x^  —  a:i»)  +  a^  {af^^  —  x^""'^)  +  a2(Ä*-2— ^r^—^)  ^ 

oder  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

+  a^{ixf^^  +  x^a^^  +  x^^af-^  +  . . .  +  x^"^^) 
+ 

Bezeichnet  man  die  ganze  rationale  Function  (n  —  i)'^ 
Grades  in  der  eckigen  Klamme  mit/i(2;),  so  wird  daher 

i^.)fix)  =  (x—x^)f^{x)  =  {x—x^){aa^^+b^af''-^  +  ...+bn^r), 

wobei 

Jj  =  axi  +  aj,    i]  =  axi^  +  a^x^  +  02, .  • . . 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Sab  2.    Ist  x^  eine  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0,  so  ist 
fix)  durch  den  Factor  x  —  a\  ohne  Best  theilbar. 

Nach  Satz  1  hat  jetzt  auch  die  Gleichung  {n  —  1)*^ 
Grades /i (o;)  =  0  eine  Wurzel,  die  X2  heissen  möge;  dann  ist 
nach  Satz  2 

(5.)  /i  [x)  —  {x  —  X2)f2  {x) , 

wobei 

f^(x)  =  ax""'^  +  c^af"^  +  c^-*  + . . .  +  Cn-2 

eine  ganze  rationale  Function  (n  —  2)****  Grades  ist.     Ebenso 
findet  man  die  Gleichungen 

(6.)/2(^)  =  (^— ^)/3(^)  =  (^— ^)(«^-'*+rfi:r"-'  +  ...  +  Ä-3), 
{7.)f^(x)  =  ix—x^f^{x)  =  (x—x,){aaf^+e^x^^+...  +  e^), 

(8.)  fn^2{x)  =z(x  —  arn-i)/n-i{a:)  =  (a:  —  Xf^i)  {ax  +  i)j 
(9.)  fn^i(x)  =  a{x  —  xn),  wobei  a?«  = 
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ist  Moltiplidrt  man  die  Oleichongen  (4.)  bis  (9.)  mit  einander 
und  hebt  die  Factoren 

auf  beiden  Seiten  fort,  so  erhält  man 

(10.)       f{z)  ssia{x  —  x^)(x  —  Z2)  {x  —  3:3) ...  (a:  —  Xn). 

Daraus  folgen  die  Sätze: 

Satz  3.  Jede  ganze  rationale  Ikmction  n^  Grades  läset 
fich  in  n  lineare  Factoren  (d.  h.  Factoren  ersten  Grades)  zer- 
legen* 

Satz  4.    Jede  Gleichung  n***^  Chrades  hat  genau  n  Wurzeln. 

Ans  Gleichung  (10.)  ersieht  man  nämlich,  dass  f{x)  =  0 
wird  ftir  die  n  Werthe 

und  dass  /(x)  für  keinen  anderen  Werth  von  x  verschwinden 
kann.  Denn  w&re/(a;)=:0  für  «  =  Xn+u  wobei  xn+i  von  x^  x^j 
x^r..Xn  verschieden  sein  soll,  so  wärde  ans  Gleichung  (10.)  folgen 

(11.)  a{Xn+i  —  X^)  (Xn+i  —  X^)  («»+1  —  X^)  .  .  .  (x,^i  —  Xn)  =  0. 

Dies  ist  aber  ein  Widerspruch,  denn  nach  Voraussetzung 
sind  sämmtliche  Factoren  dieses  Productes  von  0  verschieden. 

Lässt  man  die  Voraussetzung  a^o  fort,  so  folgt  aus  der 
Gleichung  (11.),  dass  a  =  0  sein  muss,  und  dass  sich  f(x)  auf 
eine  rationale  ganze  Function  (n  —  1)'**  Grades 

redadrt,  welche  für  mehr  als  n  —  1  Werthe  von  x  verschwindet 
Daraos  wfirde  man  wieder  schliessen ,  dass  auch  a^  =  0  sein 
mnss.    Indem  man  diesen  Schluss  wiederholt,  findet  man 

Satz  5.  Verschwindet  die  ganze  rationale  JFienction  n*^ 
Grades 

f(x)  =  Ät*  +  «liT*-^  +  .  .  .  +  On^lX  +  an 

für  mehr  als  n  verschiedene  Werthe  von  x,  so  müssen  sämmt- 
liche Coefßdenten  a,  Oi,  o^, . . .  an.i,  a»  gleich  0  sein. 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  unter  den  n Wurzeln  x^^ 
X2j...xn  einer  Gleichung  n***"  Grades  auch  etliche  einander 
gleich  sind.    Ist  z.  B.  ^2  "=  ^d  so  wird  nach  dem  Vorstehenden 
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(12.)     f{x)^{x-x,)^Mx), 

(13.)    f'{x)  =  2{x-x,)Mx)  +  {x-x,)^f^{x) 

=  {x  —  X,)  [2/2 ix)  +  {x-  x^)f\{x)\  =  {x—x,)if{x\ 

d.  h.  x^  ist  dann  aucli  eine  Wurzel  der  Gleichung 

Dieses  Resultat  kann  man  noch  yerallgemeinem.  Ist  x^ 
eine  a-£Etche  Wurzel  von/(:c)  =  0,  ist  also 

SO  wird  nach  dem  Vorstehenden 

(14.)     f{x)^{x-x,Yfa{x\ 

(15.)    f'{x)  =  a{x  —  x^)^^fa{x)  +  {x  —  x;)^fa{x) 
=  {x-  x.Y"^  [«/«  (:r)  +  {x-x, )/'«  (x)] 

=  (^  — ^i)""X^)- 

Dies  giebt 

Satz  6.  Ist  x^  eine  a-fache  Wurzel  der  Gleichtmff  y{x)=^Oj 
so  ist  Xi  eine  {a  —  1) -fache  Wurzel  der  Gleichung  f  (x)  =  0, 
eine  (a  —  2) -fache  Wurzel  der  Gleichung  /"(a:)  =  0,  ...  und 
eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  f^^-^^{x)  =:  0. 

Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist  der,  dass 

a.t  =  0,     a„«i  =  0,     an^2  =  0, . . .  0^.0+1  =  0 

wird,  dann  reducirt  sich  die  Gleichung  n*^  Grades  auf 

(16.)  f{x)  =  aaf'  +  a^af'-^  +  • . .  +  Oh-«««  =  0 

und  hat  die  «-fache  Wurzel  a;  =  0. 

Setzt  man  «  =  7»  so  geht  die  Gleichung /(a;)  =  0  über  in 

■^  +  ^  +  ...  +  ^^  +  «^  =  0, 
oder,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  mit  ^  multiplidrt,  in 

(17.)  OhT  +  a«_i^-i  +  . . .  +  Oj^  +  a  =  0. 

Jeder  Wurzel  t^  dieser  Gleichung  entspricht  eine  Wurzel 
a?«  =  —  der  Gleichung  fix)  =  0.    Wenn  nun 

a  =  0,     Oj  =  0,     a2  =  0, . . .  a«_i  =  0 
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ist,  so  redacirt  sich  Gleichung  (17.)  auf 

(17a.)  a^r  +  on^xi^^  +  . . .  +  a«<«  =  0 

und  bat  die  a-fiache  Wurzel  ^  =  0,  folglich  werden  in  diesem 
Falle  a  Wnrzehi  der  Grleiehnng  f(x)  =  0  unendlich  gross. 

Die  Bestimmung  der   Asymptoten    einer  Cnrve   mit   der 
Gleichung 

(18.)  F{x,  y)  =  0 

möge  nun  auf  den  Fall  beschränkt  werden,  wo  F(xj  y)  eine 
ganze  rationale  Function  n^^  Grades  ist.  Dann  beachte  man 
zunächst,  dass  die  Asymptote  eine  gerade  Linie  ist,  deren 
Gleichung  die  Form 

(19.)  Axf  +  By*  +  (7=0 

haben  muss.    Ist  J?  ^  0,  so  erh&lt  man  hieraus 

(19a.)  y*  =  fnxf  +  ^, 

imd  ist  ^  ^  0,  so  erhält  man 

(19b.)  z'  =  ly*  +  i, 

wobei 

(20.)  ^^  —  i'       /=-4=- 

'  B  A      fn 

ist  Wird  5  =  0,  so  ist  die  Gerade  parallel  zur  Y-Axe  und 
hat  die  Gleichung 

X*  =  1, 

während  die  Gleichung  (19  a.)  nicht  benutzt  werden  kann.  Wird 
^  =  0,  so  ist  die  Gerade  parallel  zur  X-Axe  und  hat  die 
Gleichung 

y'  =  /*j 
während  die  Gleichung  (19  b.)  nicht  benutzt  werden  kann. 

Damit  die  Gerade  (19  a.)  oder  (19  b.)  durch  den  Curven- 
pnnkt  P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  hindurchgeht,  muss 

y=:fnx  +  fb  und  x  =  ly  +  X, 
oder 

(21.)  ,n  =  y_tL  und  /  =  -  — - 

XX  y     y 
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sein,  wobei  zunächst  angenommen  ist,  dass  der  Punkt  P  im 
Endlichen  liegt.    Rückt  aber  P  in's  unendliche,  so  wird 

(21a.)  m  =  liin(|-^)=M(|) 

Um  nun  die  Grössen  limf  ^  j  bezw.  limf  -  j  zu    berechnen, 

beachte  man,  das  x  und  y  die  Goordinaten  eines  Cttrc^npunktes 

sind,  dass  man  diese  Grössen  also  aus  der  Gleichung  der  Cmre, 

nämlich  aus 

F(x,  y)  =  0 

berechnen  muss.    Zu  diesem  Zwecke  ordne  man  F(x^  y)  so,  dass 

(22.)        F{x,y)  =Un+Un^i  +  ...+  U,  +  U^^O 

wird,  wobei 

alle  Glieder  der  rtf^  Dimension, 

CTn^i  =  iy»-i  +  iifl;y"-2  +  . . .  +  ftn-i^"^ 
alle  Glieder  der  (n  —  l)****  Dimension, 

Oi  =  Äy  +  Aja: 
die  Glieder  der  ersten  Dimension  enthält,  und  U^  eine  Gonstante  ist. 
Diyidirt  man  jetzt  die  Gleichung  (22.)  durch  af^^  so  wird 

nur  noch  von  ^  abhängig  sein.    Dagegen  wird 

Lässt  man  jetzt  x  unendlich  gross  werden,  so  ist 

lini(|)=«, 
und  wenn  m  eine  endliche  Grösse  ist, 

lim%i  =  0. 
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Ebenso  werden   die    Grössen  lim— ^,... lim —5,  lim-^ 

gleich  Oy  so  dass  sich  die  Gleichung  (22.)  bei  der  Ansfbhrang 
der  angegebenen  Operationen  auf 

(25.)  lim -^  =  am»  +  ajm*-*  +  Oim*-^  +  .  • .  +an-im  +  an  =  0 

TT 

redudrt. 

Die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung  entsprechen  n  Sichtungen, 
in  denen  unendlich  ferne  Punkte  der  Gurre  liegen. 

Eine  Curte  n**^  Grades  hat  daher  n  unendlich  ferne  Punkte 
und  deshalb  auch  n  Asymptoten^  von  denen  aber  einige  imaginär 
sein  Itönneuj  dem  Umstände  entsprechend^  dass  die  Gleichung  (25.) 
imaginäre  Wurzeln  hohen  kann. 

Wenn  in  Gleichung  (25.)  der  Coefficient  von  m»,  nämlich 
a,  gleich  0  wird,  so  reducirt  sich  der  Grad  der  Gleichung  (25.) 
und  somit  auch  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln,  nicht  aber  die  An- 
zahl der  Asymptoten.  Es  wurde  ja  schon  vorher  darauf  hinge- 
wiesen>  dass  die  Gleichungsform 

ffir  die  Asymptote  nicht  immer  verwendbar  sei.     Dieser  Fall 
tritt  ein,  wenn  a  gleich  0  ist. 

Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  (22.)  durch  y»,  lässt 

dann  y  unendlich  gross  werden  und  beachtet,  dass  lim  T— j  =  / 

ist,  so  erhält  man 

(26.)    lim-^  =  OH^  +  On-i^-*  +  an-.2/*-"^+  ...  +  ai/+a  =  0. 

Wird  jetzt  a  gleich  0,  so  hat  diese  Gleichung  die  Wurzel 

/  =  -i  =  o, 

m         ' 
und  die  entsprechende  Asymptote  steht  auf  der  X-Axe  senk- 
recht   Ist  auch  Ol  gleich  0,  so  lässt  sich  in  Gleichung  (26.) 
auf  der  linken  Seite  der  Factor  P  abtrennen,  d.  h.  die  Gleichung 
bat  die  Wurzel 

1=0 
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zwei  Mal,  so  dass  zwei  Asymptoten  auf  der  X-Axe  senkrecht 
stebeiL    U.  s.  w« 

Nachdem  man  aus  der  Gldchong:  (25.)  einen  Werth  von 
m  (oder  aus  der  Gleicbfmg  (26.)  einen  Werth  von  /)  bestimmt 
hat,  kennt  man  erst  die  Ricktm^  der  Asymptote 

um  ihre  Lage  vollständig  zu  erhalten,  muss  man  noch  den  zu- 
gehörigen Werth  von  /t«  (bezw.  i)  au&uchen. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimme  man  die  Punkte,  in  denen  die 
Curve  von  der  Geraden  geschnitten  wird.  Für  die  Coordinaten 
eines  solchen  Punktes  gelten  die  Gleichungen 

F{x^  y)  ==  0    und    y  =  »m:  +  f* 

gemeinschaftlich,  also  auch  die  Gleichung 

(27.)  F{x,  mz  +  ii)  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  die  eine  unbekannte  x 
und  lässt  sich,  da  sie  höchstens  vom  vf*^  Grade  ist,  auf  die  Form 

(27a.)    F{x,mx  +  fA)—  Vx""  +  V^af"-^  +  V^af^'^  +  • . . 

bringen.    Wie  die  Coefflcienten  F,  F] ,  Fi , . . .  gebildet  sind, 
ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  Ausdrucke 

Un{x^  mx  +  fi),  Un-i  (x,  mx  +  fi),     Un^i{x^  »m:  +  /*),... , 

in  welche  die  Grössen  Cr„,  I7n_i,  ?7«-2  ? .  •  •  übergehen,  wenn  man 
y  gleich  mx-^-  ^  einsetzt.    Es  ist  nämlich 

Un{x^  mx  +  ii)=^ 
a  (mx  +  fiy  +  a^x{mx  +  ji*)*-*  +  -  • .  +  «n-ia:**"^  {fnx  +  /»)+fli.^ 
=  (am*  +  a^m^-^  +  . . .  +  a,»-im  +  ci^txf^ 
+  ji*  {nam"^^  +  («  —  l)a,in"-2  +  .  _  ^  2an-2Wi  +  an^\^''^ 

+ ;...., 

?7n-i  (a?,  mx^  ii)  = 
b(mx  +  ji*)""^  +  bix(mx  +  (i)*^^^  +  . . .  +  Än-2«**"'^(»M;  +  fi) 

=  (Jni»-i  +  JiW*»-2  +  . . .  +  bn^2fn  +  i„-i)Ä:»»-^  + 

Daraus  folgt 

(28.)      F=  am*»  +  a^m'"'^  +  . . .  +  «n-i»»  +  a~, 
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(29.)     Fl  ==  fi[nam^^  +  («  —  l)a^m^^  +...  +  o^-i] 

Da  nun  der  Werth  von  m  bereits  so  bestimmt  ist,  dass 
ßleichmig  (25.)  beMedigt  wird,  so  ist  schon  deshalb 

r=o, 

d.h.  die  Gleichung  (27 a.^  nämlich  die  Gleichimg 

hat  b^ieits  eine  Wurzel 

oder  mit  anderen  Worten,  die  Gerade 

geht  bereits  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Gurve, 
welchen  Werth  auch  fjt  haben  mag. 

Damit  sie  aber  die  Gurve  in  diesem  Punkte  berührt,  muss 
maa  f*  so  bestimmen,  dass  auch  noch  eine  zweite  Wurzel  der 
Gleichung  (27  a.)  unendlich  gross  wird.   Dies  geschieht,  wenn  man 

(30.)  f;  =  0 

macht,  indem  man 

^    "^       '*  nam'"'^  +  (n  —  l)a^m''-^  +  . . .  +  On-i 

seiZL. 

Die  Begel,  welche  sich  aus  dieser  Untersuchung  für  die 
Behandlung  von  Beispielen  ergiebt,  ist  daher  folgende: 

Man  diyidirt  Un  durch  z"^  und  erhält  dadurch,  dass  man 
limf^j  gleich  m  setzt,  die  Gleichung  (25.),  nämlich 

lim-^  =  am*  +  a,m*-*  +  chtn*^-^  +  . . .  +  a«-i»»  +  a»  =  0. 

Ist  m  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  setzt  many^mz+fk 
in  die  Gleichung 

F{z,y)=^0 

em,  von  der  man  aber  nur  die  Glieder  Un  +  ün^t  braucht, 
dividirt  durch  af"-^  und  lässt  dann  z  unendlich  gross  werden. 
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Dies  giebt  eine  Gleichung  ersten  Gi*ades  für  die  Bestimmmig 
von  fif. 

Man  hätte  auch  x  mit  y  und  in  Folge  dessen  m  mit  /  und 
f*  mit  A  yertauschen  können,  um  die  Gleichung  der  Asymptoten 
in  der  Form 

zu  erhalten.  Diese  Vertauschung  ist  sogar  nothwendig,  wenn 
eine  oder  mehrere  Asymptoten  der  F-Axe  parallel  sind,  d.  h.  wenn 

a  ^  0,     a^  =  0, . . . . 

Eiue  Modiflcation  der  gegebenen  Begel  tritt  nur  ein,  wenn 
die  Gleichung  (25.),  nämlich 

f(m)  =  am*  +  a^nV"-^  +  a2fn*^~^  4  . . .  +  a»-i  m  +  o»  =  0, 

gleiche  Wurzeln  hat,  d.  h.  wenn  unter  den  Asymptoten  etliche 
zu  einander  parallel  sind;  dann  wird  nach  den  vorstehende 
Sätzen  aus  der  Algebra  auch 

f'{m)  =  wam»-»+(n— l)aim»»-H(w  — 2)a2»>**~*  +  -.-  +  ö*-i  =  0- 
Der  Werth  von  fi  ist  deshalb  entweder  nach  Glddiimg 
(ai.)  unendlich,  d.  h.  die  zugehörigen  Asymptoten  rucken  in's 
Unendliche,  oder  es  wird  auch 

In  diesem  Falle  wird  Fi  gleich  0  für  jeden  beliebigen  Werth 
von  /*,  so  dass  man  den  Werth  (oder  vielmehr  die  beiden 
Werthe)  von  fi  erhält,  indem  man 

^2  =  0 

setzt.  Ist  auch  V^  ffir  jeden  Werth  von  /*  gleich  0,  und  gut 
dasselbe  für  F'a, . . .  Va-\  (nicht  aber  für  T«),  beginnt  also  die 
Entwickelung  von  F{x,  fnx  +  fi)  nach  fallenden  Potenzen  von  x 
mit  FjtX'*-'«,  so  bestimme  man  /*  so,  dass  auch 

wird.  Dies  ist  dann  eine  Gleichung  a**"  Grades  von  /*,  dem 
Umstände  entsprechend,  dass  a  Werthe  von  m  einander  gleich 
sind,  die  aber  zu  a  verschiedenen  (zu  einander  parallelen) 
Asymptoten  gehören. 

Am  besten  wird  der  Anfänger  diese  Angaben  durch  die 
Ausführung  an  einige  hier  folgenden  Beispielen  verstehen. 
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§88. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
(1.)  hh*  —  o V  —  a»*»  «  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  79.) 

AiiflSsung.    Hier  ist  n  gleich  2  mid 

X»  x^  \xj 
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(2.) 

(2a.) 
also 

(3.) 


]im^  =  ft>-o»m»  =  0, 


X^ao 


Fifr  70. 


m  =  ±  — • 
a 


Die    Gleichung    der    einen 
Asymptote  ist  daher 


(4.) 


y'  =  -2:'  +  ii*. 


um  aach  noch  den  Werth 
Ton  f»  zu  bestinunen,  setze  man  y 

•L 

gleich-  a:  +  /*  in  die  Gleichung  (1.)  ein.     Dadurch  erhält  man 

Jij;2  _  hhß  —  2abfkz  —  aV  —  <^i^  =  0, 

und  wenn  man  durch  x  dividirt, 


(5.) 


^2ai^-^äii±^^  =  0. 


Lässt  man  jetzt  z  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus 
(6.)  —  2aJj[*  =  0,    oder    /*  :=  0. 

Die  Gleichung  der  ersten  Asymptote  ist  daher 

(7.)  y'  =  ^*" 

ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asymptote  die  Gleichung 

(8.)  y'^-^-x'. 


Steg«imaim- Kiepert^  Difforentiid-Bechnxing. 
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Aufgabe  2.    Man  soll  die  Affymptoten  der  Parabel 

(9.)  y*  —  2px  =  0 

bestimmen. 

AuflBfung.    Hier  ist  wieder  n  =  2  und 
(10.)  ^  =  ^»       lim^^  =  m»=0, 

X^  X^  c«soo^^ 

also 

(11.)  m,  =  0,    f?i2  =  0. 

Für  beide  Asymptoten  findet  man  eine  Gleichung  von  der 
Form 
(12.)  ^  « /«*i 

Um  die  zugehörigen  Werthe  yon  ik  zu  finden,  setzt  man 
y  =  j»  in  die  Gleichung  (9.)  ein  und  erhfilt 

(13.)  /*2-:2pa;,    Mi  =  +  V^pij    /»2  =  — J^. 

L&sst  man  jetzt  x  in's  Unbegrenzte  wachsen,  so  wadisen 
auch  /i*i  und  /«2  in's  Unbegrenzte,  d.  h.  die  beiden  Asymptoten 
rücken  in's  Unendliche. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 

(14.)  a:»  +  y*  — 3aay  =  0 

bestimmen.   (Vergl.  Fig.  80.) 

AuflSsung.  Bei  dieser  Curye,  welche  man  FoUum  Cartesü 
nennt,  ist  n  gleich  3  und 

(15a.)       lim-^  =  l  +  in»  =  (l  +  »»)(l— m  +  «i»)  =  0, 

CSOD    X 

also 

I»l— —  1,      «»2— . ^ >      IWj=  g 

Die  beiden  imaginären  Werthe  yon  m  brauchen  nicht  be- 
rücksichtigt zu  werden ;  die  einzige  reelle  Asymptote  erhSlt  man, 
wenn  man  m  gleich  —  1  setzt.    Dadurch  wird 

y  =  — ^  +  A*> 
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und  die  Oleichimg  (14.)  geht  fBr  dieeeii  Werth  von  y  über  in 

(16.)  8fMr»  —  8f*^  +  f**  +  8asc2  _  ^a^kx  ==  0. 

Indem  man  diese  Gleichung  durch  x^  dividirti  findet  man 

8M?_8«e  +  /L»  =  o. 
X  z  z^ 


8f*  +  da 


W^ui  jetzt  z  unendlich  gross 
wird,  so  erhält  man 

(17.)  3/i  +  8a  =  0, 

oder 

/*  =  —  a. 

Die   Gleichung    der    reellen 
Asymptote  ist  daher 

(18.)        y'^—a^  —  a, 

oder 

(18a.)    ar'  +  y'  +  azrrO. 


Aufgabe  4.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Corye 
(19.)  z^  —  %xy^  —  a»  =  0 

bestimmen.   (VeigL  Fig.  81.) 

Aitlüsung.    Hier  ist  n  gleich  8  und 

z^  x^  \x/ 

also 


(20.) 


lim 


5=1 


8m«  =  0,     m  =  ± 


1/8 


Da  m  die  Tangente  des  Winkels  a  ist,  den  die  Gerade 

mit  der  positiyen  Richtung  der  X-Axe  bildet,  und  da 

1 


tg80«  = 


n 


ist,  so  bilden  die  beiden  Asymptoten,  welche  den  gefundenen 
Werthen  von  m  entsprechen,  bezw.  die  Winkel  +80®  und  — 80  • 
mit  da:  positiven  Richtung  der  X-Axe. 


28' 
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Setzt  man  nun 


y=p^^  +  M 


in  die  Gleichung  (19.)  ein,  so  findet  man 

(21.)  x^  —  x^—  arV  ^3  —  3x/»2  —  a3  =  0, 

oder 


_2^V3-^'-^  =  0. 


Wenn  jetzt  x  unendlich  gross  wird,  so  folgt  hieraas 
(22.)  —  2j»V3  =  0,    oder    /»  =  0. 

Die  erste  Asymptote  hat  daher  die  Gleichung 

(23.)  j^y8==ar'. 

Ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asjnmptote  die  Gleichnng 

(24.)  y'YE^—x'. 

Um  noch  die  dritte  Asymptote  zu  erhalten,  bilde  man 

^  _  z^  —  ^^  —  /i Y  _  3  (1\ 
y*  y*  Vy/  \y/ 

Dies  giebt 

(25.) 


y 

m 


lim^*  =  /3  — 3/=0. 

y* 

Die  drei  Wurzeto  dieser  Gleichnng  sind 

(26.)  '=  +  ^3,    /  =  — 1/3,     1=0. 

^•^  Wie  man  ohne  Weiteres 

Y  erkennt,  fahren  die  beiden  erst^ 

Werthe  aof  die  schon  bekann- 
ten Asymptoten;  dagegen  liefert 
/=::0  eine  dritte  Asymptote. 
Man  mnss  daher 

in  die  Gleichnng  (19.)  einsetzen 

nnd  erhält  dadurch 

A8  — 3V  — a»  =  0, 
oder 
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Lässt  man  jetzt  y  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus, 

dass 

(27.)  1  =  0 

wird,  und  daas  die  dritte  Asymptote  die  Gleichung 

(28.)  ä'  =  0 

hat    Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  F-Axe. 

Au^iake  5.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 

(29.)  z(x^  —  a^  —  2y  (y»  —  a«)  —  Say»  —  o»  =  0 

bestmunen.    (Vergl.  Fig.  82.) 

AuMtung.    Hier  ist  wieder  n  gleich  3  und 

also 

(30.)  lim  ^  =  1  —  3m»  —  21»»  =  (1  +  m)  (1  +  ni)  (1  —  2m)  =  0. 

Die  8  Wurzeh  dieser  Gleichung  siud  daher 
(81.)  mj=  — 1,      w,  =  _i,      «15  =  +-. 

Bei  dieser  Curve  findet  man  zwei  parallele  Asymptoten, 
weil  zwei  Werthe  yon  m  einander  gleich  sind.  Um  die  zuge- 
hörigen Warthe  von  f*  zu  finden,  setze  man 

in  die  Gleichung  (29.)  ein.    Dadurch  erhält  man 

:r(a;2-  a2)+2(ic-f*)(a?2-  2ii*a;+^2_a2)-  3a:(Ä«-2iÄr +/!*»)  -a»= 0, 

oder 

(32.)  (—  8a2  +  3^2)  a;  —  2/»»  +  2a  V  —  a»  =  0. 

Indem  man  diese  Gleichung  durch  x  dividirt  und  x  dann 
on^dlich  gross  werden  lässt,  findet  man 
(33.)  —  3a*  +  3ii**  =  0,    oder    /i*  =  ±  a. 

Die  beiden  entsprechenden  Asymptoten  haben  daher  die 
öleicfaimgen 

(34.)  y'  =  ^af^a    und    y*=i—af  —  a. 
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Für  die  dritte  A£fymptote  hat  man 

1      . 

in  die  Gleichimg  (29.)  einzusetzen.    Dadurch  erhält  man 

(35.)  —Kf^^—  6i»^  —  V  +  2a2^  —  a»  =  0. 


Indem  man  diese  Gleichung 
durch  z^  diyidirt  und  dann  z 
unendlich  gross  werden  Iflsst, 
findet  man 
(36.)  A*  =  0, 

so  dass  die  dritte  Asymptote 
'^die  Gleichung 

(37.)  2y'  =  a:' 

besitzt. 


Aufgabe  6.    Man  soll  die 
s^s,  Asymptoten  der  Curve 

(38.)  ay2  — a:  +  2y  — 1  =  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  83.) 

Auflösung.    Hier  ist  wieder  n  =  3  und 

— *  =  0),     limp*  =  i»2  =  o,    mi=0,    »i,  =  0,    »13  =  00. 

Die  Gleichungen  der 
drei  Asymptoten  haben 
daher  die  Fonn 

(39.)  y'  =  f*i,  y'  =  /*2, 

Dabei  findet  man  jUi 
^  und  f4,  indem  man  y=f* 
in  die  Gleichung  (38.)  ein- 
setzt.   Dies  giebt 

oder 
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imd  for  lim  z^  co 

(40.)  M»  =  1, 

(41.)  /»i  =  +  l,     /h  =  — 1- 

Ebenso  findet  man  X,  indem  man  x  =:  il  in  die  Gleichung 
der  Caire  einsetzt    Dadurch  erhSlt  man 

(42.)     ;^^»  — i  +  2y  — 1  =  0,  oder  i  +  l S"  =  <^' 

nnd  für  lim  y  =  go 

(43.)  A  =  0. 

Die  Gleichmotgen  der  drei  Asymptoten  sind  daher 

(44.)  y'  =  +  i,    y'  =  — 1,    ^  =  0. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Corvo 

(45.)  xy^  +  x^  —  a^=zO  K«,84. 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  84.)  \\  n 

AuflStung.  In  ähnlicher 
Weise  wie  bei  den  vorher- 
gehenden Angaben  findet  man 
bier  drei  Asymptoten  mit  den 
Gleichnngen 

1  a^  =  0. 

Aufgabe  8.  Man  soll  die 
Aspaptoten  der  Corve 

(47.)  x^  +  a:y^  —  ax^  +  ay^  =  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  85.) 

Auflösung.    Hier  werden   zwei  Asymptoten  imaginär 
ans  der  Gleichung 

lim§  =  lim(l  +  g)  =  l  +  m«  =  0 
folgt,  dass 

171}  =  +  ^      m2  =  —  t,       Wj  =  CO 
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Fig.  86. 


wird.  Die  dritte  Asymptote  ist  reell 
und  steht  auf  der  X-Axe  senkrecht 
Dabei  findet  man  ans  Gleichung  (47.), 
indem  man  z  =  k  setzt, 

oder 

A  +  a  H =—  =  0. 


Dies  giebt  ffir  lim  y  =  oo 
(48.)  X  —  —  a\ 

die  eiDzige  reelle  Asfymptote  hat  daher  die  Gleichung 

(49.)  a:-  +  a  =  0. 

Die  Gleichung  (47.)  kann  man  auf  die  Form 


y^±-^ 


X' 


(51.) 


(50.)  ,  -  _  . 

bringen,  woraus  man  erkennt,  dass  die  X-Axe  eine  Symmetrie- 
Axe  der  Curve  ist,  und  dass  die  Curve  zwischen  der  Asymptote 
z'  =  —  a  und  der  Geraden  a^  =  +  a  liegt.    Aus 

dy  cfi  —  ax  —  «^  . 

rf^  (a  +  ar)ya2  — a:2       ^ 

folgt,  indem  man  2;  =  0  setzt,  dass  die  beiden  Tangenten  im 
Nullpunkte  die  Winkel  +  45<>  und  — 45^  mit  der  positiven 
Richtung  der  X-Axe  bilden. 

Aufgabe  9.  Man  soU  die  Gleichung  der  Cüsoide  des  DioHes 
bestimmen.    (Vei-gl.  Fig.  86.) 

AuflSsung.  Die  Gissoide  des  Diokles  entsteht,  indem  man 
an  einen  Ereis  mit  dem  Halbmesser  a  zwei  parallele  Tangenten 
mit  den  Berührungspunkten  0  und  A  legt,  von  O  aus  eine  be- 
liebige Secante  zieht,  welche  den  Ereis  zum  zweiten  Maie  im 
Punkte  0  und  die  andere  Tangente  im  Punkte  B  schneiden  möge, 
und  von  B  aus  die  Sehne  OC  rückwärts  auf  der  Secante  ab- 
trägt, so  dass 

PJ5=  OC 

wird,  dann  ist  P  ein  Punkt  der  Cüssoide. 
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Bezeichnet  man  den  Winkel  AOP 
mit  9)  imd  die  Strecke  OP  mit  r,  so 
findet  man  ans  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  OAB  nnd  OCA 


Fig.  86. 


(52.)     0J?  =  -?^, 


also 
(53.) 


C069> 


0(7=2acoS9), 


OP—r=OB—OC 
2a 


= (1  —  cos  V), 

cosy^  ^^^ 

oder 

(53a.)  ^=2055^. 

^        '  COSjP 

Daraus  folgt,  da 
OQ^rcosf),  C2P=rsin9) 

ist, 

(54.)  X  =  2a8mV,    y  =  ^^- 

Indem    man    ans    diesen    beiden 
Gldchnngen  q>  eliminirt,  erhält  man 

(55.)        x^  +  xy^  —  2ay2  =  0. 

« 

Aufgabe  10.  Man  soll  die  Asymptoten  der  Cissoide  bestimme. 

ABflSsung.  Schon  ans  der  Entstehung  der  Cissoide  ergiebt 
sich,  dass  die  Ereistangente  AB  (yergl.  Fig.  86)  eine  Asymptote 
der  Cissoide  sein  mnss.  Dasselbe  Besoltat  findet  man  auch  aus 
der  Rechnung.    Es  ist  n&mlich 

(56.)  lini5=,  (1  +  |!)  =  1  +  m2«0, 

also 

(57.)  m^  =  +  f ,    wj  =  —  f ,    in,  =  00 , 

d.  L  zwei  Ajsfymptoten  sind  imaginär,  nur  die  dritte  ist  reeU 
ond  steht  auf  der  X-Aze  senkrecht.  Dabei  findet  man,  indem 
man  o;  =  A  in  die  Gleichung  (55.)  einsetzt, 

jl8  +  ;iy2  _  2ay2  =:  0,   oder  ;i  — 2a  +  -5=:0. 
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Dies  giebt  für  lim  y  =  « 
(58.)  i  =  2a; 

folglich  hat  die  reelle  Asymptote  die  Gleichung 
(59.)  ^  =  2a. 


§84. 

Concavität,  Convexität,  Wendepunkte. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  103  und  104.) 

Erklärung.  Legt  man  in  einem  Punkte  P  an  eine  Cnrve 
die  Tangente,  so  heisst  die  Curve  in  diesem  Punkte  P  nach 
oben  concav^  wenn  die  dem  Berfihrungspunkte  P  benachbarten 
Curvenpunkte  oberhalb  der  Tangente  liegen.    (Vergl.  Fig.  87.) 


Fig.  87. 


Fig.  8B. 


Dagegen  ist  die  Curve  im  Punkte  P  nach  oben  convex 
(vergl.  Fig.  88),  wenn  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Punkte  unterhalb  der  Tangente  liegen. 

Wenn  endlich  die  Curve  im  Punkte  P  von  der  Concavit&t 
in  die  Conveiität  übergeht  (vergl.  Fig.  89),  oder  wenn  die  Cunre 


Fig.  89. 


Fig.  90. 
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im  Pmikte  P  ans  der  Convexitftt  in  die  Concavität  fibergeht 
(yergL  Fig.  90),  so  heisst  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt  Die 
Tangente  in  einem  solche  Punkte  heisst  Wendetangente.  Bei 
einer  Wendetangente  muss  daher  die  Curve  auf  der  einen  Seite 
des  BerOhningspnnktes  oberhalb^  anf  der  anderen  Seite  des  Be- 
räbmngspnnktes  unterhalb  der  Tangente  liegen,  wobei  natürlich 
nor  die  benachbarten  Theile  der  Cnrve  in  Frage  kommen. 

Die  Qldchung  einer  Curve  (Fig.  87)  sei 

(1.)  y  ^A^), 

und  die  Curve  sei  in  der  Nähe  des  Punktes  P  nach  oben 
concav^  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 

rjPj^QaPa  — a2r2>o 

und  auch 

wobei  Pi  und  P^  die  dem  Berfihrungspunkte  P  benachbarten 
Pimkte  mit  den  Abscissen  x  —  a  und  x  +  a  sind,  und  wo  die 
Schnittpunkte  der  Qrdinaten  Q^P^  und  Q2P2  nüt  der  Tangente 
T)  und  T2  heissen. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle 
(2.)    Q,P,=/(.  +  a)=/(.)+ffl«+-^::(^  +  ®^«>; 
ansserdem  wird 

(3.)    Qj2i=QP+*2r2=/(:r)+ffla, 

weil  in  dem  rechtwinklichen  Dreieck  PS2T2 

ÄjTj  =  PS2  .  tgS^PT^  =  atg«  =  af\x) 

ist.  Durch  Subtraction  der  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  von  ein- 
ander erhält  man  daher 

(4.)  T2P2  ^^Q^P^-Q^T,^  ^/" {x  +  0a). 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 
(5.)    Q,P,=/(.-a)=/(.)-q^«+»=I®i^)aS 
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(6.)     Q,T,  =  QP-T,S,=f{x)-^^a, 

(7.)     T,P,  ^Q,P,-Q,T,=  ^/"{x - ö,a). 

Damit  die  Carve  nach  oben  cancav  ist,  müssen  fBr  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  TjPj  und  T^P^ 
positioe  Richtong  haben.  Das  ist  nnr  möglich,  wenn/''(^+®^) 
raid/''(a:  —  öja)  beide  j9o«fYio  sind. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass/"(:r)  für  die  betraditeten 
Werthe  von  x  stetig  ist,  muss  deshsJb  auch  f"{x)  positiv  sem, 
und  umgekehrt:  ist/"(a:)  positiv,  so  werden  auch /''(«  + ©a) 
und  f"  (x— @^a)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  positiv  sein. 

Die  Ourve  ist  daher  im  Punkte  P  wich  oben  cancav^  wenn 
(8.)  g=/"(:,)>0. 

Die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  88)  sei  wieder 

die  Curve  sei  jetzt  aber  in  der  Nfihe  des  Punktes  P  nach  oben 
convexy  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 

T2P2  =Q2P2—Q2  r2<0 
und  auch 

TjPi^QiPi  — Qiri<0, 

wobei  dieselben  Bezeichnungen  angewendet  sind  wie  in  Fig.  87. 
Daraus  ergiebt  sich  genau  ebenso  wie  vorhin 

(9.)  T^P^  =  "^/"{x  +  öa),      T,P,  =  '^/-{x-e.a). 

Damit  die  Curve  nach  oben  convex  ist,  müssen  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  T^Pi  und  7\Pi 
negative  Sichtung  haben.  Das  ist  nur  mSglich,  yf&m  f"  {x+Sa) 
vaAf'*{x  —  &^a)  beide  negativ  mä. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f"(x)  für  die  betrachteten 
Werthe  von  x  stetig  ist,  muss  deshalb  auch/'' (2:)  negativ  sm, 
und  umgekehrt:  ist/''(a;)  negativ,  so  werden  auch/"(a;  +  öa) 
und/"  (2; — G^a)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  negativ  sein. 
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(10.) 


Die  Curve  üt  daher  im  Punkte  P  nach  oben  convexj  wenn 


In  dem  Vorhergehenden  sind  die  FUle,  wo 

/"{x)  =  0    oder  /"{x)=oo 

wd,  ausgeschlossen  worden.  Beide  FftUe  können  im  Allgemeinen 
nur  for  einzeb^  Werthe  von  z  eintreten.  Ist  x  ein  solcher 
Werfh,  so  hat  man  noch  die  Vorzeichen  yonf"(x  —  a)  nnd 
f"{x  +  a)  tär  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  zu  untersuchen 
und  danach  die  folgenden  8  F&Ue  zu  unterscheiden: 

L/"(a:)  =  0,   /"(ar  — a)>0,    /''(x  +  a)<0. 

In  diesem  Falle  geht  die  Curve  im  Punkte  P  (vergl. 
Fig.  89)  von  der  Goncavit&t  zur  Convexität  aber.  Dasselbe 
gilt  audi,  wenn 

IL/''(«)=Go,   f'*(x  —  a)>0,   /"(^+a)<0  (vergLFig.89). 

Wird  dagegen 

m. /"(a:)=  0,    f"(x  —  a)<  0,   /''(x+a)  > 0  (vergl.  Fig.  90), 

odar 

IV.  f"{x)  =  00 ,   f^{x  —  a)< 0,   r'{x+d) > 0  (vergl.  Fig.  90), 

so  geht  die  Curve  von  der  Convexität  zur  Concavität  über. 

In  allen  diesen  Fällen  heisst  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt^ 
weil  sich  die  Curve  von  der  Concavität  zur  Convedtät  oder  von 
der  Convexität  zur  Concavität  wendet. 

Ist  aber 


v.{/"(^)  =  öi  /''(^-«)>o, 


Fi«.  91. 


/''(a:  +  a)>0,  (vergl.  Fig.  91), 


oder 


yj|/"(z)=oo,   /-(x-a)>0, 
\  f"{x  +  a)>0  (vergl.  Fig.  91), 

so  ist  die  Curve  unmittelbar  vor  dem 

Punkte  P  und  ebenso  unmittelbar  nach 

dem  Punkte  P  nach  ob^  concav;  sie  hat  daher  im  Punkte  P 

ieinen  Wendepunkt. 
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Fig.  92. 


Ist  endlich 
Vn./"(a:)  =  0,   nx  —  a)<0,   /"(a;+a)<0  (vergl.  Fig.92), 

oder 

Ym.f'\x)^cc,f'*{x  —  a)<0,    /"(a:+a)<0(vergLFIg.92), 

so  ist  die  Curve  umnittelbar  vor  dem  Punkte  P  und  ebenso 

unmittelbar  nach  dem  Punkte  P  nach 
oben  conyez,  so  dass  auch  hier  der 
Punkt  P  kein  Wendepunkt  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  jetzt  die  ali- 
gemeine Regel  für  die  Au&uchung  der 
etwaigen  Wendepunkte  einer  dure 

Man  ermittele  die  Werthe  ton  x, 
für  welche  f**  (x)  gleich  NuU  oder  un- 
endlich gross  wird.  Ist  x  ein  solcher  Werthj  so  unterstiche  man 
das  Vorzeichen  von  f*'(x  —  a)  und  von  /"(x  +  a)  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a.  Man  erhält  dann  einen  Wende- 
punkt^ wenn  entweder 

f*»{x  —  a)>0    und  f"(x+a)<0, 

oder  wenn 

f"(x  —  a)<0    und  f"(x  +  a)>0; 

und  zwar  geht  die  Curve  im  ersten  Falle  in  diesem  WmdepunkU 
von  der  Concavität  zur  Convexität  und  im  zweiten  Falle  von  der 
Convexität  zur   Concavität  über. 

Haben  dagegen  f'\x  —  a)  und  /"  ix  +  a)  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  a  dasselbe  Zeichen,  so  ist  der  Punkt  kein 
Wendepunkt. 

Bemerknng. 

Es  möge  hierbei  noch  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  sich 
die  vorstehenden  Betrachtangen  nur  auf  Punkte  der  Corvo  besiehen, 
welche  im  Endlichen  liegen. 
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§  85. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Conre 

(1.)  y  =  b  +  {c-xy^f{x) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  93.) 

AiiflStung.    Ans  der  Gleichung  (1.)  folgt 

(2.)         f'(x)  =  -S{e-xy, 
(3.)        nx)^  +  6{e  —  x). 

Ans  Gldchnng  (3.)  erkennt  man, 
dass  es  keinen  endlichen  Werth  von 
X  giebt,  für  den  f'\x)  =  oo  wird. 
Dagegen  wird/"(;r)  =  0  fUr 

(4.)  x==c. 

Der  Punkt  P,  dessen  Abscisse 
gleich  c  ist,  kann  also  möglicher  Weise 
ein  Wendepunkt  sein,  um  darüber  zu 
entscheiden,  beachte  man,  dass 

(5.)       /''(c  — a)=  +  6a>0,    /-'(c  +  a)  =  — 6a<0 

ist  Es  findet  also  im  Punkte  P  ein  Uebergang  von  der  C!on- 
cavitSt  zur  Conyezität  statt.  Folglich  ist  P  em  Wendepunkt 
(Ve^  Fig.  93.) 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 

(6.)  tf  =  b  +  {x  —  cy^f{x) 

bestimmet    (Vergl.  Fig.  94.) 

AuflStung.  Aus  Gleichung  (6.) 
folgt 

(7.)  f'(x)^    4(x-c)3, 

(8.)         f'*{x)^12{x  —  c)\ 

Auch  hier  giebt  es  keinen  endlichen 
Werth  von  a;,  för  welchen  /"(a?)  =  oo 
wird.    Dagegen  wird/"(ar)  =  0  für 

(9.)  x  =  c. 


94. 


<»,     ü    ü 
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Für  diesen  Werth  von  x  kann  man  möglicher  Weise  dnen 
Wendepunkt  erhalten,    um  darüber  zu  ratscheiden,  bilde  man 

(10.)/"(c  — a)=  +  12a2>0  und  /''(c  +  a)=  +  12a«>0, 

folglich  ist  die  Corve  auf  beiden  Seiten  des  betrachteten  Punktes 
P  nach  oben  concay,  so  dass  dieser  Punkt  kein  Wendepunkt 
sein  kann.    (Vergl.  Fig.  94.) 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 

(11.)  y  =  in-jf(I=^'=/(^) 

bestimmen.    (VergL  Fig.  95.) 

AufIBsung.    Aus  Gleichung  (11.)  folgt 

(12.)  /'(a:)  =  -^(:,_c)"* 

6i 


(13.) 


rW=  +  ||(^-^)    *  = 


25V  («  —  c)8 


Hieraus  erkennt  man,  dass  f*\x)  fOr  keinen  endlichen  Wotii 
von  X  gleich  Null  wird,  dagegen  wird 

(14.)  /''(«)=  «>    ftr    «  =  <^. 

Fig.  96.  Dieser  Werth  von  x  kann  also  mög- 

licher Weise  einen  Wendepunkt  Uefero. 
Um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 

(15.)    /-(c-a)  =  -^>0 

25  Vo» 
und 

(15a.)/"(o  +  «)  =  -^>0, 

25  Va» 

'^   wobei  man  l  als  positiv  vorausgesetzt 

hat.     Die  Curve  ist   also  zu  beiden 

Seiten  des  betrachteten  Punktes  P  nach  oben  concav;  der  Pankt 

P  ist  daher  kein  Wendepunkt  der  Curve,  sondern,  wie  man  aas 

Figur  95  ersieht,  eme  Spitze. 
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Aufgabe  4.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Carve 

(16.)  y^m-  hy{^r=^  =/(rc) 

bestinnnen. 


(17.) 
(18.) 


AiiflSsung.    Ans  Gleichnng  (16.)  folgt 


6» 


2hy(z  —  cy 

Auch  hier  wird  /''  {x)  jfur  keinen  endlichen  Werth  von  -  x 
gleich  Nnll,  dagegen  wird 

(19.)  f*{x)  =  o:>    für    x  —  c. 

Um  zn  entscheiden,  ob  dieser  Werth  ^-  w. 

von   X    wirklich    einen    Wendepunkt 
liefert,  bilde  man 


imd 


25  Vo^ 
25}^ 


1\ 


P 


Ji-Q 


Daraus  erkennt  man,  dass  im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten 

(20.)  a:  =  c,     y  =  m 

eine  W^dung  yon  der  Convexität  zur  Goncavit&t  stattfindet, 
dass  also  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt  ist.    (Vergl.  Fig.  96.) 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Gurre 

(210  y  =  1^  =/W 

bestimmen. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  folgt  ans  Gleichnng  (21.) 

(22.)  /  ix) (^^  ^  3^)2      ^ ' 

(23.)        /  {X)- ^1+1^3 

Stahmann- Kiepert^  Bifferential-BechnTiiig.  24 
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Hier  kann/" (2;)  fflr  keinen  endlichen,  reellen  Werth  Ton^; 
nnendlich  gross  werden.    Dagegen  wd  f'*{x)  gleich  Noll,  wenn 

(24.)  «»  —  8^2  —  34^  +  i»  =  (:t  +  *)  {x^  —  ^hx  +  Ä»)  =  0 

wird.    Die  Werthe  von  Xj  für  welche  möglicher  Weise  ein 
Wendepunkt  eintritt,  sind  daher 

(25.)       x,=-l,    0^  =  4(2-^8),    2^  =  J(2  +  y3), 

welche  beziehungsweise  den  Werthen 

(26.)     yt  =  +  *,  y2  =  j-(i+V3),  ys==j(i-y3) 

entsprechen. 

Fi«.  97. 


Da  a:^  +  J*  für  reelle  Werthe  von  x  immer  positiv  ist,  so 
braucht  man  nur  zu  untersuchen,  ob 

(27.)  {x^  +  Vff'{x)  =  —  ^h\x  +  h)  {x^  —  4 Ja:  +  6»)  =  F{x) 

für  die  angegebenen  Werthe  von  x  das  Vorzeichen  wechselt. 

Zunächst  ist  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 
(28)    ri^(— *  —  «)=  + 2aJi(6J2  +  6a6  +  a»)>0, 

deshalb  ist  der  Punkt  P^  mit  den  Coordinaten  x^^  y^  ein 
Wendepunkt,  in  welchem  die  Gurve  von  der  Concavit&t  zur 
Convezität  übergeht. 

Femer  ist  ffir  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 
l  F(2J— jys— a)=— 2ai2(3*-SV^— a)(2*V3+a)<0, 

l  -F(2J— jys+a)  =  +  2aJ2(3J— JV^+  a) (2J}/3^a)>0, 

folglich  ist  auch  der  Punkt  P^  mit  den  Coordinaten  2^,  y^  ein 
Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Convezität  zur 
Concavität  übergeht. 


(29.) 
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Endlich  ist  noch  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 
3^^  r  F(2ft4-JV3-a)=  +  2aJ»(8Ä  +  iy3-a)(2jy3— a)>0, 

\  i^(2J+iy3+a)==— 2aJ2(3J  +  Äy8  +  a)(24V?+a)<0, 

folj^ch  ist  der  Punkt  P^  mit  den  Coordinaten  ^,  j^s  gleichiSüls 
m  Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Concayit&t  zur 
Conveiit&t  ftbergeht. 

Es  ist  dabei  noch  zn  beachten,  dass  die  drei  Wendepunkte 
Pi,  P29  -^3  ^  ^^  geraden  Linie  liefen,  weil 
(31.)         a;i(y2  —  y^)  +  x^{y^—y^)  +  a^(yi  — y^)  =  0 
wird.    (Vergi,  Fig.  97.) 

Aufgabe  6.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  die 
Parabel  nach  oben  concavj  und  in  welchen  Punkten  sie  nach 
oben  convex  ist. 


Auflotung.   Die  Gleichung  der  Parabel  ist 
(32.)  y^  =  2pa? ;  r 

daraus  folgt 


Vig.  9a 


(33.) 


^=2.,       ^=:_£!. 


dx 


dx^ 


r 


För  positive  Werthe  von  y  wird  ^  ^ 

negativ,  und  fBr  negative  Werthe  von  y  wird 

^  positiv.    Die  obere  Hälfte  der  Curve  ist 

dah^   nach  oben  convex^  und  die  untere 

HUfte  ist  nach  oben  concav.    Einen  Wendepunkt  besitzt  die 

Corve  nicht,  da  ^  fttr   endliche  Werthe  von  y  niemals  ver- 
schwinden kann. 

Aufgabe  7.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  die 
Ellipse  und  die  Hyperbel  nach  oben  concav^  und  in  welchen 
Punkten  sie  nach  oben  convex  sind. 

AuflSfung.    Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 

(34.)  Iflx'^  +  a  V  —  a«i2  =  0 ; 

24* 
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daraus  fo]gt 

(35.) 


cfe2  "       aV' 


dhf 


Auch  hier  wird  ^  negativ 

für  positive  Werihe  von  y  und 
positiv  für  negative  Werthe  von  y. 
Die  obere  Hälfte  der  Cnrve  ist 
daher  nach  oben  convex  und  die 
untere  Hälfte  der  Cnrve  ist  nach 
oben  cancav.    Einen  Wendepunkt 

besitzt  die  Curve  nicht,  da  ^ 

für  endliche  Werthe  von  x  und 
y  niemals  verschwinden  kann. 

In   ähnlicher   Weise  erhält    man   bei   der  Hyperbel   die 
Gleichungen 

(36.)  »2^.2  _  a2y2  _  a2J2  =  0, 


(37.) 


dz 


+ 


h^x 


rfV *i 

und  kann  daraus  dieselben  Schlüsse  ziehen  wie  bei  der  Ellipse. 


Aufgabe  8.    Man  soll  die  Wendepunkte  der  SinusUnie  be- 
stimmen.   (Vergl.  Fig.  100.) 

Auflösung.    Die  Sinuslinie  hat  die  Gleichung 
(38.)  y  =  sino;; 


Fig.  100. 


daraus  folgt 
(39.) 


dx 


-r:  =  cos^j 


<Py  _ 
dx^ 


=  —  sma-. 
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Die  Carve  ist  daher  nach  oben  conoex^  wenn  ^<x<n^ 
2^<a;<37r, ...  allgemein,  wenn 

2n;r<a;<(2n  +  \)n 
ist;  nnd  die  Cnrve  ist  nach  oben  ccncav^  wenn 

(2»  +  1)  TT  <  ar  <  (2»  +  2)7r 

ist,  wobei  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeaten 
soll    Ein  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn 

a?  =  0,  TT,  2^-,  Stt,  . . . 

ist;  die  zugehörigen  Werthe  von  y  sind  s&nmitlich  gleich  0, 
d.  L  die  Wendepunkte  Hegen  alle  in  der  X'Axe. 


§86. 

BerOhrung  (oder  Osculation)  n^  Ordnung. 

(VergL  die  Formel-Tftbelle  Nr.  105.) 

ErUirung.     Zioei  Gurten  VW  und  BS  (Fig.  101)  mit  den 
Oleiehungen 

(1.)  y=/(«)    und    y=^g{s), 

haben  in  dem  ihnen  gemeinschaftlichen  Punkte  P  eine  Berührung 
[oder  Osculation)  n^^  Ordnung^  wenn  für  den  zugehörigen  Werth 
von  X  nicht  nur 

(2.)  fix)  =  ff  ix) 

istj  sondern  ausserdem  auch  noch 

(3.)    r(x)  =  g\x\   f'{x)  =  g''{x\...ß-){x)=g^-){x). 

Mit  welchem  Rechte  diese  Er- 
klSrong  an^sfestellt  worden  ist,  er-  7 
sieht  man  aus  dem  folgenden  Satze: 

Ztoei  Ourven 

toekhe  im  Punkte  P  eine  Berührung 
»^  Ordnung  haben,  schmiegen  sich 
in  diesem  Punkte  enger  an  einander 
on  als  an  Jede  andere  Curve,  mit 
der  sie  im  Punkte  P  keine  Berührung  "^ 
von  gleich  hoher  Ordnung  haben. 


Fig.  101. 


0  Ol 
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Beweis.    Nach  Fonnel  Nr.  49  der  Tabelle  ist 

gleichviel  ob  h  podtiv  oder  negativ  ist.    Ebenso  wird 
(5.)     Q,P',=ff{x  +  h)^ff{x)  +  ^A  +  ^h^  +  ... 

+     n!    '^   +        (n  +  1)!      '^     ' 
folglich  ist,  weil  nach  Voraussetzung  die  Gleichungen  (2.)  und 
(3.)  gelten, 

Da  h  eine  beliebig  kleine,  positive  oder  negative  Grösse  ist, 
so  wird  PiP'i  eine  beliebig  kleine  Grösse  von  der  (»  + 1)*^ 
Ordnung. 

Wenn  man  nun  mit  diesen  beiden  Gurven  noch  eine  dritte 

Curve 

zusammenstellt,  welche  mit  der  Curve 

im  Punkte  P  nur  eine  Berührung  von  der  m^  Ordnung  hat, 
wobei  m  <  »  vorausgesetzt  wird,  so  ist  ftir  den  betrachteten 
Werth  von  x 

(7.)    f{x)^fp{x),   r{x)^9\x\...    /C")(:r)  =  sp(-)(:r), 

aber 

(8.)  /(-+^)(a:)59)<-+0(a;), 

SO  dass  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  auch 

ist.    Man  findet  dann  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 
9{x  +  h)—f{x  +  h) 
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Diese  Differenz  wird  nur  beliebig  klein  von  der  (m  +  !)*•■ 
Ordnung,  weQ  der  Ansdmck  in  der  eckigen  Klammer  eine  end- 
liche (von  Null  verschiedene)  GrOsse  ist.    Deshalb  wird 

(10.)  P,P'^  =  g{x  +  h)  -f{x  +  Ä)<  9p(a:  +  Ä)  -./(:r  +  Ä), 

d.  L  die  Cnrven  y=f{x)  mid  y  =  g{x)  schmiegen  sich  im 
Pimkte  P  enger  an  einander  an  als  die  Cnrven  y  =/(^)  und 
y  =  9(x). 

§  87. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

(VergL  die  Formel -Tabelle  Nr    106  and  107.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  durch  den  Punkt  P  einer  Curve  mit 
der  Gleichung 

(10  y  -/(^) 

eine  gerade  Linie  leg^,  welche  mit  der  Curve  eine  Berührung 
von  mög^chst  hoher  Ordnung  hat. 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  geraden  Linie  sei 

(2.)  y'  =  m^  +  /*, 

wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x'  und  y'  bezeichnet  sind, 
weQ  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  x  nnd  y  heissen 
sollen.    Damit  nun  die  Gterade  durch  den  Punkt  P  geht,  muss 

(3.)  y  —f{x)  =  «wr  +  /i* 

sem.  In  diesem  Falle  ist  also  g{x)  gleich  tnx  +  f*,  so  dass  die 
Gleichung /'(a:)  =  ^'(:r)  hier  die  Form  hat 

(..)  1=». 

Man  hat  hier  nur  aber  die  beiden  Grössen  m  und  /*  zu 
v^riFfigen,  und  zwar  sind  diese  Grössen  schon  äxitdi  die  Gleichungen 
(3.)  und  (4.)  vollständig  bestimmt,  denn  es  wird 

^^'^  ^^i     ™*     fA  =  y  —  mx  =  y  —  x-£y 

80  dass  die  Gleichung  (2.)  übergeht  in 

(6.)  j^_y  =  |(^_^). 
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Dies  ist  aber  die  Gleichnng  der  Tangente. 

Die  Tangente  ist  daher  diejenige  Gerade,  welche  sich  im 
Punkte  P  der  Corve  am  engsten  anschmiegt.  Da  ausserdem 
jede  Gerade  in  allen  ihren  Punkten  dieselbe  Richtung  hat,  so 
giebt  die  Tangente  in  dem  betrachteten  Punkte  die  Bichtang 
der  Curve  an. 

Aus  dem  Vorstehenden  erkennt  man  auch,  dass  die  Tangente 
mit  der  Curve  im  Allgemeinen  nur  eine  Berührung  erster  Ord- 
nung hat.  Man  kann  aber  sogleich  die  Bedingung  angeben,  unter 
welcher  die  Berfihrung  eine  Berührung  von  d^  zweiten  Ordnung 
wird.    Es  ist  hier  nämlich 

(7.)  g{x)  =  mx  +  II,    g'{x)  =  fn,    ^"(a:)  =  0, 

folglich  muss  auch 

(8.)  r{x)  =  o 

sein,  damit  die  Berährung  höher  als  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

Diese  Bedingung  ist  nur  für  einzelne  Punkte  der  Curve 
erfüllt,  und  zwar  sind  diese  Punkte  (nach  Fonnel  Nr.  104  der 
Tabelle)  Wendepunkte,  wenn/"(a:)  für  den  betrachteten  Werth 
von  X  das  Vorzeichen  wechsdt. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  bestimmen, 
der  im  Punkte  P  ndt  der  Curve 

(9.)  y  =/(^) 

eine  Berührung  von  möglichst  hoher  Ordnung  besitzt. 

Auflösung.  Ein  Ereis  mit  dem  Radius  q  hat  bekanntlich 
die  Gleichung 

(10.)  (^x-lf  +  iy-  fjy  —  9^  =  0, 

wobei  i  und  fj  die  Coordinaten  seines  Mittelpunktes  sind.    Lost 
man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  y  auf,  so  erhält  man 

(10a.)  y  =  ty  ±  Yq^  —  {x  —  5)2  =  g(x). 

In  der  Gleichung  des  Kreises  kommen  also  drei  vrillkürUche 
Constante  ^,  ^  und  q  vor,  über  die  man  so  verfugen  kann,  dass 
drei  Bedingungen  erfüllt  sind.  Deshalb  ist  es  möglich,  die  drei 
Gleichungen 
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(11.)  f{x)  =  ff(x)  =  i,±  V?»  -{x-  S)»  =  y, 

(12.)    /'(*)  =  i^'(^)=Ty^f==|=-^. 

(13.)  fix)  =  g'*{x)=  T ^ i  =  —  r         X3  ^ 

durch  passende  Bestmunmig  von  S,  17  und  ^  zn  befriedigen. 
Dabei  sind  z  und  y  die  Coordinaten  des  Berfihrungspunktes. 
Aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (10.)  findet  man 

(14.)      x  —  i^—ij/-n)f{x), 

(15.)  e'^ix-iy  +  iy-  nY  =  (y  -  nm  +r{x)% 

so  dass  Gleichung  (13.)  übergeht  in 


y  — ^ 


Deshalb  ist 


(16.)  ,_,  =  _1+^, 

folglich  wird 

Wenn  man 

i»  =  ^  statt  fix)  und  j  =  0-  statt /"(a?) 

schreibt,  so  erh&lt  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  99  der 
TabeUe 


*)  Ueber  die  Bildung  dieser  Ableitungen  vergleiche  man  §  73, 
Aufgabe  2. 
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(21.) 


I  =  * 


9 


(l> 


f  = 


?=± 


=  ± 


Hierbei  wird  man  fSr  ^  das  ohesre  oder  das  untere  Vor- 

ds 
zeichen  w&hlen,  jenachdem  ;  mit  ^   gleiclies   oder  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  hat,  damit  f  selbst  positiv  wird« 

Da  X  nnd  y  die  Coordinaten  des  Berähnmgspnnktes  sind, 
so  mögen  die  huifenden  Coordinaten  des  Kreises  mit  x"  mid  / 
bezeichnet  werden,  so  dass  er  die  Gleichung 

(22.)  (^_g)J+(j^_^y)2_^2:=0 

hat.  Man  nennt  diesen  Kreis  den  Osculationskrets  oder  d^ 
Krümmunffsireis;  er  hat,  wie  ans  dem  Vorhergehenden  folgt, 
im  Allgemeinen  nur  eine  Beröhmng  von  der  zweiten  Ordnung 
mit  der  Curve.  In  besonderen  Punkten  der  Cnrve  kann  ab^ 
auch  eine  Berührung  höherer  Ordnung  mit  dem  Krummungs- 
kreise  stattfinden.    Die  Bedingung  dafür  ist 


(23.) 


/-(-)  =  r'(-)  =  -'-g^^- 


Sind  X  und  y  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  t^ 
also 
(24.)  x  =  if{t\    y-^tp(t\ 

80  gehen,  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  92  der  TabeDe, 
die  Gleichungen  (21.)  über  in 
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/dt\*dy 
\dt/   dt 


6  =  x-.     --   -7   ^  =» ^^ 


dx  dPy        dy  d^z  dx  dhf  —  dy  dhn 

d8\^dz 

dt^dx 


\dt)   dt 


(2S)    n^y+^^A/  ^..^  =  y  + 


dx  d^        dy  dh^      ^       dx  dh/  —  dy  cftr 
dt  dfi        dt  di^ 


(W 


ÄV 

^3 


?=  ±  irzsr. j..  ^^=  ± 


dx  dhf        dy  cPx  dx  dhf  —  dy  dPx 

dt  lfl~Tt'dfl 

Aiif|ibe  3.  Man  soll  eine  Parabel  bestmmen,  deren  Aze 
zur  Y-Axe  parallel  ist,  nnd  welche  im  Punkte  P  mit  den  Goordi- 
naten  x^a^  y  =  a  mit  der  Cnrve 

(26.)  a^=^x^ 

eine  Berührung  von  möglichst  hoher  Ordnung  hat. 
JMWinng.    Hier  ist 

(21)    «  — f!    ^-.?£!    rfV_ö£    dh/ _  e 

Die  Gleichnng  einer  Parabel,  derm  Axe  znr  F-Aze  parallel 
ist,  hat  die  Form 

(28.)  Az^  +  iBy  +  2C7a:  +  Z>  =  0. 

Man  kann  hier  also  Aber  die  drei  Grössen  -j»  -r»  -^  pas- 

jIL    «o.    jA. 

send  yerfBgen,  so  dass  für  o;  =  a 

(29.)  y^^y^a,    -^-^-a,    _«_«- 

wird.   Dies  giebt  zunächst 

(30.)    Äa:^  +  2Ba  +  2Ca  +  J9  =  0, 

(31.)    Ä{x^  —  a?)  +  2B{y'  —  a)  +  2C{x  —  a)=z(i, 

(32.)    Ja:  +  ^-^  +  C  =  0,     oder    Ja  +  3B  +  (7  =  0, 
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(33.)    A  +  B^  =  0,    oder    A  +  —  =  0. 
Daraus  folgt 

(34.)  ßB=:  —  Aa,     2  C  =  —  ^a, 

(35.)  S{x^  —  a^)  —  a(y'  —  a)  —  Sa(x  —  a) 

oder 

(35a.)  Zx{z  —  a)=^  aitf*  —  a). 


=  0, 


Nach  Gleichung  (6.)  in  §  86  war 

Ist  also  n  gerade^  so  wechselt  PfP']  mit  ä  sein  Zeichen, 
und  ist  n  ungerade^  so  bleibt  das  Zeichen  von  PiP'i  unverfindert, 
wenn  auch  h  sein  Zeichen  wechselt;  d.  h.  die  beiden  Curten 
schneiden  sichy  wenn  die  Ordnung  der  Berührung  gerade  ist^ 
und  die  beiden  Curven  echliessen  einander  ein,  ioenn  die  Ord- 
nung der  Berührung  ungerade  ist. 

Ein  Beispiel  hierfür  liefert  bereits  die  Tangente  einer  Gorve. 
Iin  Allgemeinen  ist  die  Berührung  nur  von  der  ersten  Ordnung, 
dann  liegen  alle  dem  Berührungspunkt  benachbarten  Gurven- 
punkte  auf  derselben  Seite  der  Tangente.  Ist  aber  die  Berfihrang 
von  der  zweiten  Ordnung,  so  ist  der  Berührungspunkt  ein 
Wendepunkt  der  Curve  und  die  Tangente  ist  eine  Wendetan- 
gente, welche  die  Curve  im  Berührungspunkte  schneidet.  (Vergl. 
Kg.  89  und  90  auf  Seite  362.) 

Ein    zweites    Beispiel    liefert    der    Osculationskreis   oder 
Fig.  loi.  Erümmungskreis,    der   sidi 

einer  Curve  im  Punkte  P 
möglichst  eng  anscUiesst. 
Im  Allgemeinen  wird  die 
Berührung  (nach  Angabe  2) 
von  der  zweiten  Ordnung  sein. 
Dann  wird,  wie  Figur  102 
im  Punkte  P  zeigt,  der  Kreis 
die  Curve  schneiden.  Nor 
ausnahmsweise  ist  die  Beruh- 
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nmg  von  der  dritten  Ordnimg.  So  ist  z.  B.  in  den  Scheiteln  der 
EDipse,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  die  BerBhning  zwischen 
Krinrnnirngskreis  imd  Cnrve  von  der  dritten  Ordnung;  deshalb 
schliessen  Kreis  nnd  Cnrve  in  diesen  Punkten  einander  ein. 

§  88. 

KrOmmung  der  Curven. 

(YergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  106  and  107.) 

Der  Ereis  hat  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe  Krümmung , 
nnd  zwar  ist  die  Krümmung  um  so  grösser,  je  kleiner  der 
Radius  q  des  Kreises  ist.  Man  setzt  daher  die  Krümmung 
eines  Kreises  gleich  dem  redproken  Werthe  des  Radius,  also 

gleich  — 

Bei  anderen  Curven  ist  die  Krümmung  in  verschiedenen 
Punkten  eine  verschiedene.  Um  sie  zu  messen,  wird  man  die 
Cnrve  mit  demjenigen  Kreise  vergleichen,  welcher  sich  in  dem 
betrachteten  Punkte  unter  allen  Kreisen  am  nächsten  an  die 
Cnrve  anschmiegt. 

Es  giebt  nämlich  fBr  jeden  Punkt  P  einer  beliebigen  Curve 
nnendlich  viele  Kreise,  welche  die  Curve  im  Punkte  P  berühren. 
Unter  diesen  Kreisen  giebt  es  jedoch,  wie  in  §  86  gezeigt  wurde, 
einen,  der  sich  an  die  Curve  näher  anschmiß  als  aUe  anderen. 
Diesen  Kreis,  der  den  Badius  q  haben  möge,  nennt  man  den 

Krümmunffsireis  und  —  nennt  man  die  Krümmung  der  Curve 

in  dem  betrachteten  Punkte. 

Der  Werth  von  q  und  ebenso  die  Werthe  der  Coordinaten 
$  und  17  des  Krümmimgamitteljmnktes  wurden  bereits  in  §  87 
berechnet.    (Veigl.  die  Formeln  Nr.  106  und  107  der  Tabelle.) 

D^  S^rümmungskreis  kann  aber  auch  in  folgender  Weise 
erklärt  werden.    Die  Gleichung  des  Kreises 

(1.)  (a:_5)2  +  (y_^y)a_p2  =  o 

enthält  drei  willkürliche  Constante  S,  47,  ^,  welche  man  so  be- 
stimmen kann,  dass  der  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  P, 
A;  P^  hindurchgeht.   Dies  giebt  die  drei  Bedingimgsgleichungen 
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(la.)         a;«-2|a;  +  5»  +  y'  — 2fly  +  ^*  — ?»  =  0, 
(2.)  35.»  —  21*1  +  I»  +  yi»  —  29y,  +  fl«  —  ^»  =  0, 

(3.)  «j»  — 2ga:,  +  5»  +  y2»— 2flyj  +  fl»  — p»  =  0. 

Indem  maa  die  Gleichmig^  (la.)  und  (2.)  bezw.  von  den 
Gleichnngea  (2.)  und  (3.)  subtrahirt,  findet  man  hierans 

(4.)     X,»  —  ««  —  2$(zi  _  x)  +  y,2  —  yJ  —  2fl(y,  —  y)  =  0, 
(5.)  xj«  —  «i»  —  2|(xj  —  ar,)  +  y,»  —  y,»  —  2^(yj  —  yO  =  0, 
oder,  wenn  man  Gleichung  (4.)  durch  x,  —  x  und  GMchung  (5.) 
durch  X}  —  xi  dividirt, 

(4a.)        x, +«  — 2g  +  (y, +  y  — 2v)^^  =  0, 

(5a.)        a^j  +  xi  — 2g  +  (y2  +  y,— 2fl)^^=^  =  0. 
Aus  diesen  GMchungen  folgt  durch  Subtaraction 

(6.)  :ca-rr-(y,  +  y-2,)g^+(y2+yi-2v)^5g=0, 

oder,  weon  man 

(yi  +  yi -217)  ^^-(yj+yi -27)^^  =  0 

addirt, 

(...)  ^_«+(„_y)a=|+(„+„_2,)(g=a_&=|)=<,. 

Diese  Gleichungen  gelten,  wo  auch  die  Punkte  P,  P^,  Pj 
Uegen.mögen.    Nimmt  man  sie  auf  der  Curve  an  und  setzt 

(7.)  Xi=x  +  JXf    xj  =  a;  +  2Jx, 

SO  gelten  die  Gleichungen 

(8.)         y=/(a:),     yi=/(x  +  Jx),     y^  =/(«  +  2^ar), 

und  die  Gleichungen  (4  a.)  und  (6  a.)  gehen  über  in 

(9.)     2x  +  ^a;  -  2J  +  (yi  +  y  -  2i?) 'fci-^^^ö^  =  0, 
(10.)  2Jx  +  [AT  +  2Jx)-/(x)]i^^±^^l=^^ 
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oder,  wenn  man  die  letzte  Oleichnng  durch  2Jz  dividirt,  in 

(10a.)  1  I  /(^+g^^)-/(^)  A^+^^)  -/(^) 

Nim  ist  aber  fBr  lim^i:  =  0 

limy2  =  lmyi  =y; 
sodann  ist  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle 

Jx  dir     •'  ^  ^' 

und  ebenso,  wenn  man  Jz  mit  2^a:  vertauscht, 

•^  -^^ Jx     ^       =  &  =-^  (^)' 

endlich  ist  nach  Formel  Nr.  44  a  der  Tabelle 

Deshalb  erhSlt  man  aus  den  Gleichungen  (9.)  und  (lOa.), 
wenn  die  Punkte  P,  P^  und  P^  einander  unendlich  nahe  rficken, 
so  dass  sich  Jx  dem  Örenzwerthe  0  n&hert, 

(11.)  (^-5)  +  (y-9)/'(a:)  =  0, 

(12.)  1  +/-  {xy  +  (y  -  fi)r{x)  =  0. 

Aus  diesra  Gleichungen  findet  man  wieder  in  Ueberatn- 
stimmung  mit  den  Gleichungen  (16.),  (17.)  und  (18.)  in  §  87 

Der  Krümtnungskreia  kann  also  aucA  erklärt  werden  ah 
der  JBjreiSj  welcher  durch  drei  unendlich  nahe  Punkte  der  Ourve 
hindurchgeht. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Satzes,  dass  zwei  Curven  n  +  1  unendlich  nahe  Punkte  gemein- 
sdiaftlich  haben,  wenn  sie  eine  Berührung  n^^  Ordnung  besitzen* 
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§  89. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  den  ErQnunimgskreis  fBr  die  ParaM 
(1.)  y»  =  2ax 

bestimmen."') 

AuflSsung.    Ans  Gleichung  (1.)  folgt 

,-  V  _  ''y  _  **         _  *^ ^  ^ <*' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  findet  man 

y^      y\    «V  fl 

oder 

(4.)  I  =  a;  +  —-2^^ =  a  +  3a;; 

oder 

(5.)  ? -^ --^' 


(6.) 


^'"  ~         y»        V     öV""  «^ 

Fär  den  Scheitel  der  Parabel  wird  y  gleich  0,  folglich  ist 
in  diesem  Pmikte 

(7.)  ?  =  =F  ö,    g  =  a,    9  =  0. 

In  dem  Scheitel  hat  auch  der  Erämmungskreis  mit  der 
Parabel  eine  Berührung  von  der  dritten  Ordnung.  Es  wird  hier 
nSmlich 


*)  In  dieser  Aufgabe  ist  der  Parameter  der  Parabel  mit  a  be- 

ix 


zeichnet,  während  p  hier  nnd  in   den  folgenden  Au%aben  gleich  S 


sein  8olL 
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md  nach  Glddrang  (28.)  in  §  87 

a"'(T\  -  -  »g'(^-g)  _  8(a»  +  y«)»(«'  +  y').«'* 
^  ^^~        (y  — 9)»  ~        a* .  a .  (a»  +  y«)  V 
oder 

Daraus  folgt 
fio  ^  •>'"(^)  -  ^^' .  (^^  +  y^)y^  _  «^  +  y^ . 

deshalb  wird  fBr  lim^;  =  0,  limy  =  0 

(IL)      limöSÖ^i,    oder    \im/'"(x)  =  limff'''{x). 
Sr  (x) 

Die  Parabel  hat  daher  im  Scheitel  mit  dem  zngehdrigen 
Krommirngskreise  eine  Berfihrong  von  der  dritten  Ordnung. 

Aufgabe  2.    Man  soll  den  Erfimmongskreis  ftr  die  Ellipse 

(12.)  J2a.2+aV  — o^J^=0 

bestimmen. 

AiiflSsung.    Ans  Gleichung  (12.)  findet  man 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  106  und  107  der 
TabeQe  em,  so  erhält  man 

._  ft^»  +  g V  /      J2a:\/     ay\_  x{h^z^  +  aV) 

Mit  Bflcksicht  auf  Gleichung  (12.)  ist  aber 
fol^ch  wird 

&teg«man]i-Ki«p«rt,  Difftnntial-Beolmimg.  25 
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(16.)      S  =  « jj jr« 

'-y+  — 5v~v    Fy-y 55JJ — ' 

odffl*  nach  GMchnng  (15.) 

(„^  y(i«  +  ^')__      *V. 

(18-)   ?  -  ±  — 5v —  V — i^)~^  — :^!F^' 

Femer  ist 

(19.)         /'"(x)  =  -5^,, 

Daraus  folgt 

.     .      /*"(g)  _  8&»g    aV(&«it»  H-'aV)  _  &«««  +  gy 

^    ^^      y"'(x)~gV  8*"*         ~       «***     ' 

also  fttrar=±g,  y  =  0  wird 

(22.)  f^  =  ^'    oder  /'"(«)  =  y'"(«). 

Aach  für  «  =  0,  y=±4  wird 

(22a.)  /'"(aj)  =  ^'"(a;)  =  0. 

In  den  vier  Scheitelpimkten  der  Ellipse  findet  daher  eine 
Berflhrong  von  der  driäm  Ordnung  mit  dem  zogehSrigai 
Erümmnngskreise  statt    (Vei^  Fig.  102.) 

Dabei  wird 
(28.)  ?  =  ±^*fBra;  =  0 

nnd 
(24.)  ^  =  +~fBry  =  0. 

Aufgabe  3.    Man  soll  dffli  Erfimmongskreis  fBr  die  HyptrM 

(25.)  *2a;»  —  a^y*  —  o»Ä»  =  0 

bestimmen. 


J 
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Auflisimg.  Die  Bedmungea  geetaltea  sich  hier  genau 
ebenso  wie  in  der  vorhergehenden  Au^be,  man  hat  nur  +  V^ 
mit  — V^  zu  vertanschenu    Dadurch  erh&lt  man  wieder 

(26.)    5  =  ^,       ^  =  — AT'        »  =  +         aV  ^ 

genau  so  wie  bei  der  Ellipse,  hier  ist  aber  0^  gleich  a^  +  i^ 
w&hrend  bei  der  Ellipse  e^  gleich  a>  —  &>  war. 

Aufgabe  4.    Man  soll  den  ErOmmungskreis  fBr  die  Ketten- 

linie 


=iO^+-"-) 


(27.)  y     2 

bestfanmen. 

AnflStnag.    Aus  Gleichung  (27.)  folgt  mit  Btlcksicht  auf  die 
Fonaebi,  weldifi  in  §  61,  An^be  7  entwickelt  worden  sind, 


(28.) 


=  S-K'--''-)  =  ^Vs^^. 


(^»•)  ^  =  S=^0-+'"^)=a^' 


(30.) 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabdle  ein,  so  erhUt  man 


(31.)  5  =  «  — is-i-^^ =  3!  — ii-2 , 

^     '  a^         a         y  a 

(82.)  ,  =  y  +  g.^  =  2y, 

Es  war  aber  auch  die  Normale 

25* 


368  §  89.    Anwendongen  auf  einzelne  Garven. 

(yergl.  Gldchung  (48.)  auf  Seite  3dl),  folglich  ist  der  ErBnmurngs- 
radins  bei  der  Eettenlinie  der  zugehörigen  Normale  gleich;  er 
hat  aber  die  entgegengesetzte  Bichtong,  ^e  man  schon  ans 
Gleichung  (32.)  erkennt 

Aufgabe  5.    Man  soll  den  Erämmnngskreis  for  die  Oyiknde 

(35.)  «  =  a(^  — sinO,    y  =  fl(l  —  cos^) 

bestinunen. 

AuflSsung.    Ans  den  Gleichnngen  (35.)  folgt  dnrch  Differen- 
tiation 

(36.)        dx  =  a(l  —  cos^Ä,      dy  =  asin^  ä, 
(37.)      (Pä  ■=  asin< .  öRP,  <Py  =  acos^.rf^, 

(38.)       cfo2  =  dir»  +  rfy2  =  2a2(l  —  cosO*^  ==  ^a^sm^(£)dfi, 

(38  a.)      ds  =  2a  sin  f  -  j  dt, 

(39.)  dxd^  —  dydh::=  —  a^{l  —  CüSt)dt^==:—2a^Wi^(£\dfi. 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  106  und  107  der  Tabelle 

^a^sin^r-rVasin^ 

I  =  ar =  a{t  —  sint)  +  2aBRt, 

—  2aasin»(0 

oder 

(40.)  5  =  a(<  +  sm0; 

4a«sm2  ^0  •  a(l  —  cosO 

47  =  y+ ^^-^^^ yp- =  a(l  — cosO  — 2a(l  — cosO, 

—  2a2sin2(y 

oder 

(41.)  ij  =  —  a(i  —  cosO  = — y ; 

8a3sin»(i) 

(42.)  p  =  ± ^  =  T  4asin(^) 

-2a»sin»(i)  ^'^ 
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Nun  war  aber  (nach  Gleidiiing  (61.)  in  §  81)  die  Normale 

(48.)  N=:y^^2am(jy 

folglich  ist  der  KrümmtinffshalbrMsser  doppelt  so  gross  ms  die 
Normale. 

Noch  etwas  schneller  kommt  man  auf  folgende  Weise  zum 
Ziele.    Ans  den  Oleichnngen  (86.)  findet  man 


=  ^  = 


sin^ 


dx      1  —  cos< 


<i> 


__dhf_dp    dt^  1 


dz^      dt    dx 


2sil.«(i)  2««m>(0         4«to'(i) 


sm^l 


(0 


l  =  a:  + 


?  =  y— 


08(0-  4a8m*(i) 


=  a(t  +  sin^), 


4asin 


^'(B 


=  —  a(l  —  cos^), 


—  4asin*i  —  I 

=  ± 77f-^=  +  ^«K0 


sm 

Diese  Besoltate 
werden  durch  Figur 
103  bestätigt 

Ist  nämlich  M  der 
Mittelpmikt  des  ErOm- 
mnngskreises  für  den  ^  Y 
Punkt  P,  so  wird 


Fig.  106. 
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PM=2PB, 

odei* 

,    PB=zBM. 

Daraus  folgt 

A  BKM&  BQP, 

und  deshalb 

17  =  2r3f=  —  ifjr=  —  QP  = —  y; 

BE  ^QB=PD=:  asint, 
also 

^=iOQ  +  2QB  =  a(<  —  sinO  +  2asin^ 

=  a(t  +  sin^). 

Aufgabe  6.    Mau  soll  den  Ernnmiuugskreis  der  Astraide 
(44,)  X  =  acos%    y  =  asin^^ 

bestmuueu. 

AuflSsung.    Aus  den  Gleichtoigen  (44.)  folgt  durch  Difiisren- 
tiation 
(45.)      <fo  =  —  Sacos^^  sm< .  cft,    rfy  =  Sam^t  cost.dt, 

_^_ 1_    dt  1 

(47.)  j  _  ^j  _      ^^j^  •  ^      3ocos*<  wat' 

(48a.)        ^  =  -   ' 


C0S2^ 


c£r  cos^ 

Dies  giebt  nach  den  Formeln  Nr.  106  und  107  der  TabeDe 

(49.)  g  =  a: ^/(""  ^)3acos*^sin^=  acos»^  +  3acos< sinV; 

(50.)  i?=yH 5-  -Sacos^^sin^^s  Sacos^sin^  +  asin^; 

1 

(51.)  ^=±  ^-3^-  3acos*^sin^=  T  3asin^cos<. 
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Aufgabe  7.    Man  soll  den  ErBrnmungskreis  für  die  Curve 
(52.)  «  =  8^,    y=^  —  fi 

bestimmen. 

AaHlsung.    Ans  den  Gleichlingen  (52.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(53.)  dz  =  ßtdtj      cly  =  3(1  —  fl)dtf 

(54.)  <Pa:  =  6Ä»,    d^^  —  ßtdfi, 

(55.)  dß^  =  dx^  +  dy^^9(l  +  2fi+ t^)dfi=9(l  +  fi^dfl, 

(55a.)  A  =  3(1  +  fi)dty 

(56.)  dxdhf  _  c*y  cPa;  =  —  18(1  +  fi)dtK 

Setzt  man  diese  Weiihe  in  die  Foimebd  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  erhUt  man 

9(l  +  ^y.3(l-^^)^  3. 

5-^ -18(1  +  ^)        -0^+2(1-^)' 

oder 

(57.)  J  =  |(l  +  2<2-^); 

oder 

(58.)  ly  =  —  «»; 

(59.)  ^  _  ±  _-jg___  _  q:  _  (1  4.  <a^j. 

Aufgabe  8.    Man  soll  den  Erimmmngskreis  der  Epicykloide 

(60.)      x  =  a(mcos^  — C0S97»^),    y  =  a(msin^  —  sinm^ 
bestimmen* 

Auflösung.    Ans  den  Gleichungen  (60.)  folgt  durch  Differen- 
tiation,  wenn  man  wieder  m  —  1  =  »,  in+l=:/  setzt, 

(61.)   dx  =  ma{ — sin^+sinm/)^i^=  2masinf^^jcos(^jc£^, 
(62.)    dy  =  ma(cos^— cosm^)flK  =  2inasin^^sin(^rf^, 
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/^M\  dPu      dp   dt       l       1 

(64.)     J  =  j2  =  ^.^=-  — 


(D 


«».(1)   2».si.(^«»(0 


/ 


4ma8iii(Dco8»(|) 

Setzt  man  diese  WerUie  in  die  Formeln  Nr.  106  mid  107 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 


=  a(iiico8^  —  cosm^)  H — y-  (cosm^  —  cosO, 
oder,  wenn  man 

//»c  \  2a      na 

(65.)  ö  — —  =  — =  a, 

setzt, 

(66.)  S  =  ai  (mcos^  +  cosm/) ; 


=  a(msin^  —  sinm^)  H — j-  (sinm^  —  sin^), 

oder 

(67.)  ^  =  «1  («»sin<  +  sinm^). 

Endlich  wird 

(68.)  ,=  ±*^8in(D. 

Aus  Figfor  74  auf  Seite  335  erkennt  man,  dass 

(69.)  P5  =  2asin(j) 

wird,  folglich  ist 

(70.)  ,  =  ?^.P5  =  |L±|.P5. 

Daraus  ergiebt  sich  eüie  sehr  einfBU^he  Cionstniction  des 
Krfimmungsmittelpunktes. 
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Aufgabe  9.    Man  soll  dea  Erflinmimgskreis  der  Hypocykhide 

(71.)      X  =  a(mco6^  +  cosfyi/),    y  =  a(msm^  —  sinfn^ 


i:;;  niiiMi  ;ii 


Aiflltung.  Wenn  num  hier  m  +  1  mit  n  und  m  —  1  mit  / 
bezeichnet,  so  ^riid  üi  Ähnlicher  Weise  wie  bei  d^  yorhei^g:diai- 
den  Anljifabe 

(72.)  dx  =  —  2fnasin  (^  C0B(|)<ft, 

(73.)  rfy  =  +  2»ia8in(^  sin  (|)  <ft, 


(74.) 


dy  ^  /U\  dt  1 


(75.)         ^  =  + ^— — ; 

^"^  4ma8in(Do08»(|) 


na 


dies  giebt,  wenn  man  -^  mit  oi  bezeichnet, 

(76.)  $  =  «1  (wcos^  —  cosm^) , 

(77.)  9  =  ^  (msin/  +  sinm^), 

(78.)  ^  =  :F  ^«i»(D=  T  •  ^^-   W  '^^  ^^'^ 

Aufgabe  10.     Man   soll   den    Erfimmongskreis   der  Kreis- 
evolvente 

(79.)         X  =  a(cos^  +  /sin^),    y  =  a(sin^  —  ^cos^) 

bestimmen. 

AuflSsung.    Dnrch  Differentiation  der  Gleichungen  (79.)  er- 
hält man 

(80.)  dx  =  a^cos^ .  dt^    dy  =  atsixit .  dt , 

,     ^  dh/       dp    dt  1  1  1 

^   ^^  5f      j  t      ^    j       ^^2t  atcost      atcoa^t 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Fonndn  Nr.  106  und  107 
der  Formel-Tabelle  ein,  so  wird 

(83.)  g  =  a;  —  a^sin^  =  acos<, 

(84.)  iy  =  y  +  atcost  =  asin^, 

(85.)  Q=^  ±ae. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Punkt  B^  in  welchem  der 
abgewickelte  Faden  den  Ereis  verlässt  (Fig.  78),  der  Eröm- 
mungsmittelpunkt  ist. 

§  90. 

Die  KrOmmungsmittelpunkts-Curven  oder  Evoluten. 

Wenn  man  sieb  die  Erämmungskreise  zu  sämmtlichen  Pmikten 
P,  P^y  A)  •  •  •  ^^  Curve  constmirt  denkt,  so  wird  durch  die 
zugehörigen  Erämmungs-Mittelpunkte  Jf,  Jfj,  If^ . . .  eine  neue 
Curve  bestimmt,  welche  man  die  ^Srümmungsmütelpunkts-Curve 
der  gegebenen  Curve  nennt.  Durchläuft  also  em  Punkt  die  ur- 
sprüngliche Curve,  so  durchläuft  sem  ErOmmungsmittelpunkt  die 
Erfimmungsmittelpunkts- Curve.  Um  die  Gleichung  derselben 
zu  finden,  braucht  man  nur  aus  den  drei  Gleichungen 

(1.)  y=/(^)    oder    JPl(ar,y)  =  0, 

(8.)  ,  =  y+iA£.' 

die  Grössen  x  und  y  zu  eliminiren,  dann  erhält  man  die  gesuchte 
Gleichung  zwischen  S  und  tj. 

Sind  X  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  t 
gegeben,  so  werden  auch 

Functionen  von  ^,  so  dass  die  Krämmungsmittelpunkts- Curve 
schon  durch  diese  beiden  Gleichungen  in  zweckmässiger  Fonn 
gegeben  ist,  da  man  zu  jedem  Werthe  von  t  die  zugehörigen 
Werthe  von  5  und  ij  findet. 


Fig.  101 
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um  die  Beziehungen  leichter  zu  erkennen,  welche  zwischen 
der  nrsprfinglichen  Corve  and  der  EIrttmmnngsmittelpnnkts-Garve 
bestehen,  ersetze  man  die  Corve  zunächst  durch  dn  Polygon 
PP^ PjPs. . .  mit  lauter  gleichen,  beliebig  kleiaen  Seiten  (vergl. 
Fig.  104),  dessen  Ecken  P,PyjP2,..'  auf  der  Curve  liegen. 
Dami  kann  man  die  Mit- 
telpinikte  Jf,  M^ ,  M^, . . . 
der  Kreise  finden,  die 
durch  je  drei  auf  einander 
folgende  Punkte  P  gehen, 
indem  man  die  Seiten  des 
Polygons  halbirt  und  in 
den  HGttelpunkten  J2,  iZ], 
^ . . .  Lothe  BM,  üiifi, 
^  Jf2, . . .  auf  den  Seiten 
des  Polygons  errichtet 

Backen  die  Punkte 
P,  Pj ,  Pj, . . .  einander 
immer  näher,  so  geht  das  Polygon  PPi  P2 . . .  in  die  ursprüng- 
liche Curve  und  das  Polygon  MM^M^...  in  die  Erümmungs- 
mittdpunkts- Curve  über.  Dabei  werden  die  Geraden  PP^^ 
P^Pii  P2P3, ...  Tangenten  der  ursprnnlichen  Curve,  weil  sie 
zwei  unendlich  nahe  Curvenpunkte  mit  einander  verbinden,  und 
die  darauf  senkrecht  stehenden  Geraden  jB3f ,  R^^ )  R^M^^ . . . 
werden  Normalen  der  ursprünglichen  Curve.  Die  Gerade  B^M^ 
geht  aber  auch  durch  3f,  die  Gerade  RiM.^  geht  auch  durch 
Jfi ,  u.  s.  w.  Da  nun  auch  die  Punkte  3f,  M^ ,  JV^, . .  •  ein- 
ander unendlich  nahe  rücken,  so  sind  die  Geraden  RM^  R\J^u 
RiM^y...  gleichzeitig  Tangenten  der  Erümmungsmittelpunkts- 
Carve,  und  man  erhSlt 

Satz  1.    Die  Normalen  der  ursprünglichen  Curve  sind  Tan- 
genten der  SrUmmungsmittelpunktS' Curve. 

Dabei  folgt  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  RMP^  und 

^JUPi,  dass 

RM^  R^M 
ist.    Ebenso  wird 

R^M^  =  R^M^^    R^Mi  =  R^Mij    R^M^  =  R^M^^ .... 
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Daraus  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen 

IjR^ jlfi  —  JIM  =  JR^lfi  —  R^3f=^  MM^j 
R^M^  —  Äj  Jfj  =  ÄjJf^  —  RiM^  =  M^M^, 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durdi  Addition 

(6.)    RaMa—RM—MM^  +  M^M^^M^M^+...  +  M^^xMu. 

Bücken  die  Punkte  P,  P^,  P29 .  •  •  einander  unendlich  nahe,  so 
gehen  i23f,  iZ]3f|,  R^M^i^ ...  in  die  ErOmmungshalbmesser  (,  ^,, 
^, ...,  und  das  Polygon  iOfi^fj Jfs...  geht  in  den  Bogen  <r 
der  Eränunungsmittelpunkts- Cnrve  fiber.  Bezeichnet  man  daher 
den  Unterschied  zweier  benachbarten  Erfinunungshalbmesser  mit 
dq  und  die  entsprechende  unendlich  kleine  Seite  des  Polygons 
MM^M^M^...  mit  (f<r,  so  wird  da  der  unendlich  kleine  Zu* 
wachs  des  Bogens  er,  und  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  eihalten 
die  Form 
(5  a.)  dQ=:d<Ty 

(6a.)  Qa  —  ?  =  Ö', 

wobei  er   der    Bogen    der   Eirimmungsmittelpunkts-Cunre  ist, 
welcher  zwischen  den  beid^  Erümmungsradien  q  und  Qa  hegt 
Darin  sind  die  folgenden  Sätze  ausgesprochen: 

Satz  2.  Die  unendlich  Heine  Grösse  j  um  welche  sich  der 
Krümmungshalbmesser  einer  Gurte  ändert,  ist  gleich  der  entsprechen- 
den Aenderunff  des  Bogens  der  Eirümmungsmittelpunkts-Curve. 

Satz  3.  Die  Differenz  zweier  Krümmungshalbmesser  fa 
und  Q  giebt  die  Länge  des  Bogens  <r  der  KrümmungemittelpunkU' 
Ourve  zwischen  q  und  Qa* 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt,  dass  die  ursprüngliche  Cnnre 
aus  der  Erümmungsmittelpunkts-Curve  durch  Abwickelung  (oder 
Aufwickelung)  eines  Fadens  entsteht.  Denkt  man  sich  n&mhch 
zunächst  um  das  Polygon  MM^M2M^...Ma  einen  yoUkommen 
biegsamen,  aber  nicht  dehnbaren  Faden  gelegt,  dessen  Endpunkt 
sich  in  R  befindet,  so  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fad^is  zu- 
nächst einen  Kreisbogen  jBjRj,  weil  MR  und  MR^  gleich  lang 
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sind,  imd  ans  der  gebrochenen  Lüde  MxMR  wird  die  gerade 
Unie  Jfiüi.  Dann  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fadens  einen 
Erdsbagen  B^Ri^  und  ans  der  gebrochenen  Linie  M^M^R^  wird 
die  gerade  Linie  M^R^\  u.  s.  w. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi,  P2, .  • .  einander  unendlich  nahe, 
so  Men  die  kleinen  Ereisb^^  JLßi,  iZiüs,...  mit  der  ur- 
sprünglichen Curve  zusammen,  und  man  erhält 

Sab  4.  Die  ureprüngliche  Ourve  entsteht  durch  Abtoicieiung 
der  ErümmungemätelpunitS' Ourve, 

Man  nennt  deshalb  auch  die  Krummungsmittelpunkts-Curye 
gewohnlich  die  Evolute  und  die  ursprüngliche  Curve  die  Evol- 
vente. 

Da  die  Linge  des  Fadens  noch  beliebig  ist,  so  folgt  hieraus, 
dass  bei  der  Abwickelung  des  Fadens  unendlich  viele  Curven 
entstehen.    (VergL  Fig.  105.)    Dies  giebt 

Salz  5.  Jede  Curve  hat  eine  einzige  Evolute^  aber  zu  jeder 
ab  Evolute  angenommenen  Curve  gehören  unendlich  viele  Evol- 
venten. 

Diese  Sätze  eif^ben  sich  auch  durch  Bechnung  aus  den 
Gleidrangen 

(7.)  |  =  ._(ld^   ^,  ,  =  y  +  4^. 

Da  y  durch  die  Gleichung 

als  Function  von  z  erklärt  ist,  so  smd  auch  die  Grössen 

P=f'{^).    ?=/"(^),    r^f-'(x), 
und  deshalb  auch  |  und  17  Functionen  von  z.    Durch  Differen- 
tiation nadi  z  findet  num  daher  aus  den  Gleichungen  (7.) 

(8)     ^  ^  1       9H1+Sp^) -P(l+P^)r  ^-Sp^q^+p(l+p^)r 
^  '^    dz  g^  q^ 

(Q^    ^y^,,  ,   2P9^-(1  +  P'^r  _Spg^-ii  +  p^y 

Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt, 
findet  man 
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Fig.  106. 


(10.)  g  =  _i=._^. 

Ist  also  wie  gewöhnlich  a  der  Winkel,  den  die  Tangente 
TP  in  irgend  einem  Punkte  P  der  Cunre  tf=sf{x)  mit  der 
positiven  Richtung  der 
X-Axe  bildet,  und  ß  der 
Winkel,  welchen  die  Tan- 
gente MN  der  ErQm- 
mungsmittelpunkts  -  Curve 
in  dem  zugehörigen  Punkte 
JU  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  X-Axe  bildet,  so 
ist  (Fig.  105) 

und  deshalb   nach   Glei- 
chung (10.) 


(11.) 


tg/»  =  -^  =  tg(90«+a), 


d.  h.  die  beiden   Tangenten    TP  und  MN  lüden  (hinrachend 
verlängert)  einen  rechten  Winkel  mit  einander. 

Die  Gerade  PM  steht  aber  als  Erfimmungshalbmesser  eben- 
falls senkrecht  auf  der  Tangente  TP,  sie  muss  daher  mit  MN 
zusammenfallen,  da  es  durch  den  Punkt  M  nur  eine  Gerade 
giebt,  welche  auf  TP  senkrecht  steht.    Dies  giebt  wieder 


zu- 


Satz  1.     Die  Normalen  der  ureprünglichen  Curve 
gleich  Tangenten  der  Krümmungemittelpunits-Ourve. 

Indem  man  die  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  in^s  Quadrat  er- 
hebt und  addirt,  findet  man 


dS^  +  df  ^  (1  +p^)  [Spq^  —  {1  +P^)r]\ 

dx^  £* 


(12.) 

und  wenn  man  die  Gleidning 


ß  =  ±(L±^ 
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differentiirt,  erh&lt  man 

(13.)  ±^^[^P9^-(l+P^)r]yTT7\ 

Setzt  miin  jetzt  wieder  das  Bogenelement  der  ErfimmimgB- 
mittelpimkts-Carve 

(14.)  Vdg«  +  dfi^  =  da, 

so  findet  man  ans  den  Gleichungen  (12.)  und  (18.) 

(15.)  rfcr  =  ±  dq. 

Dies  giebt 

Sitz  2«  Die  unendlich  kleine  Orösse,  um  welche  eich  der 
Erümmungehdlbmeeeer  einerCurve  ändert,  iet  gleich  der  enteprechen- 
den  Aenderung  des  Bogene  der  ErümmungemitMpunkts-  Ouree. 

Ans  diesen  Sätzen  ergeben  sich  dann  ohne  Weiteres  auch 
die  Sätze  3,  4  und  5  in  derselben  Weise  wie  oben. 

§  91. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Evolute  der  Parabel 

(1.)  y»  =  2ax 

aa&nchen. 

Auflösung.  Nach  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  in  §  89  wird 
for  die  Parabel 

(2.)  $  =  a  +  3rr,     i?  =  — jl' 

folglich  ist 

aV  =  y«  =  8«»;r»  =  ^^^^^^ 
oder 
(3.)    27ai7J  =  8($  — a)B,    oder    ,  ===  ±  ?iLz^|/6S(fr^. 

Da  f  nur  reelle  Werthe  haben  kann,  wenn 

5  —  a  ^  0,    also    i^a 

ist,  so  beginnt  die  Curve  in  einem  Punkte  /S'  auf  der  X-Aze, 
welcher  den  Abstand  a  vom  Scheitel  hat.    Sie  erstreckt  sich 
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von  da  ii^zwei  zur  X-Axe  symmetrisch  gdegman  Zweigen  bis 
IBS  Unendliche.    (Vergl.  Fig.  106.) 

Aus  Gleichung  (3.)  folgt  durch  Differentiation 


dS 


da 

Für  $  =  a  wird  also  der 
Winkel  a  gleich  0,  d.  h.  die  beiden 
Zweige  berfihren  im  Punkte  S  die 
X-Axe,  so  dass  die  Curve  im 
Punkte  S  eine  Spitze  hat 

Im  üebrigen  hat  -4    dasselbe 


Vorzeichen  wie  17,  der  Curven- 
zweig  über  der  X-Axe  tteijft  daha* 
und  der  unter  der  X-Axe  fälä 
beständig. 

Femer  findet  man  aus  Glei- 
chung (4.)  durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation 

^       4[2,(S-a)-(S-a)^g] 

oder  mit  Bflcksicht  auf  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.) 
,.x         <Py_72ayHS  — <»)  — 16(£  — <»y_2(g  — g) 

Also  auch  ^  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  17,  d.  h.  da* 

obere  Zweig  d^  Curve  ist  nach  oben  cancav^  und  der  untere 
Zweig  der  Curve  ist  nach  oben  convez. 
Für  x  =  4a  vmd  y^  =  Sa^,  und 
für  5  =  4a  wird  17*  =  Sa», 

folglich  wird  die  Parabel  in  den  Punkten  mit  den  Coordüiaten 
rt;  =  4a,  y  =  ±  2ay2"  von  ihrer  Evolute  geschnitten. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Evolute  der  EUipee 

(6.)  *»«» -I- a V  —  a»i2  —  0,    oder 

aufsuchen.    (Vergl.  Fig.  107.) 


f?  +  2?  =  i 
-♦  ^  42  ~  ^ 


J 
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AullStung.    Nach  den 
wird  fBr  die  Ellipse 

(7.) 


(16.)  und  (17.)  in  §  89 


g  = 


oder 


£! 
a» 


und     fl  "=  — 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Qlddnmg  (6.)  ein,  so  erhält  man 


(80 


($/+©*='• 


Da  die  EUipse  die  beiden  Coordinaten-Axen  zu  Symmetrie- 
kiesk  hat,  so  gilt  dasselbe  anch  von  ihrer  Ehrolute. 

För  ^  =  0  wird  5  =  +—» 


md  filr  g  =  0 


Dadurch  erhält  man  die  Tier  Schnittpunkte  8^^  8^^  8^j  8^ 
der  Evofaite  mit  den  Coordinaten-Axen,  und  zwar  sind  diese 
Punkte  wieder  Spitzen  d^  Curve,  weQ 

Fig.  107. 
k'3 


und 


sein  muss,  und  weQ  die 
Curvenzweige  in  den  ange- 
gebenen Punkten  die  X-Axe, 
bezw.  die  F-Axe  berühren. 

Man  kann  flbrigens  diese 
Punkte  auch  leicht  construi- 
ren,  indem  man  von  dem 
Ponkte  C  mit  den  Goordi- 
naten  (Fig.  107) 

a:  =  a,    y  =  Ä 


I,  Düforential-RMhxniiig. 


26 
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auf  die  Gerade  AB  mit  der  Qleichimg 

-L  4.  sL  =  1 

welche  durch  die  beiden  Scheitel  A  und  B  der  EUlipse  hindurch- 
geht, ein  Loth  fällt    Dieses  Loth,  welches  die  Gleichung 

(9.)  l{3f  —  h)  =  a{7f  —  d) 

hat,  schneidet  die  X-Axe  in  emem  Punkte  S^  mit  den  Goordinaten 

a         ^ 

und  die  Y-Aze  in  einem  Punkte  8^  mit  den  Goordinaten 


Aufgabe  3.   Man  soll  die  Ehrolute  der  Hyperbel 

^'  ^^  (10.)  J%c2-ay-a»4««0, 

oder 

au&uchen. 

AuflSsung.  In  ähn- 
licher Weise  wie  bei  der 
vorhergehenden  Au^be 
findet  man  hier 


(11.) 


a/ -©*='• 


Man  untersuche  die  Eigenschaften  und  die  G^estalt  dieser 
Curve. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Evolute  der  KettenUnie 

(12.)  y  =  |(.'^  +  r'),  oder  y^^zr^^t{e^-i'^) 

aufeuchen. 
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Auflfiiung.    Nach  den  Gleichungen  (31.)  und  (32.)  in  §  89 
wird  für  die  Eettenlinie 


^.-yiE^ 


a 


V  =  2yj 


(18.)  5 

oder  mit  Rflcksicht  auf  die  Gf^leichungen  (12.) 

(14.)      5  =  a:-f(.'^-rV,        ^  =  aG'  +  r^). 


Somit  sind  S  und  fi  als  Func- 
tionen einer  dritten  Veränderlichen 
X  dargestellt^  so  dass  man  die  Curve 
punktweise  constmiren  und  ihre 
Eigenschaften  untersuchen  kann. 
(VergL  Fig.  109.) 

Da  man  die  Gleichung  der 
Eettenlinie  auf  die  Form 


=  al( 


y±yy^  —  a^ 


a 


■) 


bringen  kann,  so  ergiebt  sich  aus 

den  Gleichungen  (18.)  auch  eine  Gleichung  zwischen  $  und  17, 

nämhch 


g^^|/?±V^^-^«^      vVv 


2  — 4a2 


4a 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Evolute  der  Cykloide 
(15.)  x  =  a{e  —  siqQ,    y  =  a(l  —  cos^) 

an&uchen. 

Aufifisung.    Nach  den  Gleichungen  (40.)  und  (41.)  in  §  89 
wird  fftr  die  Cykloide 
(16.)  I  =  a(^  +  sinO,     ^  =  —  a(l  —  cos^). 

Diese  Gleichungen,  welche  zur  Constmction  und  Unter- 
suchung der  Evolute  wohl  geeignet  sind,  haben  einige  Aehn- 
lichkeit  mit  den  Gleichungen  der  Cykloide  selbst,  ja  man  kann 
sogar  zeigen,  dass  die  Evolute  gleichfalls  eine  Cykloide  ist. 
Dies  geschidit,  indem  man  ein  neues  Coordinaten  -  System  ein- 

26» 
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führt,  dessen  Abscissen-Axe  O'X'  parallel  istizor  X-Aze,  und 
dessen  Ordinaten-Axe  0*Y*  parallel  ist  zur  F-Axe  (Fig.  110). 
Dabei  soll  der  neue  Anfangspunkt  O*  eine  solche  Lage  haben,  dass 

(17.)  5'  =  a7r  +  5,     ff  =  2a  +  n 

wird.    Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (16.)  Aber  in 
(18.)  I'  =  a(7r  +  ^  +  sinO,    V  =  »(1  +  <^0- 

Fig.  ua 


Setzt  man  jetzt  noch 
(19.)  t=^1f  —  7t^    also    ^  =  TT  +  ^, 

so  wird 
(20.)  änt  =  —  sin^,    cos  ^  =  —  cos^ , 

und  die  Gleichungen  (18.)  gehen  Aber  in 

(21.)  S'  =  a(^  —  sin^O,    i  =  «(1  —  cos^). 

Diese  Gleichungen  stimmen  genau  überein  mit  den  Glei- 
chungen (16.) ;  es  sind  nur  die  Buchstaben  x^  y,  t  bezw.  yertauscht 
mit  I',  fi\  ^,  d.  h.  die  gemeine  Cykloide  ist  ihrer  Evolute  congruent. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  also  die  Cykloide  OPHA 
(Fig.  110)  eine  Evolvente  der  beiden  halben  Cykloiden  OB  und 
BA.  Befestigt  man  in  B  einen  biegsamen,  aber  nicht  dehn- 
baren Faden  und  legt  ihn  um  die  halbe  Qykloide  BMO,  so  wird 
das  Ende  0  die  Cykloide  OPHA  beschreiben,  wenn  man  zu- 
nächst den  Faden  von  dem  Bogen  BMO  abwickelt  mid  dann 
auf  den  Bogen  BA  aufwickelt,  bis  das  Ende  des  Fadens  in  dem 
Punkte  A  anlangt. 
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Daraus  findet  man  anch  leicht  die  Länge  des  Cykloiden- 
bogens  OB,  denn  die  Länge  des  Fadens,  der  anf  diesen  Bogen 
aufwickelt  werden  kann,  ist 

(22.)  6B  =  nB  =  4a. 

Der  Bogen  OB  ist  aber  congment  dem  Bogen  HÄ^  und  HA 
ist  die  Hälfte  der  ganzen  Cykloide,  folglich  ist 

(23.)  OPHA  =  8a. 

Der  Bogen  der  ganzen  Cykloide  ist  daher  S-mal  so  lang 
vois  der  Halbmeseer  des  die  Cykloide  erzeugenden  Kreises. 

In  der  Integral -Rechnnng  wird  die  Länge  des  Cykloiden- 
bogens  durch  eine  andere,  allgemein  verwendbare  MeÄode  er- 
mittelt werden. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Evolnte  der  Astroide 
(24.)  X  =  acos^,    y  =  asin^^ 


AuflSsung.    Nach  den  Gleichungen  (49.)  und  (50.)  in  §  89 
wird  fär  die  Astroide 

5  =  acos%  +  8a  cos^  sin^/, 

da  cos^  sin^  +  asin^. 


(25.) 


{:= 


Diese  Gleichungen  stellen, 
wie  sogleich  gezagt  werden 
soll,  wieder  eme  Astroide  dar, 
die  ans  der  gegebenen  entsteht, 
indem  man  a  mit  2a  yertanscht 
ond  die  Coordinaten-Axen  um 
einen  Winkel  von  45^  dreht 
Zwischen  den  neuen  und  den 
altm  Cioordinaten  eines  Punktes 
bestehen  bei  einer  solchen 
Drehung  der  Axen  bekanntlich 
die  Gleichungen 


Fig.  UL 


(26.) 


{ 


V  =  Scoa450  +  von  450, 

if*  =  —  5sm45«  +  <JC0846«, 
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oder,  weil  cos 45^  und  sin45<^  beide  gleich  -^  sind, 

(26aO         y2 .  J'  =  £  +  ^,         }/2 .  V  =  —  5  +  9. 

In  diesem  Falle  erhSlt  man  deshalb 
.     V    1  yi" .  r  =  a(co8»^  +  3cos»^sin<  +  Scos^sin^/  +  sm^^) 
\  =  a(cos^  +  sinOS 

\  =a(sin<  — cosO^ 

Da  aber 

co6^  +  sin/ 


cos(/  —  45<>)  =  cos/cos45^  +  sin/  sin45<>  = 
sin(/  —  45®)  =  sin/  cos45®  —  cos/  sin  45®  = 


V2 

sin/  —  cos/ 


ist,  so  wird 

C29  ^  /  ^^^^  ■*■  ^^^*  ^  ^  ^'  cos^/  —  45«), 

'^  \  (sin/— cos/)»=  2V§'.sin5^(/  — 450). 

Bezeichnet  man  noch  /  —  45®  mit  /",  so  gehen  die  Glei- 
chnngen  (27.)  und  (28.)  über  in 

(30.)  i'  =  2a  cosH*,    fi*  =  2a  sinV. 

Hieraus  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen 
Behauptung. 

Aufgabe  7.  Man  soll  die  Evolute  der  Epicykhide 
(31.)  2;  =  a(mcos/  —  cosm/),  y  =  a(msin/  —  sinm/) 
aufisnchen. 

AuflSsung.    Nach  den  Gleichungen  (66.)  und  (67.)  in  §  89 
wird  für  die  Epicykloide 

(32.)    g  =  ai (mcos/  +  cosw/),    17  =  «i (msin/  +  sinm/), 
wobei 

(83.)  a,  =  ^  =  ^^a 

ist.   Diese  Gleichungen  sind  den  Gleichungen  der  ursprfinglichen 
Curve  so  ähnlich,  dass  die  Vennuthung  nahe  liegt,  die  Evolute 
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sei  leine  den  Epicykloiden  yerwandte  Corve.  Durch  Transfor- 
matioii  der  Goordinateii  kann  man  diese  Vermnilumg  bestätigen. 
Dreht  man  nftmlich  die  Goordinaten-Axen  mn  den  Winkel  9,  so 
sind  die  neaen  Cioordinaten  eines  Ponktes  bekanntlich  durch  die 
Gleichnngen 

(34.)       I'  =  gcos«  +  ^änvj    17^  =  —  iemv  +  ijcosr 

gegeben.    In  dem  vorliegenden  Falle  erhftlt  man  daher 

t  =  ai[m(cos^cos9  +  sin^sino)  +  (cosm^cosv  +  sinm^sint?)], 

ly*  =  Ol  [in(—  cos^sint^  +  sin^cosr) + (— cosm^sino  +  sinm^cosv)], 

oder 

{5'  =  Ol  [mcos(^  —  ü)  +  cos(iii^  —  v)]j 
^  =  Ol  [mmR(t  —  0)  +  mi(nU  —  v)]. 

Setzt  man  nnn 


(35.) 


(36.) 


n 


ü  =  —    und    t  —  1?  =  ^, 
n 


so  wird,  da  m  =  n  +  1  ist, 


TT 

n 


also  Fig.  112. 

C06(m^  —  c)  =  —  cosm^, 
Wi{mt  —  t?)  =  —  sinm^. 

Deshalb  gehen  die  Glei- 
chimgen  (35.)  Aber  in 

(37)  p'=^(^cos^— cosmf), 

Die  JEvolute  ist  (tlao  toieder 
eme  Epicykhide  derselben  Art^ 
nur  die  Dimension  hat  eich  in 
dem  Verhältnies  van  n  +  2  zu 
n  verkleinert,  und  die  Bichtung 

<Mr  Axtn  hat  sich  um   den   Winkel  —  (oder 1  gedreht. 

(Vfflg^  Rg.  112.) 
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Jetzt  kann  man  auch  leicht  die  Länge  des  EpicykMden- 
Bogens  berechnen.  In  Figor  112  entsteht  der  Bogen  AB  durch 
AbwickeluDg  des  Bogens  AC,  folglich  muss  der  Bogen  AC  die- 
selbe LSjige  habm  wie  die  Gerade  CB.    Nun  ist  aber 

CB=OB^  0C=(n  +  2)a ^a 

^  ^         n  +  2 

4(«  +  l)a      4(n  +  l)a^ 
n  +  2  n 

Deshalb  wird 

(88.)         ^c=^(»  +  ^H,     iS^i^^Ll)«. 

^     ^  n  n 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  besteht  die  Corve  aus  2n  Bögen, 
welche  AB  congruent  sind;  der  Umfang  17 der  ganzen  Epicykloide 
wird  dann  8(n+  l)a. 

Ist  z.  B.,  der  Figur  112  entsprechend,  n  =  a,  so  wird 
(38a.)  ^=^,         17=  32a. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  Evolute  der  Hypocykloide 
(39.)        ic  =  a(mco8<4- cosf»^),   y  =  a(msin^  —  sinm^ 
ao&nchen. 

Auflösung.  Nach  den  Gleichungen  (76.)  und  (77.)  in  §  89 
wird  für  die  Hypocykloide 

(40.)    l  =  a^{mcmt  —  cosm^,    iy  =  «^(msin^  +  sinm^, 
wobei 

,.,  .  na  na 

(41.)  Ol  =  -7  = 


/         n  —  2 

ist    Durch  Drehung  der  C!oordinaten-Ax6n  um  den  Winkel  v 
findet  man  in  diesem  Falle 
(42.)  I  ^'  =  ^  [incos(^  —  v)  —  cos(m<  +  t?)], 

I  ijf'  =  Ol  [msin(^  —  t?)  +  sin(m^  +  t?)]. 
Setzt  man  jetzt  wieder 

(43.)  ©Ä— .  und    ^  —  0  =  ^, 

so  wird,  da  hier  fn=^n — 1  ist, 
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n  ' 

C08(nU  +  ©)  =  —  cosm^,    sisi(nU  +  v)  =  —  sinm^. 

Deshalb  gehen  die  GldchuDgen  (42.)  über  in 

(44.)  5'  =  a,(mc06^  +  cosm^),     ijf'  =  a^{mwif  —  ehkmf). 

Die  Evolute  ist  alio  toieder  eine  Hypecykhide  derselben  Arty 
nur  die  Dimeneion  hcst  eich  in  dem  Verhältnies  van  n  —  2  zu  n 
vergrössert,  und  die  Sichtung  der  Axen  hat  eich  um  den  Winkel 

—  gedrehL 

Auch  hier  kann  man  sehr  leicht  die  Länge  des  Bogens 
berechnen  und  findet,  ähnlich  ^e  bei  der  vorigen  Au^be, 
wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  dass  der  Umfang  der  ganzen 
Hypcx^kloide 

(45.)  Cr=:8(n  — l)a 

ist 

Als  Beispiel  kann  hier  die  Astroide  dienen,  welche  man 
ffir  den  Fall  i»  =  4  erhält.    (Yergl.  Fig.  111.) 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Evolute  der  Kreisevolvente 
(46.)  a;  =  a(cos^  +  ^sin^,    y  =  a(sin^ — tco^t) 

anfimchen.    (VergL  Fig.  78  auf  Seite  342.) 

AuflSsung.  Schon  aus  der  Entstehung  der  Ereisevolvente 
duth  Abwickelung  eines  Kreises  kann  man  schUessen,  dass 
dieser  Kreis  die  Evolute  sein  muss.    (VergL  Satz  4  in  §  90.) 

Dieser  Schluss  wird  audi  durch  die  Bedmuug  bestätigt, 
demi  nach  den  Gleichungen  (83.)  und  (84.)  in  §  89  wird  f&r 
die  Kreisevolvente 

(47.)  5  Ä  acos^,  ij  =  asin^, 

also 

(48.)  P  +  fl^^  a«, 

nnd  dies  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  durch  dessen  Abwicke- 

long  die  Kreisevolvente  entstanden  ist. 


XI.  Abschnitt. 


Untersnchnng  Yon  Gorreii,  welche  auf  ein 
Polarcoordinaten-System  bezogen  sind. 

§  92. 

Tangenten  und  Normalen. 

(YergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  106—113.) 

Bei  der  Bestiminüiig  der  Lage  eines  Punktes  durch  Polar- 

coordinaten  ist  eine  (Gerade  OX  gegeben  und  auf  dieser  Geraden 

Fig.  11&  ein  Punkt  0;  den  Punkt  O  n^mt 

man  den  Nullpunkt  oder  den  PoL,  und 
die  Gerade  OX  nennt  man  die  Ann 
fangsficktung    oder    die   Polar -Axe 
des  (Üoordinaten-Systems. 

Ist  nun  ein  Punkt  P  beliebig 

gegeben,  so  nennt  man  die  potitiot 

Strecke  OP  =  r  den  Radius  vectar  und  den  Winkel  g>,  welchen 

OP  mit  der  Anfiongsrichtung  bildet,  das  Argument  des  Punktes 

P.    (Vergl.  Fig.  113.) 

Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  daher  die  beiden 
Coordinaten  r  und  ^  gegeben^  und  umgekehrt:  Durch  die  beiden 
Coordinaten  r  und  g>  ist  die  Lage  des  Punktes  P  gegeben. 

Macht  man  0  zum  An&ngspunkte  eines  rechtwinkeligeii 
Goordinaten-Systems  und  die  Anfangsrichtung  OX  zur  X-Axt, 
so  ist  der  Uebergang  von  rechtwinkeligen  Coordinaten  zu  Polar- 
coordinaten,  wie  man  ohne  Weiteres  aus  der  Figur  erkeimt, 
gegeben  durch  die  Gleichungen 


(1.) 


x  =  rcos^    und    y  =  rsin9p. 
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Fig.  U4. 


Daraus  folgen  dann  die  Oleichimgen 

(2.)  r  =  Var*  +  y*    und    tf  =  arctg^^V 

weldie  den  Uebergang  von  Polarcoordinaten  zu  rechtwinkeligen 
Coordinaten  vermitteln. 

Ist  nun  zwischen  r  nnd  ^  eine  Gleichung  von  der  Form 

(3.)  Jtr,y)  =  0,    oder    r^f(fp) 

gegeben,  so  entspricht  dieser  Oleichnng  eine  Corve. 

Auf  einer  solchen  Corve  (Fig.  114)  seien  P  und  P^  zwei 
benachbarte  Punkte,  deren  Coordinaten  mit  r,  9),  bezw.  mit 
r  -^-dr^  g>  +  dg>  bezeichnet  werden 
mögen,  wobei  durch  die  Bezeichnung 
sogleich  ausgedrückt  werden  soU, 
dass  die  beiden  Punkte  einander  be- 
liebig nahe  rucken  dfirfen.  Beschreibt 
man  dann  um  O  mit  dem  Halb- 
messer OP  gleich  r  einen  Kreisbogen, 
welcher  den  Radius  yector  OP^  im 
Punkte  Q  treffen  möge,  dann  ist 

(4.)  OP,^r  +  dr, 

also 

OÖ  =  r,         QP^  =  rfr, 

(5.)  QP  =  rdq>. 

Wenn  die  Punkte  P  und  P^  einander  unendlich  nahe  rttcken, 
80  darf  man  das  kleine  rechtwinkelige  Dreieck  PQP^  als  gerad- 
linig betrachten  und  erhält  nach  dem  pjrthagoräischen  Lehrsatze 

'PP^  ^PG^^'  QJ^^, 

oder,  wenn  man  den  unendlich  kleinen  Bogen  PP^  wieder  mit 
di  bezeidmet, 

(foa  s=  dr^  -f-  ryLff^. 


(6.) 


(7.) 


Feiner  ist 


Der  Winkel  QPiP  ist  dar  Winkel,  den  die  Gerade  P,P 
mit  dem  Badins  yector  OPi  bildet;  rficken  aber  die  Punkte  P 
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und  Pi  emander  unendlich  nahe,  so  wird  P^P  die  Tangente  der 
Curve  im  Punkte  P  (oder  P,),  und  der  Radius  vector  OP^  Mt 
mit  OP  zusammen.  Bezeichnet  man  also  den  Winkel,  wdchea 
die  Tangente  im  Punkte  P  mit  dem  Badius  yector  OP  bfldet, 
mit  f«,  so  wird  nach  Gleichung  (7.) 


(7  a.) 


t«:f» 


rdg> 

^2S   ■  I  '         . 


dr 


Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 

Eichtung  der  X-Axe  bildet^ 
wieder  a,  so  ist,  wie  mau  ohne 
Weiteres  aus  Fig.  115  erkennt, 

«  =  ?)  +  /*, 

tga  =  tgiq>  +  A*) 
__  tgy  +  tgf* 
1— tgytgf» 

rdg> 


*«9>  + 


l  —  tgg> 


dr 
rdip 


oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  cmqi .dr  multiplidrt, 

(8.) 


«-  siny .  dr  +  rcosy .  dq> 
*~  cosgp.rfr — rwiip.dqf 


Durch  den  üebergang  von  rechtwinkeligen  Coordinaten  zu 
Polarcoordinaten  werden  die  in  den  Gleichungen  (6.)  und  (8.) 
enthaltenen  Besultate  bestätigt.  Da  r  durch  Gleichung  (3.)  als 
Function  von  g>  erklärt  ist,  so  muss  man  auch 

x^rcos^},        y  =  r8in5P 

als  Functionen  von  9>  betrachten  und  erhSlt  durch  Differmtiation 

dx        dr 

dy        dr    . 

oder 

,gv  j  dx=z  C08q>  .dr  —  rsin^  .rfgp, 

\  dy  =:  sinqp .  dr  +  rcosq) .  dq>. 


§  92.^  Tangenten  and  Normalen.  418 

EAebt  maii  diese  beiden  Oleichungen  in's  Quadrat  und  ad- 
dirt  sie,  so  findet  man  wieder  wie  in  Gleichung  (6.) 

durch  Division  erhSlt  man  in  üebereinstimmnng  mit  Gleichung  (8.) 

^  — f       —  atoy .  dt  +  rcoey .  rfy 
dx^^    "^C089>.rfr  —  TWifp.dip' 

In  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Cnrye  seien  die  Tangente 
und  die  Normale  gezogen  (Fig.  115),  welche  die  im  Punkte  0 
auf  dem  Radius  yector  OP  errichtete  Senkrechte  bezw.  in  d^ 
Punkten  T  und  N  treffen  mögen.    Man  nennt  dann 

NP  die  Polar-Normale  {N\ 

NO  die  Polar-Subnormale  (Sn), 

PT  die  Polar- Tan  ff  enie  (JT), 

OT  die  Polar- Suhtanffente  (St). 

Bezeidmet  man  den  Complementwinkel  von  it  mit  v^  so  er- 
kemit  man  aus  Figur  115,  dass  v  auch  der  Complementwinkel 
von  ONP  ist.    Deshalb  wird 

2i,0NP^lJi, 

und  man  erhält  mit  Bficksicht  auf  Gleichung  (7  a.) 

OP  r         rda> 

(10.)  NO  =  Sn  =  ^; 

OT       OT 

i«/.  =  t«:OPr  =  ^=^, 

(11.)  Or=iW  =  rt«M  =  ^; 


l 
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(1^.) 


(18.) 


NP=:N  = 


— ; 


rds 


§  98. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  Subnonnale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  für  die  Archimedische  Spirale 

(1.)  r  ^:  a<p 

berechnen. 

Aufifisung.    Die  Archimedische  Spirale  entsteht,  indem  eine 
gerade  Linie  sich  um  einen  ihrer  Punkte  0  dreht,  während  ein 

anderer  Punkt  P  auf  ihr  mit 
gleichmassiger  Geschwindigkeit 
fortrückt.  Dadurch  ist  es  auch 
leicht,  die  Curve  punktweise  zu 
construiren.  (Vei^l-  Fig.  116.) 
Aus  Gleichung  (1.)  folgt  nun 


Fig.  iie. 


(2.)        Ä«  =  |  =  «, 

d.  h.  die  Subnormale  ist  in  allen 
Punkten  der  Curve  constofU: 
deshalb  kann  man  in  jedem  be- 
liebigen Punkte  der  Curve  sehr  leicht  Tangente  und  Normale  con- 
struiren, auch  wenn  die  Curye  nicht  gezeichnet  vorliegt.  Feiner  ist 


(3.) 


rdq>       r 


Fär  g>  gleich  0  wird  auch  r  gleich  0  und  f*  gleich  0,  d.  h. 
die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten-Systans 
und  die  Tangente  in  diesem  Punkte  der  Curve  f&llt  mit  der 
Anfangsrichtung  zusammen. 
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(4.) 


ar         a 


aJao 

(5.) 

(6.) 


(iy=(0+'"=«'+'"=-'(i+''')' 


d!» 


^      rds       rdw    ds  ./— - — r 


r9>  =  a 


.  U7. 


Aufgabe  2.    Man  soll  Subnonnaie,   Subtangente,  Normale 
und  Tang^mte  für  die  hyperbolische  Spirale 

(7.) 
berechn^L 

toflSsung.  Beschreibt 
man  um  den  Anfangs- 
pnnld;  O  eine  Schaar  Ton 
Kreisen  nnd  schneidet 
auf  Amen,  Ton  der 
An&ngsrichtmig  (Polar- 
Axe)  an  gerechnet,  Bo- 
gen Ton  gleicher  Länge 
a  ab,  so  ist  der  geo- 
metrische Ort  der  End- 
punkte, wie  man  aas 
Oleichiing  (7.)  erkennt, 
eine  hyperbolische  Spi- 
rale.  CVei^L  Fig.  117.) 

Ans  Oldchnng  (7.)  folgt 

(7  a.)  r=a^-^ 

also 


(8.) 
(9.) 
(10.) 


dg)~       ^      ~       äT' 


tg/» 


rrfy a  


dr 


9 


dr 


=  — a. 
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Bei  der  hyperbolischen  Spirale  ist  also  die  StUdangenU 
constani;  deshalb  kann  man  ftir  jeden  beliebigen  Pnnkt  der  Corre 
sehr  leicht  Tangente  und  Nonnale  constrniren. 

Ferner  ist 
also 

Für  g>  gleich  0  ist  r  unendlidi  gross;  man  kann  aber  auch 
dann  noch  die  Tangente  an  den  zugehörigen  Corvenpunkt  legen, 
obgleich  er  unendlich  fem  ist.  Eine  Tangente,  deren  Berflhnmgs- 
pnnkt  unendlich  fem  liegt,  heisst  bekanntlich  Asymptote*  Die 
Asymptote  der  hyperbolischen  Spirale  ist  die  Gerade,  welche 
man  im  Abstände  a  parallel  zur  An&ngsrichtong  legen  kann. 
Denn  r  fällt  für  ^  gleich  0  in  die  Anfangsrichtung,  die  Snb- 
tangente  also  in  die  Gerade,  welche  im  Anfangspunkte  auf  der 
Anfemgsrichtung  senkrecht  steht,  und  ihre  Länge  ist  nach 
Gleichung  (10.)  gleich  — a. 

Aufgabe.  3.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  der  parabolischen  Spirale 

(13.)  r2  =  a^ ,    oder    r  =  «y^Tss  oy* 

au&uchen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 

(1*0  ^«  =  5^  =  2*'      -F' 

(15.)  tg/*  =  r|^  =  5  =  2y' 

deshalb  wird  ebenso  wie  bei  der  Archimedischen  Spirale 

r  =  0,    /»  =  Ofary  =  0. 

(16.)  St--^--^  =  2r9, 


(17.) 
(18.) 


S  93.    Anwandmigen  auf  «innlzie  Curr«!. 
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AulgtlM  4.    Man  soll  Sabnonnale,  Sabtangente,  Normale 
und  Tangente  der  allgemeinen  Spirale 

(19.)  r  =  af>» 

anfsndien. 

Auffitung.    Ans  Gleichung  (19.)  folgt 

(20.)      Sn  =  ^  =  nag>^\ 


'  ar  n 


f28.) 


A 


TT 


Fig.  118. 


Man  erkennt,  dass  in  dieser  Angabe  die  ersten  drei  Auf- 
gaben   als    besondere 
FäUe  enthalten    sind, 
wenn  man  bezw. 
«=  +  1,     w  =  —  1, 

n=  +  4 
s^t. 

Aufgabe  5.  MansoU  n, 
Sabnonnale ,  Subtan- 
gente,  Normale  und 
Tangente  für  einen  be- 
liebigen Ponkt  der  lo- 
garithmischen  Spirale 

(25.)      r  =  e"^ 
berechnen. 

StageouKmi-Kiapert»  Piflbrential-BeduiiuiK. 
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AuflSsung.    Aus  Gleichung  (25.)  folgt 
(26.)  Sn=j^==  atf^  =  ar. 

Die  Svhnormale  ist  also  dem  Radius  vectar  proporUanal, 
deshalb  beschreibt  der  Endpunkt  N  der  Subnormale  eine  Curve, 
welche  der  ursprünglichen  Curve  ähnlich  ist.    (Vergl.  Fig.  118.) 

Femer  ist 

(27.)  tÄ/*  =  ^  =  l,     M  =  arct«:(i) 

der  Winkel  (a,  den  eine  beliebige  Tangente  mit  dem  zugehörigen 
Radius  vector  bildet,  ist  also  constant. 

folglich  ist  auch  die  Subtangente  dem  Radius  vectar  proportional, 
so  dass  auch  der  Endpunkt  T  der  Subtangente  eine  Curve  be- 
schreibt, welche  der  ursprünglichen  Curve  ähnlich  ist  (Vergl. 
Fig.  118.) 


(0="+(0=''('+-). 


also 

(2«)       ^=^='-y^^^' 

(80.)  T=N,^,  =  '^.^^LVTT^. 

Es  sind  daher  auch  Normale  und  Tangente  selbst  dem 
Radius  vector  proportional. 

Aufgabe  6.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  der  Curve 

(31.)  t^  =  a^  cos(m5p) 

au&uchen. 

AuflSsung.  Da  in  Gleichung  (31.)  die  Grosse  m  noch  un- 
endlich viele  Werthe  haben  darf,  so  sind  in  dieser  Gleichung 
unendlich  viele  Curven  inbegriffen,  von  denen  einzelne  hervor- 
gehoben werden  mögen. 

I.    m  =  1.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 

(32.)  r  =  a cosy,    oder    r^  =  ar cos y , 

also,  wenn  man  zu  rechtwinkeligen  Coordinaten  übei^eht, 


§  93.   AnwendoDgen  auf  einzelne  Gurren. 
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(32a.)  a?«  +  y2  =  ax, 

und  dies  ist  die  Gleichimg  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser 

^T  dessen  Mittelpunkt  die  CJoordinaten 


*    —    ^ 

^-2' 


Pig.  119. 


^=0 

hat    (VergL  Fig.  119.) 

n.    m  =  —  1.    Die  Gleichung 
der  Coire  ist 

(33.)  r-i  =  a-^COSy, 

oder 

rcos^)  =  a, 

also,  wenn  man  zu  rechtwinkeligen 

Coordinaten  übergeht, 

(33  a.)  x  =  a. 

Dies  ist  die  Gleichnng  einer  Geraden ,  welche  im  Abstände 
a  parallel  zur  F-Axe  gezogen  ist.    (VergL  Fig.  119.) 

DL    m  =  2.    Die  Gleichnng  der  Curve  ist 
(34.)    r2  =  a2cos(29)),   oder  H==  a2(r 2  cos V  —  ^^ sin V)> 
also,  wenn  man  zu  rechtwinkeligen  Coordinaten  übergeht, 

(34  a.)  (a:2  +  y2)2  —  a\z^  —  y^. 

Dies  ist  die  Gleichnng"  der  Lemniscate,  einer  Curve,  deren 
Gestalt  man  sehr  leicht  aus  den  Gleichungen  (34.)  und  (34  a.) 
erkennen  kann.  Zunächst 
folgt  aus  Gleichung  (34.), 
dass  die  Curve  innerhalb 
eines  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer a  liegen  muss,  denn 
es  ist  rga.  (VergL  Fig. 
120.)  Aus  Gleichung  (34  a.) 
erkennt  man  sodann,  dass 
die  Coordinaten -Axen  Sym- 
metrie-Axen  der  Curve  sind, 
weil  nur  die  Quadrate  von 
X  and  y  in  der  Gleichung 

vorkommen. 

27' 
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För  9  =  0  wird  r=ia;  wSchst  9»,  so  wird  r  kleiner  und 
Bimmt  ab  bis  zu  r  =  0,  wenn  der  Winkel  9)  =  45^  geword^ 
ist.  Lieg^  9  zwischen  45®  nnd  90®,  so  wird  r^  nogaÜT,  r  sdbst 
also  imaginfir;  deshalb  liegt  kein  reeller  Ponkt  der  Cnrve 
zwischen  der  Geraden  OB  mit  der  Gleichung  y^x  und  der 
r-Axe. 

IV.  m  =  —  2.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(35.)  r-*  =  a-2cos(29)),    oder    r^eoa{2g>)  =  a\ 
also 

(35  a.)     r»cosV  —  r%inV  =  ^^    oder    ar*  —  y*  =  a*. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel.  (Vergl. 
Fig.  120.) 

V.  m  =  +  ^.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 

(36.)  r*  =  a*cos  ^|\    oder     r  =  a  cos^  ^|\ 

daraas  folgt 

2r2  =  2arcos2f  2  j  =  ar{l  +  cosy)  =  ar  +  örcosy, 

(37.)  2r^  —  ax  =  ar, 

4r*  —  4arr*  +  a^a;^  =  aV»  =  dhß^  +  aV, 
oder 
(36  a.)  4  (a:2  +  y2)  (a:2  +  y2  _  a«)  =  a  V- 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Cardioide.  Um  die  üeberan- 
Stimmung  dieser  Curve  mit  der  bei  den  Epicykloiden  als  Cardi- 
oide bezeichneten  Curve  nachzuweisen,  setze  man 

(38.)  2r  =  a(l  — cobO, 

dann  folgt  aus  Gleichung  (37.) 

(39.)  2x=^  —  a  cos  t{l  —  cos  t), 

(40.)  2y  =  V4r2  __  4^2  =  a8in/(l  —  cos t). 

Transformirt  man  noch  die  Coordinaten,  indem  man 

4ic'  =  a  —  4a? 

setzt,  so  erhält  man 

.      .   f4a;'  =  a(l  +  2cos^  — 2cos20  =  <^(2cos^— C0S2/), 
(  4y  =  ö(2sin^  — 2sin^cosO  =  a(2sin<  —  sin2<). 
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Mdumgen    gehen    in    die    damals    anfgesteDten 


Grleichüngen  dar  Cardioide  fiber,  wenn  man  a  mit  4a  vertanscht 
(VergL  Fig.  76  auf  Seite  888.) 

VI.    m  =  — \.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(42.)  r"^  zTza'^  ^^^ (f )'    ^^^    ^^®^  vf  /  ~  ^' 

2rcoß^r^j  =  r  +  rooB9>  =  2a,  oder  r  =  2a  —  ar, 

r^  =  «*  +  y^  =  4a^  —  4aa:  +  x^, 
also 

(42a.)  y2  =  4a2  —  4Är  «=  4a(a  —  z). 

Dies  ist  ftie  Oleichmig  einer  Parabel,  deren  Axe  die  X-Axe 
ist,  nnd  deren  Scheitel  die  Goordinaten  2;  =  a,  y  =  0  hat. 

Allgemein  folgt  ans  der  Gleichung  (81.) 


also 


dr 
mr*-*  ;^  =  —  ^^  sin(w»y), 


(48.)         Sn  =  ^  =  -^^^y ^^^^' 


oder 


,.«    V  dr  a*r sin (m€p)  .    .      . 

(44.)  tg/i  =  ^  =  —  C««(m5p) 


rfr 


=  ctg(7P  —  wy)  =  tg(mg>  —  ^y 


folglich  ist 

(45.)  f*  +  ^ _^i-=my, 

wobei  A  eine  ganze  Zahl  ist,  auf  deren  Werth  es  nicht  an- 
kommt.   Dies  giebt  den  Satz: 

Der  Winkd^  den  der  Radius  vecior  mit  der  Normale  bildet, 
iet  m-mal  »o  grase  toie  der  Winkel^  den  er  mit  der  Anfangs- 
ricktung  Hldet. 
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(46.)  «  =  ^  =  -rctg(my), 

\5y/  "  \5y/  +  *■  ~     r*-- 2     + »'  -  ;srr2' 

(47.)  iV=:-5-=— -r=    -, r, 

(48.)  r  =  iVtgl*  = r-^,  • 


§  94. 

KrOmmungskreis  und  KrUmmungsmittelpunkts-Curven. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  114.) 

Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben, 
so  kann  man  immer  den  Eadins  vector  r  als  eine  Function  vom 
Argumente  <p  betrachten;  deshalb  sind  auch 

(1.)  X  =  rcosy    und    y  =  rsin^» 

Functionen  von  fp ,  so  dass  man  durch  Differentiation  die  fol- 
genden Gleichungen  erhält 

^         dx       dr 

/« N  dy        dr    ,        , 


r 


Vertauscht  man  in  den  Formeln  106  und  107  der  Tabelle  t 
mit  9),  setzt  die  hier  gefundenen  Werthe  ein  und  multiplidrt  in 
den  jauchen  Zähler  und  Nenner  mit  dg>\  so  erhält  man 


I 


§  95.    Anwendtmgen  auf  ejnadne  Gurren.  428 

t_-„^„      <fe»(rcoay<<y  +  dr .  siny) 
S  -  rcosy      ^^,^^,  +  2rfr»  —  rrfV)rfy ' 

,   A'( — rsinax^  +  (^r .  coscp) 

,        X Ä^ 

W  *  ^  =*=  (r^rf^a  +  2rfr2  — rdV)rfy  ■ 

Weim  man  in  diesen  Gldchnngen  den  Werth  von  r  als 
Function  Ton  q>  einsetzt,  so  sind  S  und  9  als  Functionen  der  dritten 
Verftnderiichen  9  dargestellt,  was  ffir  die  üntersachong  der 
Er&mmungsmittelpmikts-Carye  oder  Evolute  ausreicht.  Man  kann 
ab^  auch  noch  9)  aus  den  beiden  Oldchung^  (8.)  eliminiren  und 
erhält  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  |  und  17. 

Will  man  noch  die  Evolute  in  Polarcoordinaten  darstellen, 
so  hat  man  in  dieser  Gleichung  zu  setzen 

(10.)  S  =  r'  cos  9' ,    17  =  r'  siny'. 


§  95. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  den  Erümmungskreis  der  Archimedi- 
schen Spirale 

(1.)  r  =^  a(p 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  116  auf  Seite  414.) 

AuflSsung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

(2.)  dr  =  ody,     (Pr  =  0, 

also 

(3.)  ds^  =  r^rfy^  +  rfy.2  =:  flp2(i  +  if^)d^\ 

(4.)  r^dy^  +  2rfr2  —  rd>r  =  a2(2  +  tp^)dq^\ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formebi  114  der  Tabelle 
ein,  so  erh&lt  man 

S  =  gycosy  -  ^'^^  +  y^M(y cosy  +  siny) 

,    a^(l  +  a)2),a( — cpsincp  +  coscp) 
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oder 


(6.) 


(6.) 


__  gfycosy  —  (1  +  y^)8iny] 
^  -  2  +  y^ 

—  ^[yMPy  +  (1  +  y^)cosy] 
^-  2  +  y^ 


(70  .  =  4-  <L+5^. 


Aufgabe  2.    Man  soll  den  Erömmimgskreis  der  angememen 
Mirale 

(8.)  r  =  o^)* 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  Gleichling  (S.)  folgt  durch  Differentiation 

(9.)  55^  =  '^*"^     3^  =  »(«— l)a?>*-S 

deshalb  ist 

(10.)  A2  --  yidy2  +  rfr«  =  a^(f^^\n^  +  y«)  rfy«, 

(11.)    r^iy«  +  2<Ä-«  —  rrfV  =  a  V*^^  K«  +  1)  +  9>*]  dip\ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  114  der  Tabelle 
ein,  so  erhSlt  man 

,     .  _  w[rco6y  —  (n>  +  y»)ay'*"^siny] 

^     ''  ^  ■"  n(n  +  1)  +  9)^  ' 

,     .  ^  _  n[rsiny  +  (^^+  y^)  ay*^^^  cosy] 

^     '^  ^  "  n(n  +  1)  +  y2  ' 


(14.) 


"■  *    n(n  +  1)  +  y2  • 


Aufgabe  3.    Man  soll  den  Eflmmungskreis  and  die  Elvohite 
der  loffariihmischen  Spirale. 

(15.)  r  =  /^ 

bestimmen.    (Vergi.  Fig.  118  auf  Seite  417.) 
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AuflSsung.    Ans  Oleichung  (15.)  folgt  durch  Difforentiation 

iia\  **         ^  dh-  dr         ^ 

(^^•)         3^  =  ^    •«  =  «'•'    ^  =  ^5y  =  ^^' 

deshalb  ist 

(17.)  ds^  =  r^rfy^  ^  rfr>  =  r^(l  +  a^)dff>\ 

(18.)  r«9)H2rfr»— r(iV=:r2(l+2a»— a»)dy»=  r2(l+a»)£/y2. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  114  der  Tabelle 
ein,  80  erhält  man 

J-rcnn«)       r»(l  +  a^).r(coBy  +  a8May) 
5-rcOßy r2(i  +  a») ' 

,   r2(l  +  a').r(— sin cp  +  acoscp) 

n = '•s«»?'  +  -^ — ;»(iVa») ^' 

oder 

(19,)       5  =  —  ar  sin  9,      i?  =  +  ar  cosy. 

Eb  war  aber  (nach  §  98,  Gleichung  (29.))  auch  die  Nonnale 


dt 


(21.)  ^'=^  =  rVl  +  a», 

folgüdi  ist  der  KrüfmnungshaJhmesser  gleich  der  Polar-Normaie. 
Der  Erflnunnngsmittelpunkt  fällt  daher  in  Figur  118  mit  N 
zusammen. 

Nadi  den  Gleichungen  (19.)  wird 

(22.)  ^:=  —  ay,     ^  =  ar. 

Hieraus  erkennt  man  schon,  dass  die  Evolute  wieder  eine 
logarühmische  Spiraie  ist,  bei  der  aber  die  Dimensionen  a-mal 
80  gross  sind  wie  bei  der  gegebenen.  Gleichzeitig  sind  auch 
noch  die  Goordinaten-Axen  um  einen  Winkel  yon  90^  gedreht. 
Durch  Einffihnmg  von  Polarcoordinaten  kann  man  sogar  zeigen, 
dass  die  Evolute  der  gegebenen  Curve  ähnlich  und  ausserdem 
andi  congruent  ist. 

Bezeichnet  man  die  Polarcoordinaten  der  Evolute  mit  r'  und 
9)',  so  ist  bekanntlich 

(23.)  r^a^Ji  +  ^i,     tgy'  =  |, 


426  §  95.    AawendiuigQn  auf  emaelne  Cairen. 

folglich  wird  in  diesem  Falle 

(24.)  r^^^a'h\     tgy' =  —  ctgy  =  tg(y +0 


(24a.)         r'^ar,     g>'  =  q>+^,      y  =  y'  _^, 


also 

(25.)  r'  =  ar  =  ae      =ae   ^        ^\ 

7t 

Ir'  =  la  +  iuf*  —  a—  > 
oder,  wenn  man  \a  mit  a  bezeichnet, 

(26.)  r'  =  tf  \ 


a       TT 


Dreht  man  die  Polar-Axe  nm  den  Winkel ?  so  dass 

a        2 

OL  TV 

<  =  ^'  +  ä-2 

wird,  so  geht  Gleichung  (26.)  über  in 


(27.)  r'  =  /^". 

Aufgabe  4.    Man  soll  den  Eriunmnngskreis  nnd  die  Evolute 
der  Lemniscate 

(28.)  r^  —  a'^C0B(2ip) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  121.) 

AuflSsung.    Durch  DijSerenüation  folgt  aus  Gleichung  (28.) 

(29.)  r-^  =  —  a2sin(2y)  =  —  r^tg(29), 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nochmals  differentiirt, 

Deshalb  wird 

oder 

(31.)  d8^=%dip\ 


§  95.    Anwendmigen  auf  einzeliie  Ourven. 

Ferner  findet  man  aus  Oleichnng  (30.) 
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folglich  ist  bei  der  Lemniscate 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  114  der  Ta- 
belle ein,  so  erhält  man 

|  =  rC0S9P  — l^rcosy  +  — .ginqpY 
9  =  rsiny  +  i(~  rang)  +  ^ .  coa^X 

n 

5  =  |-[2co8(29)co89.  +  8in(29>)smy]  =  ?f!£2!V, 

öT  3^ 

[  7  =  ^  [2cos(2^)sin9>  —  sm(29))cosy]  =  —  Ef!^V, 


oder 


(33.) 


ds 


"^)'=±ti=±F- 


sig.  lai. 


folgt 


Ans  den  GldchungeQ  (83.) 


(35.)  l 


««9P  =  (g). 


1«^-  =  -©) 


* 


* 


cos V  +  sin V  =  (^)   (l* +  ,*)=!, 


I 


cosV  - siniy  =  (|j)   ($*  -  ,*)=  co8(29>)  =  ^ 
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(36.)      1»  +  ,»  =  ^/,        l»-,*=C^)V 

folglich  ist 

(37.)  9(S*  +  fi^y  (g*  —  I?*)  =  4a^ 

Den   beiden   Scheiteln  A^   nnd  J^  der  Lemniscate  ^t- 
sprechen  die  Spitzen  St  nnd  S^  der  Evolate,  wobei 

(38.)  5'20=  0/9,  =|a. 


XII.  Abschnitt. 

Theorie  der  Detennlnanteii. 

§  9«. 

Einleitung. 

Fftr  viele  Untersachimgen  in  der  höheren  Mathematik  ge- 
währt die  Anwendung  der  Detenninanten  eine  wesentliche  Er- 
Idchterong,  einerseits  dadurch,  dass  die  Bechnungen  kürzer 
werden,  andererseits  dadorch,  dass  die  Resnltate  eine  ttbersicht- 
lichere  und  leichter  am  merkende  Form  erhalten. 

Deshalb  soll  hier  ein  kurzer  Abriss  der  Determinanten- 
Theorie  eingeschaltet  werden. 

Auf  die  Ansdräcke,  welche  man  Determinanten  nennt,  ist 
man  durch  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n 
unbekannten  geführt  worden.    Sind  z.  B.  die  beiden  Qleichungen 

mit  den  beiden  Unbekannten  xi  und  X2  gegeben,  so  findet  man 
bekanntlich  durch  Elimination 


(1-)  { 


Den  gemeinschaftlichen  Nenner  dieser  beiden  Ausdrücke, 
Dämlich  die  Grösse 

011012 
Ö2IÖ22 

nennt  man  die  Determinante,  welche  zu  den  Coefflcienten  der 
beiden  Gleichungen  (1.)  gehört.    Diese  Determinante  wird  daher 


'S.)  J  =  011022 O12O21  = 
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auch  SO  geschrieben,  dass  man  die  Coefficienten  in  dersdben 
Reihenfolge  wie  in  den  gegebenen  Gleichungen  au&chreibt  and 
zwischen  zwei  senkrechte  Striche  einschliesst. 

Sind  drei  lineare  Gleichung^ 

(4.)  l  (hiXi  +  (hait^  +  Oaaara  =  Cj, 

gegeben,  so  findet  man  bei  der  Auflösung  für  die  drei  Unbe- 
kannten :ri,  x%^  xz  Werthe,  welche  den  gemeinschaftlichen  Nenner 

(5.)  J  =  aii(atta88  —  ««söga)  +  ««(«asöai  —  (H\<^ 

+  »13  («21082 Ö22«3l) 

haben.    Diesen  Nenner  schreibt  man  wieder  in  der  Form 


(5  a.)  ^  = 


<*11Ö12«18 
Ö21 Ö22  ^8 
^1082  083 

wobei  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  zwischen  zwei 
senkrechte  Striche  eingeschlossen  sind.  Aus  Gleichung  (5.)  er- 
kennt man,  dass 

ist,  wobei  sich  die  Summation  über  alle  Permutationsfonnen 
a  ß  Y  der  Zahlen  12  3  erstreckt ,  und  wobei  das  Yorzeich^ 
( —  1)^  gleich  +  1  oder  —  1  ist ,  jenachdem  die  Permutations- 
form tt^Y  AUS  12  3  durch  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
von  Yertauschungen  von  je  2  Zahlen  hervorgeht.  D^nnach  smd 
die  Glieder 

mit  dem  Vorzeichen  +  zu  nehmen,  weil  die  Reihenfolge  der 
zweiten  Indices 

123,         231,         312 
bezw.  durch  0,  2,  2 

solche  Yertauschungen  yon  je  2  Zahlen  aus  dei*  Permutationsfoim 
12  3  hervorgehen.  Vertauscht  man  nämlich  in  1  2  3  die  Zahlen 
1  und  2  mit  einander,  so  erhSlt  man  2  13,  und  vertauscht  man 
dann  die  Zahlen  1  und  3  mit  einander,  so  erhält  man  2  31. 
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Vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  3,  so  erhält  man  3  21, 
und  vertanscht  man  dami  die  Zahlen  1  und  2,  so  erhält  man 

312. 

Die  Glieder 

öiiö28«8«)     öiiö«iö8aj     öiaaMOsi 

dagegen  sind  mit  dem  Vorzeichen  —  zu  nehmen,  weil  die  Per- 
matationsformen . 

132,        213,        321 

ans  1  2  3  durch  eine  einzige  solche  Yertanschung  hervorgehen ; 
yertanscht  man  nämlich  in  1  2  3  die  Zahlen  2  und  3,  so  erhält 
man  13  2,  yertausdit  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  2,  so  er- 
bmt  man  2  13,  und  vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  3, 
so  erhält  man  3  21. 


§  97. 

Bildung  einer  Determinante  n*"^  Ordnung  aus  n^ 

Elementen. 

(Vergl.  die  Fonnel-TabeUe  Nr.  115). 

In  ähnlicher  Weise  mOge  jetzt 
an  ai2 . . .  ttin 

=  -2'(—  l)^öiaÖ2^Ö8y  •  •  •  «n,r 


(10  ^  = 


Osi  022  •  .  .  Ö2n 


erklart  werden.  Die  n^  Grössen  a,i,  ai2,...aHn  heissen  Ele- 
merUe  der  Determinante;  die  Determinante  J  selbst  ist  eine 
Summe,  bei  der  jedes  Glied  das  Product  von  ;» Elementen  ist 
Dabei  enthält  ein  solches  Product  aus  jeder  Zeile  (Horizontalreihe) 
und  ans  jeder  Colonne  (Yerticabeihe)  ein  und  nur  ein  Element. 

Für  das  Vorzeichen  ( —  1)^  gelte  folgende  Regel:  Heissen 
die  ersten  Indices 

123. ..n 
und  die  zweiten 

aß  ^ .. .  p, 
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SO  ist  ußr "^y  eine  PermatatioosfcHrm  der  Zahlen  12  3...». 
Ist  dann  a  von  1  verschieden,  so  yertansche  man  a  mit  1.  JsA 
in  der  dadurch  entstandenen  Permutationsfonn  die  zweite  Zahl 
von  2  verschieden,  so  vertausche  man  sie  mit  2  und  fahre  so 
fort,  his  die  Reihenfolge  der  Zahlen  die  natürliche  ist.  Wenn 
nun  X  die  Anzahl  dieser  Yertauschnngen  ist,  so  wird  das  Vor- 
zeichen des  zugehörigen  Gliedes  ( —  1)*. 

So  ist  z.  B.  für  die  Permutation^orm  314  2  diese  Zahl  l 
gleich  3,  und  zwar  erh&lt  man  nach  einander  die  Formen 

3142,   1342,   1243,   1234. 

Für  die  Permutationsform  3  2  514  ist  l  wieder  gleich  3, 
und  zwar  erhält  man  nach  einander  die  Formen 

32514,   12534,   12354,   12345. 

Die  Summation  erstreckt  sich  aber  alle  Permutationsformen 
aßy .  ..p  der  Zahlen  1  2 3  ... n,  folglich  ist  die  Anzahl  der 
Glieder  gleich  nl  =  1 . 2  . 3 . . . «. 

Dies  kann  man  auch  so  zeigen.  Nimmt  man  ein  beliebiges 
Elem^t  der  ersten  Zeile  a^y  so  giebt  es  n  mögliche  FSUe,  weü  a 
dabei  n  Werthe  haben  darf.  Da  ß  von  a  verschieden  sein  muss,  so 
giebt  es  bei  der  Auswahl  von  a^  aus  den  Momenten  der  zweiten 
Zeile  nur  noch  n  —  1  mögliche  Fälle.  Deshalb  giebt  es  bei  der 
Auswahl  von  a^„a^  im  Ganzen  n(n  —  1)  mögliche  Fälle. 
Ebenso  erkennt  man,  dass  fiir  die  Auswahl  von  a^  aus  den 
Elementen  der  dritten  ZeUe  nur  n  —  2  mögliche  Fälle  und  des- 
halb fiir  die  Auswahl  von  Oia<^2ß^zy  nn  Ganzen  n(n — 1)  («—2) 
mögliche  Fälle  vorhanden  sind. 

Indem  man  so  weiter  fortfährt,  findet  man  das  oben  ange- 
gebene Resultat. 

§  98. 

Einige  Sätze  aus  der  Permutationslehre. 

Erklänms.  Das  Permutiren  besteht  in  dan  Aufiachen  aller 
Stellungen,  welche  n Elemente  a,  i,  o, . . .  ^,  /  einnehmen  kennen. 
Jede  solche  Stellung  nennt  man  eine  Permutationsform, 

Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  2  Elementen  a  und  b 
ist  1.2  =  2!,  nämlich  a  b  und  b  a.    Tritt  ein  drittes  Element 
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c  hinza,  so  kann  man  ans  jeder  dieser  beiden  Permntationsformen 
drei  bild^,  z.  B.  aus  &  a  die  drei  Formen 

cb  a,        bc  a^        bacj 

indem  man  t;  an  die  erste,  die  zweite  und  die  dritte  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permntationsformen  bei  3  Elementen  a,  bj  c  ist 
daher  gleich  1.2.3  =  3!. 

Tritt  ein  viertes  Element  d  hinzn,  so  kann  man  aus  jeder 
dieser  3!  Permutationsformen  vier  bilden,  z.  B.  aus  iac  die 
vier  Formen 

dbac^       bdacj       badcj       bacdj 

indem  man  ef  an  die  erste,  zweite,  dritte  und  vierte  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  4  Elementen  ist  daher 
gleich  1.2.3.4  =  4!. 

Indem  man  so  fortfahrt,  findet  man 

Satz  1.  Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  n  Ele- 
menten ist  »!  =  1 .  2  .  3  . . .  «. 

Vertauscht  man  nur  zwei  Elemente  mit  einander,  so  nennt 
man  diese  Yertauschung  eine  Transpoeition. 

Satz  2.  Van  zwei  beliebigen  Permutationsformen  P^  und  P^ 
kann  die  eine  aus  der  anderen  durch  fortgesetzte  Transposition 
hergeteüei  werden. 

Beispiele.  Die  Permutationsform  eabdc  kann  durch  3 
Transpositionen  in  die  Form  ab  ade  übergeführt  werden,  und 
zwar  erhält  man  der  Keihe  nach  die  Formen 

eabdCj      aebdc,       abedc^       abcde. 

Die  Pennutationsform  fgacdeb  kann  durch  5  Transposi- 
tionen in  die  Form  abcdefg  übergeführt  werden,  und  zwar  er- 
hält man  der  Keihe  nach  die  Formen 

fgacdeb y         agfcdeb^        abfcdeg^ 

abcfdeg^        abcdfeg,         abcdefg. 

Aus  diesen  Beispielen  erkennt  man  das, Verfahren,  das  ganz 
allgemein  zum  Ziele  führt.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  man 
eine  Pennutationsform  P^  in  eine  andere  P^  in  mannigfacher 
Weise  durch  Transpositionen  überführen  kann,  und  dass  die  An- 
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zahl  der  verwendetea  Transpositioiien  noch  unendlich  viele.  Wertbe 
besitzt.    Dabei  gilt  aber  der  folgende 

Satz  3.  Kann  man  P^  in  Pj  üherführenj  das  tme  Mal 
durch  X^  das  andere  Mal  durch  iiTranspoHiianen^  so  ist  X — f* 
stets  eine  gerade  Zahl. 

Beweis.    Es  sei 

(1.)         F^(b  -  a){c  —  a){d-'  a) . .  .{k  —  a){l—  a) 

m^{c  —  b){d—b)...{k  —  h)\l  —  h) 
mBX{d —  c) . . .  (*  —  c)  (/ —  c) 


mal  (/  —  *). 

Bei  der  Bildung  dieses  Productes  hat  man  jedes  Element 
von  allen  folgenden  subtrahirt  und  die  so  entstandenen  Diffe- 
renzen mit  einander  multiplicirt.  Es  soll  nun  untersucht  werden, 
wie  sich  die  Grösse  JP  ändert,  wenn  man  zwei  Elemente,  z.  B. 
q  und  s  mit  einander  vertauscht.  Alle  Differenzen,  in  denen  f 
und  s  gar  nicht  vorkommen,  bleiben  unverändert.  Ist  femer  p 
irgend  ein  Element,  das  den  beiden  Elementen  q  und  s  voran- 
geht^ so  geht  bei  der  Vertauschung  von  ;  mit  «  das  Product 
(j — p){'^—p)  in  (* — p)(s — p)  aber  und  behUt  denselben 
Werth*  Steht  das  Element  r  ztoischen  q  und  «,  so  geht  das 
Product  (r  —  q)  (s  —  r)  in  (r  —  s)  (q  —  r)  über  und  behSlt 
gleichfedls  densdben  Werth.  Folgt  endlich  das  El^nent  t  den 
beiden  Elementen  q  und  «,  so  geht  das  Product  (t — q)  (t — s) 
in  (t  —  s)  (t — q)  über  und  beh&lt  auch  denselben  WotÜl  Nur 
durdi  den  Factor  s  — ;,  welcher  bei  der  Vertauschung  von  q 
mit  «  in  ;  —  s  übergeht,  wird  das  Vorzeichen  von  F  geändert, 
während  der  absolute  Betrag  von  F  derselbe  bleibt 

Die  Chrösse  F  ändert  daher  nur  das  Vorzeichen^  wenn  man 
zwei  Elemente  mit  einander  vertauscht. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  F  bei  jeder  weiteren  Trans- 
position zweier  Elemente  nur  das  Vorzeichen  ändert.  Entsteht 
Fl  aus  F  durch  X  Transpositionen,  so  ist  daher 

(2.)  Fl  =  (-  ifF 
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Bezeichnet  man  also  die  Werthe  von  F,  welche  den  Per- 
matationsfbnnen  P|  und  P^  entsprechen,  mit  F^  und  1^,  und 
geht  Pi  in  P^  fiber,  das  eine.Mal  durch  X^  das  andere  Mal  durch 
fi  Transpositionen,  so  gelten  die  beiden  Gleichungen 

(3.)  F^^{-lfF,     und    15  =  (-1)^2?; 

daraus  folgt 

(4.)  (_i)^  =  (_iy',    oder    ^  =  ^±2«?, 

wobei  2w  eine  beliebige  gerade  Zahl  ist 

Um  zu  bezeichnen,  dass  die  Pamutationsform  P  (z.  B. 
I2d...n)  in  Pi  (oder  aßr^-^y)  durch  l  Transpositionen 
übeigefBhrt  wird,  sdireibt  man 

<'■)  -®=Cr,::::> 

Satz  4.  Geht  P  in  P^  über  durch  l,  und  geht  P^  in  P, 
iiber  durch  fk  Tranepoeitionen^  so  geht  Pin  P^  durch  il  +  f*±2to 
Tranepoeüumen  über.    Ist  also 

(6.)  »=(;_)      ^=(J;) 

so  wird 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  P  in  P^  über- 
geht, wenn  man  zuerst  P  in  Pt  und  dann  Pi  in  P^  überf&hrt. 

Der  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  yerallgemeinem ;  es 
ist  z.  B. 

Satz  5.  Dienl  Permuiationsformen  von  n Elementen  lassen 
sich  durch  die  Transposition  zweier  Elemente  paarweise  grup- 
ptren. 

Beweis.  Durch  die  Transposition  zweier  Elemente,  z.  B. 
der  beiden  EHemente  a  und  i,  geht  die  beliebige  Permutations- 
form Pi  in  P2  Aber,  wobei  P^  und  P^  von  einander  verschieden 
sind.    M  nun  die  Permutationsform  Qi  von  P|  und  P^  ver- 

28* 
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schieden)  so  geht  0^  durch  die  Yertanschimg  von  a  mit  i  in 
Q2  über,  wobei  Q2  von  Q^  und  auch  von  Pi  und  P2  ^^^' 
schieden  ist.  Wäre  nämlich  Q^  identisch  mit  Pi  (bezw.  mit 
Pj)»  so  mfisste  Q^  identisch  sein  mit  P,  (bezw.  mit  P,). 
Ist  femer  die  Permutationsform  S^  von  Pj,  P2,  Qi,  Qj  ver- 
schieden, so  geht  M^  durch  die  Yertauschung  von  a  mit  b  in 
jBj  über,  wobei  R^  von  Pj  und  auch  von  Pi,  P2,  Qi,  Oj  ver- 
schieden ist. 

So  kann  man  fortfahren,  bis  die  sämmtlichen  Pennutations- 
formen  erschöpft  sind. 

§99. 

Eigenschaften   der  Determinanten. 

(VergL  die  Formel-TabeUe  Nr.  116—119.) 
Satz  1.    Zwei  Glieder  (oder  Tenne) 

(!•)  ^i  =  (—  1/'  «i«i  «2^1  «ayi  •  •  •  «-i'i 

und 

(2.)  Tj  =  (—  1)^  a,^  a^  a^^^  . . .  a^y^ 

haben  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen^  jenachdem  die 
Transpositionszahl 

(3.)  ^  =  ("'^''"••''0 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Beweis.    Es  ist 

.    ^/a2/?2)'2...V2\        /l    2    3...»\ 
^  \1     2     3...»/         W  i^2  ^^2  .  .  .  »^2/ 

folglich  ist 

(3a.)  Q  =  Xx  +  h±2w. 

Siud  A^  und  il2  beide  gerade  oder  beide  ungerade,  hab^ 
also  T^  und  T^  gleiches  Zeichen,  so  ist  ^  gerade.  Wenn  da- 
gegen von  den  beiden  Zahlen  X^  und  X^  die  eine  gerade  und 
die  andere  ungerade  ist,  wenn  also  T^  und  T^  entgegengesetztes 
Zeichen  haben,  so  ist  ^  ungerade.  • 
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Satz  2.  Die  Determinante  J  Kot  ebenso  viele  positive  wie 
negative  Glieder. 

Beweis«  Wenn  die  beiden  Permatationsformen  oLißin^'-^t 
und  (hß^r2"'^2  durch  eine  einzige  Transposition  in  einander 
abergehen,  wenn  also  il=  1  ist,  so  haben  nach  Satz  1  die 
Glieder  T^  nnd  T2  entgegengesetztes  Vorzeichen.  Da  man  nun 
durch  eine  Transposition  alle  Permutationsformen  paarweise 
grappiren  kann,  so  kann  man  auch  die  sämmtlichen  Glieder  der 
Determinante  paarweise  gruppiren,  so  dass  bei  jedem  solchen 
Paare  das  eine  Glied  positiv  und  das  andere  negativ  ist. 

Ordnet  man  in 

(4.)  T=(—  1)^ ai„  a^ß  a^y...  a^y 

die  Factoren  anders,  so  geht  T  über  in 

{4a.)  r  =  (—  1)^«/«!  «pft  «Ay,  •  •  •  «/y,. 

Dabei  folgt  aus 

dass  auch 

(R\  _/12B...n\_/a  ß  y  ...p\ 

"^  ^''\fffh...i)-'\a,ß,r,...yj 

ist.    Ausserdem  ist 

^  ^  \12S... nj       ^      \12  3...nJ 

Deshalb  erhält  man 


_/fgh...l\      /12s... n\/a  ß  r  •  •  • »' \  +  ««^ 
~\128...nJ^\aßr...vJ^\aißiri...vJ^       ' 

oder 

(7  a.)  p  =  /ti  +  i  +  /i*±2M>  =  A±2e, 

(8.)  (-l)P=(-l/. 

Dies  giebt 
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Satz  3.  Sind  in  dem  Oliede  T  die  Fbdoren  bdiMg  ge- 
ordnet ^  so  ist  das  Vorzeichen  von  T  gleich  ( —  1)^,  toobei  f  die 
Transpositionszahl  zwischen  den  ersten  und  den  zweiten  In- 
dices  ist. 

Jetzt  möge  die  Determinante  Ji  ans 

an  Oit  OiZ*  •  •  Oin 
«21.  <»n  «28  . .  •  «s» 

(®V  ^  =      Osi  OjB  Ö88  •  •  •  «8f» 

•       •       •       •       •       • 

Oni  o»«  ata . . .  Ofui 
hervorgehen,  indem  man  die  ZeQen  beliebig  mit  einander  und 
ebenso  die  Golonnen  beliebig  mit  einander  yertanscht,  so  wird 


(10.) 


^1  = 


^p»  ^0ß  ^^y  •  •  •  ^gy 
^a  ^hß  ^hy  '*'  ^hy 


«Ja  aiß  a^y  ...  aiy 

wobei  fff  h...l  nnd  aßy  ••.v  irgend  zwei  Permntationsfonuen 
der  Zahlen  1  2  3 ...  n  sind. 

Die  beiden  Detenounanten  J  und  J^  enthalten  dann,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  genau  dieselben  Glieder;  denn  ein  be- 
liebiges Glied  von  Jx  ist 

(11.)  Ti  =  (—  lY  a^^  a^ß^  ^Ayi  •  •  •  ^i^ii 

wobei 


(12.) 


^lyii 


ist.    Das  entsprechende  Glied  in  J  heisst 

(13.)  r=(-l)^«/«t«.A«*yi-- 

wobei  nach  Satz  3 

(14.)  ^^(f9h...l\ 

die  Transpositionszahl  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Indices 
ist.    Bezeichnet  man  jetzt 
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mit  Ij  so  wird 

fbiglich  wird 

(16.)  T,^(—l)^T, 

und  da  diese  Gldchmig  für  alle  Glieder  der  Determinanten  J^ 
und  J  gütj  so  erhält  man 

(17.)  J,^(-1)^J. 

In  dieser  Qleichnng  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Satz  4.  Vertauscht  man  in  mner  DetermüumU  ä  die  2ieilen 
heUAig  mit  einander  und  die  Cokmnen  beliebig  mit  einander,  so 
geht  die  Determinante  in  sich  seihst  über,  muttiplicirt  mit  ( —  1)^  / 
H)obei  X  die  Dranspositianszahl  zwischen  der  neuen  Aufeinander' 
folge  fg h...l  der  Zeilen  und  der  neuen  Aufeinanderfolge 
a  ßy .  ..y  der  Colonnen  ist. 

Hieraos  ei^ebt  sich  als  besonderer  Fall 

Satz  5.  Eine  Determinante  ändert  nur  ihr  Vorzeichen^ 
wenn  man  zwei  Zeilen  oder  zwei  Colonnen  mit  einander  ver- 
tauscht. 

Hat  eine  Determinante  J  zwei  identische  ZeQen  oder  zwei 
identische  Colonnen,  so  ftndert  sich  J  nicht,  wenn  man  diese 
bdden  identischen  Reihen  mit  einander  vortanscht.  Anderer- 
seits erhält  aber  nach  Satz  5  die  Determinante  bei  dieser  Ver- 
taoschung  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  folglich  wird 

(18.)  J  =  —  J,    oder    2J  =  0. 

Dies  giebt 

Satz  6.  Eine  Determinante  mit  zwei  identischen  Zeilen  oder 
mit  zwei  identischen  Colonnen  ist  gleich  Null. 

Satz  7.  Eine  Determinante  ändert  ihren  Werth  gar  nichts 
wenn  man  die  Zeilen  zu  Colonnen  und  die  Colonnen  zu  Zeilen 
macht. 
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Beweis.  Die  Yertauschung  der  Zeilen  mit  den  Colonnen 
entspricht  einer  Vertauscliung  der  ersten  Indices  mit  den  zweiten^ 
so  dass  die  Determinante 

(19.)  J  =  ^(—  1)^  ^1«  Og,,  Oay  . . .  a^^ 

bei  dieser  Vertauschnng  äbergeht  in 

(20.)  ^1  =  ^(—  1)^  ö„i  a^j  a^  . . .  a^^. 

Die  beiden  Determinanten  J  nnd  J^  enthalten  aber  genau 
dieselben  Glieder,  nnr  sind  die  Factoren  der  einzelnen  Glieder 
in  J  nach  den  ersten  und  in  J^  nach  den  zweiten  Indices 
geordnet. 

Ans  diesem  letzten  Satze  erkennt  man,  dass  jeder  Satz, 
welcher  sich  auf  die  ZeUen  einer  Determinante  bezieht,  in 
gleicher  Weise  auch  von  den  Colonnen  einer  Determinante  gilt. 
Um  beide  Fälle  zusammenzu&ssen,  möge  in  den  folgenden  Para- 
graphen der  Ausdruck  j^Reihen^  ebenso  for  die  ZeUen  wie  for 
die  Colonnen  gebraucht  werden. 


§  100. 

Zerlegung  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  120—124.) 

Zieht  man  aus  der  Determinante 


(1.)  ^= 


an  ai2  Ö13  •  •  .  öin 
6(21  022  ^23  •  •  •  ^In 
Ä31  «82  a33  .  .  .  a^n 

Önl<'n2fl^8  •  •  •  ^wn 


=  ^{—  l)^<^ia  «2/8  «ay  •  •  •  «»r 


alle  Glieder  heraus,  die  mit  au  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 

(2.)     :?(—  l/a^i  a^p  agy  . . .  a^y  =  a^^^{—  ifa^p  «jy  . . .  a^^, 

WO  sich  die  Summation  auf  alle  Fermutationsfonn^  ß  y  ...v 
der  Zahlen  2  3  ...  w  erstreckt,  während  X  die  zugehörige  Trans- 
positionszahl ist.  Der  Factor  von  au  in  Gleichung  (2.)  —  er 
heisse  «u  —  ist  daher 
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(3.) 


«11  = 


022  023  ••  •  ^hn 

O32  Osa  •  • .  a^n 

On2  On3  •  •  •  0«n 


er  ist  also  eine  Determinante  (n — 1)^  Ordnung,  die  aus  J 
entsteht,  indem  man  die  erste    Zeile  und  die  erste  Colonne 

forüässt. 

Vertauscht  man  in  ^  die    erste  Zeile  mit  der  zweiten, 
so  wird 

021  O22  O23  .  .  .  (hn 
Oll  ^12  öPi3  .  .  .  Om 
O31  O32  O33  .  .  .  Ozn 


(4.) 


=  —J, 


^%\  On2  0||3  .  .  .  Ohm 

Bei  dieser  Determinante  wird  in  gleicher  Weise  wie  vorhin 
der  Factor  von  021  eine  Determinante  («  —  1)'*''  Ordnung,  welche 
durch  Fortlassen  der  ersten  Zeile  und  ersten  Colonne  aus  der 
vorstehenden  Determinante  hervorgeht;  folglich  ist  der  Factor 
uix  von  021  in  der  ursprünglichen  Determinante  J 


(5.) 


«21  =  


O12  Oia  . . .  Om 

O32  Ö38  . . .  O3» 


vn,n 


On20|i8  .  . 

und  geht  aus  J  hervor,  indem  man  die  zweite  Zeile  und  die 
erste  Colonne  fortlässt  und  das  Zeichen 

(6.)  -  1  =  (-  1?-^^ 

davorsetzt. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Factor  von  031,  o^i , . . . 
allgemein  den  Factor  a/i  von  o/i.  Vertauscht  man  nämlich  die 
f'  Zeile  mit  der  (/ — 1)'«»,  dann  mit  der  (/ — 2)*«^  und  so 
weiter,  bis  die  Eeihenfolge  der  Zeilen  (bezw.  der  ersten  Indices) 

/,  1,  2,  .../_i,/+i,  ...  n 

geworden  ist,  so  geht  bei  diesen  / —  1  Vertauschungen  J  in 
(— ly-*-^  über,  und  das  Element  o/i  steht  an  erster  Stelle, 
Daraus  folgt,  dass  der  Factor  von  o/i  in  ^,  nämlich 
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(7.) 


«/i = (-  ly-' 


<>N1» 


ans  J  heiTorgeht,  indem  man  äxef**  ZeQe  nnd  die  erste  Coloime 
forÜSsst  nnd  das  Zeichen 

(8.)  (-  ly-*  =  (-  iy+» 

hinznüHgt. 

Vertanscht  man  jetzt  mJüer^  Colonne  mit  der  (r— 1)**, 
dann  mit  der  (r  —  2)'^  nnd  so  weiter,  bis  die  BeOienfolge  der 
Golonnen  (bezw.  der  zweiten  Ihdices) 

r,  1,  2, . . .  r  —  1,  r  +  1, . . . « 

geworden  ist,  so  geht  J  in  ( — ly-^J  Aber;  jetzt  kann  man 
den  Factor  o/^  von  o^  in  gleicher  Weise  finden,  wie  voriiin 
den  Factor  a/i  von  a/i.    Darans  folgt  dann,  dass 


(9.)       a,r  =  (-  iy+- 


«11 


«l,r— l       ÖJi,r+l 


ain 


a/«i,  1  .  .  .  a/_i.  r-l  ö^-l,  r+l  •  - .  <*/-». » 


13^1     ...     O»,  r— 1      ÖU,  r+l      •  •  •     <hm 

ans  J  entsteht,  ind^n  man  die  ß*  ZeQe  nnd  r^  Colonne  fert- 
Ifisst  nnd  den  Factor  (—  1/+**  hinzufügt 

Diese  Factoren  a/r  heissen  „  ühtereleterminanten  (n  —  1)'*' 
Ordnung  van  J^  nnd  können  anch  noch  anf  die  folgende  Foim 
gebracht  werden.  Dnrch  /—  1  Vertanschnngen  kOnnen  die 
Zdlen  (bezw.  die  ersten  Indices) 

1,  2,  3.../— l,/+l,/+2,...n 
in  die  Beihenfolge 

/+1,  1,  2,  3,.../— l,/+2,...n 

gebracht  werden.    Durch  weitere/ — 1  Vertauschungen  erhalt 
man  die  Beihenfolge 

/+l,/+2,  1,  2,.../— 1,/+3,...«. 
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So  kann  man  fort&hreii,  bis  man  dnrch  (n — f){f — 1) 
Yertanschmigen  die  „cyUische^  Reihenfolge 

/+l,/+2,...n,  1,  2,.../^l 

ertiÜL  Ebenso  gelangt  man  durch  (n  —  r)  (r — 1)  Ver- 
taoschnngen  der  C!olonnen  (bezw.  der  zweiten  Indices)  zu  der 
cykUichm  Beihenfblge 

r  +  1,  r  +  2, . . .  n,  1, 2, ...  r  —  1. 
Durch  diese  Vertauschungen  ist  a/r  mit 

(_  1)(»-/)  C/-1)  +  (*-r)  (r-l)  --  (_  2)*  (/+r)  -  2»  -/  (/-l)  -r  (r-l) 

=  (_l)»C/+r) 

muttipficirt,  denn  2n,  /(/ —  l)  und  r  {r  —  1)  sind  gerade  Zahlen. 
Deshalb  wird  das  Vorzeichen  von  a/r 

( l)»(/+r)+/+r  —  (_  X)("+l)  (/+»•). 

Dies  giebt 

^/+J.  r+1  Ö/+2.  r+2  .  •  •  0/+2,  i— 1 


(10.)  ayv.  =  (— 1)(-+»)C/+^) 


O/«!,  r+1  ö/— 1,  r+2  •  v  <*/-!.  r-l 

Ist  n  ungerade,  also  n  +  1  gerade,  so  sind  dahar  alle  diese 
Unterdeterminanten  mit  dem  positiven  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Beachtet  man,  dass  jedes  Glied  der  Determinante  J  ein 
und  nur  ein  Element  der  ersten  Colonne  enthält,  so  findet  man, 
dass 

(11.)  J  =  an  an  +  «21  «21  +  «aiaai  +  . . .  +  <^\^n\ 

sein  muss;  denn  es  sind  erstens  alle  Glieder  von  J  durch  die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (11.)  erschöpft, 
weil  jedes  Glied  em  Element  der  ersten  C!olonne  als  Factor 
^thalten  muss,  und  zweitens  kommt  in  dieser  Summe  jedes 
Glied  nur  einmal  vor,  weil  kein  Glied  zwei  Elemente  der  ersten 
Coknme  aJs  Factoren  enthalten  kann. 

Ebenso  kann  man  die  Determinante  J  nach  den  Elementen 
der  f**^  Colonne  zerlegen  und  erhält 

(12.)  J  =  airair  +  Osrasr  +  azrOLzr  +  .  .  .  +  dnr^^^' 
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Es  sei  n  =  3,  also 


J  == 


dann  ist 

J  =  an 


Beispiel. 

«11  «12  «13 
«21  «22  «23 
«31  «32  «83 


«22  «23 
«32  «33 


«21 


«12  «13 
«32  «33 


+  «31 


«12  «13 
«22  «23 


oder,  wenn  man  die  cyklische  Anordnung  der  Unterdeterminanten 
benutzt, 


J  =  flu 


«22  «23 
«32  «33 


+  «21 


«32  «33 
«12  «13 


+  «31 


«12  «13 
«22  «28 


=  «11  («22  «83 «23  «32)  +  «21  («32  «13 «33  «I2)  +  «81  («12  «23 «13  ^' 

Da  sich  J  nicht  ändert,  wenn  man  die  Zeilen  mit  den 
Colonnen  vertauscht,  so  findet  man  in  gleicher  Weise  eine  Zer- 
legung von  J  nach  den  Elementen  einer  beliebigen  Zeile  und 
zwar  wird 

(13.)         J  =  üf^  «yi  +  a/2 a/2  +  «/3a/8  +  . . .  +  o^f^^j^. 

Ordnet  man  z.  B.  für  ^  =  3  die  Determinante  nach  den 
Elementen  der  zweiten  Zeile,  so  erhält  man 


J  •=•   —  «21 

«12  «13 
«32  «83 

+  «22 

«11  «13 
«81  «33 

«28 

«11  «12 
«81  «82 

oder  bei  cyklischer  Anordnung 

J  =  «21 

«82  «88 
«12  «13 

+  «22 

«33  «81 
«18  «11 

+  «28 

«31  «82 
«11  «12      ' 

Ist  s  von  r  verschieden,  und  vertauscht  man  in  Gleichung 
(12.)  die  Elemente  cir,  a2r, . . .  Onr  mit  a^,  «2*, . . .  «n*,  so  erhalt 
man 

(14.)  Ji  =  «ijttir  +  «2*a2r  +  «S^^Sr  +  ««.«»r, 

WO  J),  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  J  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  y-*«»  Colonne  durch  die  Ele- 
mente der  *****  Colonne  ersetzt.  Dadurch  wird  aber  Ji  eine 
Deteiminante,  in  welcher  die  Elemente  der  r^^  und  der  ^ 
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Colonne  identisch  sind.    Deshalb  wird  ^^i  nach  Satz  6  in  §  99 
gleich  Null,  und  Gleichung  (14.)  geht  über  in 

(14a.)  auttir  +  OjuOsr  +  Ö8.a3r  +  ««anr  =  0, 

wenn  r^s  ist. 

Ist  femer  g  von  /  verschieden,  und  vertauscht  man  in 
Gleichnng  (18.)  die  Elemente  dy,,  0^2, .. .  o^  mit  a^j  a^^...  agnj 
so  erhält  man 

(15.)  ^2=  a^i»/!  +  öfp2«/2  +  ö^a/3  +  • . .  +  0^1»«/^, 
wo  Ji  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  J  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  f^  Zeile  durch  die  Elemente 
der  ^  Zeile  ersetzt.  Dadurch  wird  aber  J^  eine  Determinante, 
in  welcher  die  Elemente  der  f^  und  der  ^'**  Zeile  identisch 
sind.  Deshalb  wird  J^  nach  Satz  6  in  §  99  gleich  Null,  und 
Gleichung  (15.)  geht  aber  in 

(15a.)        agia/i  +  a^a/2  +  ßpsa/a  +  •  •  •  +  «im  «/h  =  0, 

wenn/^^  ist. 


§  101. 

Anwendung  auf  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen 

mit  n  Unbekannten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  126.) 

Sind  n  lineare  Gleichungen  mit  n  unbekannten: 
öii  ^1  +  0122-2  +  . . .  +  öl«  a:»  =  ci, 

(1.) 

gegeben,  so  findet  man  2:1,  indem  man  die  erste  Gleichung  mit 
&)!,  die  zweite  Gleichung  mit  «21,...  die  n^  Gleichung  mit  otni 
multiplicirt  und  alle  Gleichungen  addirt.  Der  Coefflcient  von 
Xi  wird  dann  nach  Formel  Nr.  121  der  Tabelle  (für  r  =  l) 

(2.)  aii  «11  +  «21  «21  +  .  .  .  +  öfil  «nl  ==  ^, 

während  der  Coeffident  von  :r„  wenn  s  von  1  verschieden  ist, 
nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle  (für  r  =  l)  gleich 


faxxXx 
Ö21  ÄTi  +  0^22  2:2  +  ...  +  <hn^  =  ^2? 
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§  101.    Auflösung  linearer  Gleichungen. 


(3.)  auttii  +  auOii  +• .  -+  flW«»!  ==  0 

ist.    Man  erhält  daher  bei  der  Addition 

eine  Gleichung,  aus  der  sich  xi  munittelbar  ergiebt,  wenn  man 
aof  beiden  Seiten  durch  J  dividirt. 

Ebenso  leicht  findet  man  den  Werth  von  x^  indem  man 
die  Gleichungen  (1.)  bezw.  mit 

multiplicirt  und  dann  addirt.  Ist  s  von  r  verschieden,  so  wii 
bei  der  Addition  der  Goefficient  von  x,  nach  Formel  Nr.  123  d^ 
Tabelle 

nur  der  Goefficient  von  Xr  wird  nach  Formel  Nr.  121  der 
Tabelle 

(6.)  Oirair  +  (hrCt^r  +•  •  •+  «W  «nr  =  ^^ 

folglich  erhfilt  man  bei  der  Addition 

(7.)  J.  Xr  =  CiOLir  +  CtCt^r  +•  •  •+  CnOW* 

Wenn  man  in  der  Determinante 

J  =  axr€i\r  +  «Jr^ar  +•  •  -+  ö|ir«iir 

die  Elemente  der  r^  Golonne  air,  o^r, . . .  omt  durch  die  Grossen 
^1,  ^S) .  •  •  ^n  ersetzt,  so  erhält  man 

deshalb  kann  man  Gleichung  (7.)  auch  schreiben,  wie  folgt: 


(7a.) 


öii  «12  . . .  am 

Änl  0,12  ••  •  a»m 


.av  = 


öii  .  .  .  Ol,  r— l  ^l  <*!,  r-t-l  •  •  •  ^1» 
021  ...  Ö2,  r-1  ^  ö^,r+l  •  •  .  (hm 


Om  .  •  .  ön,  r— 1  Cn  O»,  r+l  •  •  •  d^fm 


um  jv  sdbst  ZU  finden,  muss  man  noch  die  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (7.)  oder  (7a.)  durch  J  dividiren,  was  nur  unter 
der  Voraussetzung  geschehen  darf,  dass  J  von  Null  yerschiedeo 
ist.  Was  geschieht,  wenn  //  =  0  ist,  möge  einer  spätere 
Untersuchung  vorbehalten  bleiben. 
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§  102. 

Vertinfachungen  bei  Autrechnimg  dar  Datarminantaik 

(VergL  die  Forael- Tabelle  Nr.  136—138.) 

Salz  1.  Wenn  aOe  BlemmU  einer  JUihe  bi$  auf  etnee  O/y 
venchwmdenj  eo  isi  die  DeterminanU  dieeem  einen  EtemenU  a^r 
ffleiehj  multipUcirt  mU  der  zugehörigen  Unterdetermmanie  (n —  i)^ 
Ordnung  ajt> 


So  ist  z.  B. 

Ai  0    Ci 

J  = 

AiBtCt 

A,OCt 

=  A 


A,  C, 


Der  Beweis  des  aUgememen  Satzes  eigiebt  sich  uunittelbar 
ans  der  Zerlegimg  der  Determinante  nach  den  Elementen  der 
betreffende  Reihe. 


Satz  2.  Eine  Determinante  kann  auf  den  nächst  höheren 
Grad  gebracht  werden^  toenn  man  eine  Zeile  und  eine  Colonne 
einschieitj  das  den  beiden  eingeechobenen  Seihen  gemeuMchcft^ 
liehe  Element  ±  1  setzt  und  die  übrigen  Elemente  der  einen 
eingeschobenen  Meihe  gleich  0  macht.  Die  übrigen  Elemente  der 
anderen  eingeschobenen  Reihe  sind  ganz  beliebig. 


Es  ist  z.  B. 


(1.) 


öii  Ä12  ...  aiM 

«21  Om  •  .  .  Ö4f» 

= 

«Ini  an2  .  .  .  Omm 

1  5i    Sa  • .  •  S« 
0  an  ai2 . . .  OiM 
0  Oji  0» . . .  osn 


OOni  an2.  .  .OiM» 

wobei  die  Grössen  li,  £29  • . .  In  noch  ganz  beliebig  sind. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  nnmittelbar  aas  der  Anwen- 
dung von.  Satz  1.  Stehen  die  beiden  eingeschobenen  Beihen  am 
Bande  der  Determinantei  wie  in  dem  angegebenen  Beispiele,  so 
nennt  man  das  Verfahren  ^Rändern  der  Determinante.^ 


=  Ai  B2  Ca  A. 
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Satz  3.  Verschtoinden  aile  Elemente  auf  der  einen  Seite 
einer  Dicyanale,  so  reducirt  sich  die  Determinante  auf  das  erste 
hezw.  auf  das  letzte  Glied. 

Es  ist  z.  B. 

Ai  Bi  Gl  Di 
0  Bi  Ci  Di 
0  0  OsA 
0    0    0  1>4 

Der  Beweis  folgt  aus  der  wiederholten  Anwendung  yoü 
Satz  1. 

Satz  4.  Haben  sämmüiche  Elemente  einer  jReihe  einen  ge- 
meinsamen Factor,  so  kann  man  denselben  vor  die  Determinante 
setzen. 

Es  ist  also  z.  B. 


(2.) 


(3.) 


an  • . .  ma\r  .  • .  ^in 

^21  •  •  •  ma^r  •  •  •  ^2n 
Oni  .  .  .  manr  •  •  •  «nn 


=  m 


«11  .  .  .  a\r  .  .  .  öl« 
dsi  •  •  .  a^r  •  •  •  Ö2f» 

<Xnl  •  •  •  ^nr  •  •  •  ^n 


Der  Beweis  folgt  aus  der  Zerlegung  der  Determinante  nach 
den  Elementen  der  betreffenden  Beihe. 

Durch  die  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  in  vielen 
Fällen  eine  Determinante  auf  eine  andere  mit  kleineren  Zahlen 
i*educiren.    So  ist  z.  B. 


12     9  15 

13  1 

16     7  10 

=  3.4.5 

4     7  2 

8  13  25 

2  13  5 

Satz  5.     Sind  die  Elemente  einer  Reihe  denen  einer  paral- 
lelen Reihe  proportional^  so  ist  die  Determinante  gleich  N^xB. 

Es  ist  z.  B. 


(4.) 


Ai  mAi  Ci 

Ai  mAi  Ci 

=  m 

Az  mA^  C3 

A\  A\  C\ 
Ai  Ai  C/s 

As  Az  Cz 


=  0. 


Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  Satz  4  und  Formel  Nr.  118 
der  Tabelle. 
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Stb  6.  Sind  die  Elemente  einer  Reihe  Aggregate  von 
gkick  viel  Gliedem^  eo  ist  die  Determinante  gleich  der  Summe 
mhterer  Determinanten  y  welehe  man  aus  der  ursprünglichen 
erhäUf  indem  man  die  einzelnen  Theüreihen  einsetzt. 


(5.) 


Es  ist  z.  B. 

A^  +  -Bij  C'i,  Dj, . . . 
A^  +  ^2j  Cj,  2^2, . . . 


A^+B^  C^,D, 


'Mf  -»^«r 


A^  C/|  X/|  •  •  • 
Ji^  C/2  D^  •  •  . 


Aimk  C7«x7i 


•  • 


J02  ^2  X/2  •  •  • 


5.  CD, 


••  •  •  • 


Der  Beweis  des  Satzes  folgt  ans  der  Zerlegfong  der  Deter- 
mioaDte  nach  den  Elementen  der  betr^enden  Beihe. 


Satz  7«  'Eine  Determinante  ändert  sich  nicht  ^  wenn  man 
^  den  Elementen  einer  Reihe  ein  beliebiges  VielfacJie  van  den 
Elementen  einer  parallelen  Reihe  addirt. 


(6.) 


Es  ist  also  z.  B. 

Oll  Ois  .  •  .  Oin 

Osi  du  •  • .  OS» 


^1  <>m2  •  •  •  <In« 


Oll  +  mairj  ai2 . . .  (hn 


Omi  +  mchirj  Ön2  •  •  .  «im 

Der  Beweis  folgt  ans  der  Verbindimg  der  S&tze  5  und  6. 

In  welcher  Weise  die  vorstehenden  Sätze  benatzt  werden 
kSnnen,  mögen  die  folgenden  Beispiele  zeigen. 

1)  Es  ist 


^1  — «2»  Vi— 9% 


1^1 

Vi 

1 

«1 

yi 

^s 

0  Xi—Xi,  Vi— Vi 

=r 

—  1 

—  *j 

— yj 

0  «1       xt,  jfi      ys 

—  1 

—  a^ 

— ys 

1  Xi  yi 

ss: 

1  arj  yj 

• 

1  a^  ys 

Stegonaim-Kiepert,  Diffenntial-Bedmimg. 


2S 
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2)  Es  ist 


«1 
«1 

«2, 

Vi         tfit  «1         «2 

1  yi— y$.  «1— a» 
r  yi    y4.  %     «4 

s= 

1  ^1         yi         "i. 

0  «1     xi,  yi      yj,  «1— zj 
0  «1     sKj,  yi     yj,  «i     «s 

0  a:i— a;«,  yj— y«  «i— 2* 

1       ai       yi        «1 

1  «1  y,  2, 

1     iC2     yj     «2 

_  _ 

1   «2  y2  «2 

1        a^        y$        2j 

1   «J    J^   ^ 

9 

1       «4       y« 

—  «4 

1  a;«  y«  «« 

§103. 

Multipiication  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  133.) 


Es  sei 


«11  ai2 

«21  «22 


Ä  = 


J21  ^22 


C  = 


C21C22 


Cii  =  an  All  +  ^2*12?       Ci2  =  «11*21  +  012*221 


{Cii  = 
C21  = 


(1.) 

wobei 
(2.) 

I    ^ 021*11  +  022*129       C22  =  021*21  +  022*22j 

dann  soll  gezeigt  werden,  dass 

(3.)  A.B^C 

ist.    Es  wird  nämlich  nach  den   Sätzen  der  vorhergehenden 
Paragraphen 

Oii*ii  +  Oi2*l2?    Oii*2i  +  Oi2*22 
021*11  +  022*12,    021*21  +  022*22 
Oii*ii,  Oii*2i  Oii*ii,  Oi2*22 

021*11,  021*21  021*11,  022*22 

Oll  Oll      ,    T     T        O11O12 

O21O22 


C=: 


=  *ii* 


11  «21 


+  *11* 


+ 


O21O21 


22 


Oi2*i2,  Oii*2i 
022*129  021*21 
O12O11 


+  *12*21 


O22O21 


Ol2*12,  Oi2*2J 
022*12j  O22*« 
O12Ö12 


+  *12*22 


O22O« 


Da  nun  aber  die  Determinanten  mit  zwei  identischen  Colonnen 
gleich  Null  sind,  so  wird 
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(4.)     (7=J„i„ 
=  A.B. 


Oiiö« 

021022 

+  *I2*21 

O12O11 
«22  «21 

=: 

O11O12 
O21O22 

(biibn — biibfi) 


Es  ist 


Beispiel. 


(5.) 
oder 


o, — b 
bj   a 


c,  — d 

d,  c 


ac  +bd,  ad — bc 
bc  — ad,  bd  '\-  ac 


(5a.)         (o2  +  J2)  (c2  +  rf2)  =  (ac+Ärf)2  +  {ad  —  bc)\ 

Dies  giebt  den  Satz:  MtUtiplidri  man  die  Summe  gweter 
Quadrate  wieder  mit  der  Summe  zweier  Quadrate^  so  läset  sich 
das  Product  gleichfaUs  als  die  Summe  zweier  Quadrate  darstellen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin  Determinanten  2*®'  Ordnung 
mit  einander  mnltiplicirt  worden  sind,  kann  man  auch  Determi- 
nanten n*^  Ordnung  mit  einander  multipliciren.    Es  sei  jetzt 


biibii ...  im 

.     ^  ,  "»21  »«M  .  •  •  ^*2»        _  Ä2I  ^22  •  •  •  ^211 

(6-)  ^= ,J?= ,a= 


Oll  Ö12  . . .  öm 
O21 O22  . .  •  02» 

Oni  0«2  •  .  •  <hm 


bnl  bn2  •  .  .  bnn 


^11  ^12  •  .  .  Cin 
^21  C22  .  •  .  C  2n 


^nl  Cni  •  •  •  Cfwi 


wobei 

(7.)  C/r  =  Ä/1  bri  +  a/ibfi  +  •  •  •  +  ö/i»  Jm 

sein  möge.  Der  Kürze  wegen  soll  Gleichung  (7.)  in  der  Form 
(7a.)  Cfr  =  -2« o/a 5ra ,  oder  c/r  =  -SJo^^J^^, ...  oder  c^r  =  Sy  a/y bry 
geschrieben  werden,  wobei  die  Summationsbuchstaben  a,  ß  . . .  y 
die  Werthe  1  bis  n  durchlaufen.    Dadurch  erhält  man 

2^(ha  *ia  J  ^^^2ß  *2^  j  •  - .  '^'»'Ogy  J, 


(8.) 


(7  = 


ny 


oder,  wenn  man  die  Determinante  nach  den  Theilcolonnen  zerlegt, 


(9.)    C=zSa2ß.,.Sy 


«ia*lüfJ    ^Iß^ißf'^iybny 

a^^b. 


''2a«'ia>  ^2ßhßi 


•  •  •  ^2y  ^ny 


^nabi„,  a^p  b^  ^,. . .  a^3 


ny^ny 


29* 
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wobei  a,  ß^...v  alle  Werthe  von  1  bis  n  dnrcUaafen,  so  dass 
die  Samme  im  Ganzen  n*  Glieder  entMlt.  Die  Gleidnmg  (9.) 
kann  jetzt  aber  auch  in  der  Form 


(9a.)    C  =  2»i„ h^... h^y 


« •  •  a 


a^a^  ...  0^ 


^%a^np 


• .  «a 


ny 


geschrieben  werden,  wobei  das  Snmmenzeichen  verlangt,  dass 
a,  /9, . . .  V  einzeln  alle  Werthe  von  1  bis  n  annehmen.  Man 
darf  sich  aber  darauf  beschränken,  dass  a,  /},...  v  lauter  ver- 
schiedene Werthe  haben,  weil  in  Gleichung  (9a.)  die  Detenni- 
nante der  a  verschwindet,  sobald  von  den Indices  a^  ß ...v zwei 
einander  gleich  sind.  Man  braucht  daher  in  Gleichung  (9  a.) 
die  Summation  nur  über  die  n\  Permutationsformen  aß  ...v  der 
Zahlen  12 ... n  zu  erstrecken.  Nun  ist  aber,  wenn  aß...v  eine 
Permutationsform  der  Zahlen  1 2 ...  n  ist. 


(10.) 


<^\a^ip  •  •  •  « 


^na^nfl'-*^ 


ny 


=  (-!> 


^21  ^  •  •  •  ^hn 


<»iil«»2--ö 


=  (-1/^, 


wobei 

/aß...y\ 
(11-)  ^=(l2...n) 

ist,  folglich  geht  Gleichung  (9  a.)  aber  in 

(12.)  C  =  ^ . 5(—  l)^*i«i2Ä. . .b^y^  A.B. 


Dies  giebt  den  Satz: 

Zwei  Determinanten  n*^  Ordnung  werden  mü  einander  m«Ai- 
pUdrtj  indem  man  die  Elemente  der  f*^  Zeiie  der  ereien  De- 
terminante mit  den  Elementen  der  r*^  Zeile  der  zweiten  De- 
terminante muUipücirty  diese  n  Praduete  addirt  und  au»  den  so 
erhaltenen  n^  Summen  eine  neue  Determinante  bildet. 

Da  man  in  jeder  der  beiden  Determinanten  A  und  B  die 
Zeilen  mit  den  Colonnen  vertauschen  darf,  so  kann  c^  auch  die 
folgenden  Werthe  erhalten: 
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(13.)  C/y.  =  a/i  lir  +  a/ih^  +  .  .  .  +  aji^inrf 

oder 

(14.)  C/r  =  a^/hri  +  a%fir^  +  •  •  •  +  ^^rm 

oder 

(15.)  C/t  =  Cf/bir  +  Oj^ftsr  +  .  .  .  +  Ofi/bnf 


§  104. 

Homogene,  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten. 

Sind  n  lineare  GHeichmigBn  mit  n  unbekannten 


OiiZi  +  OnX^  +  ...  + 

l  (tnlXi  +  a^X2  +   .  .  .  + 


gegeben,  so  wird  nach  Formel  Nr.  125  der  Tabelle 

(2.)  J  ,Xr  =^  Ciair  +  CjOjr  +  .  .  .  +  Cnfffw 

LXsst  man  jetzt  die  Grössen  ci,  es, ...  c«  immer  kleiner 
werd^  nnd  schliesslich  ganz  verschwinden,  so  erh&lt  man  die 
Gleichmigen 

aiiXi  +  ai2a^  +  •  •  •  +  (hnXn  =  0, 

(3\  I  OjliCl  +  «MiTj  +  .  .  .  +  (hnXn  =  0, 

OniiCi  +  üniXi  +  •  .  .  +  öim«n=  0. 

Diese  linearen  Gleichnngen  heissen  homogen.  Aus  den 
Gleichungen  (8.)  findet  man  in  diesem  Falle 

(4.)  ^ .  jpr  =  0  fiir  r  =  1,  2,  8, . . . ». 

Wenn  man  nnn  weiss,  dass  die  Gleichungen  (3.)  auch  für 
solche  Werthe  von  ^i,  x^y...Xn  gelten,  die  nicht  s&mmtlich  gleich 
Null  sind,  so  folgt  ans  den  Gleichungen  (4.),  dass 

J  =  o 

sein  muss.    Dies  giebt  den  Satz: 
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§  105.    Anwendungen  auf  einzetae  Aufgaben. 


n  linearey  homogene  Gleichungen  mit  n  XJfihekannten  können 
für  nicht  verschwindende  Werthe  der  Unbekannten  nur  dann 
gleichzeitig  bestehen ,  tcenn  die  Determinante  J  der  Coefßdenten 
gleich  0  ist. 


§  105. 

Anwendungen  auf  einzelne  Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  dass  drei  Gterade 
9u  ff 21  ffz  durch  einen  Punkt  gehen. 

AiiflSsung.    Man  kann  die  Gleichungen 

(1.)    ^,a:+Äiy+Ci  =  0,  A^+Biy+C^  =  %  A^x+Bm+C^^^^ 

der  drei  Geraden  g^ ,  g^y  g%  homogen  machen,  indem  man 


(2.) 


y=^ 


(3.) 


einsetzt  und  dann  die  Gleichungen  mit  x^  multiplidrt.    Dadurch 
gehen  die  drei  Gleichungen  (1.)  aber  in 

Ayx^  +  B^x^  +  C^x^  =  0, 

A^x^  +  B^2  +  ^2^  =  0, 

.  -^3^1  +  -83^2  +  ^3^3  =  0. 

Dabei  darf  man  noch  für  0^3  jeden  beliebigen  Werth  setzen. 
Ist  z.  B.  ^1:3  ^  1,  so  wird 

ar^  =  ar,  a^  =  y. 

Da  also  die  drei  linearen,  homogenen  Gleichungen  (3.) 
gleichzeitig  gelten  sollen  für  Werthe  von  x^^x^^x^,  die  nicht 
alle  drei  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Determinante  der  Coeffi- 
cienten  verschwinden.  Die  Bedingung  dafBr,  dass  die  drei 
Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  daher 

A,B,C, 
A^B^  Cj 


(4-) 


=  0. 


Aufgabe  2.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
vier  Ebenen  e^,  e^,  «3,  e^  durch  einen  Punkt  gehen. 


§  105.    AnweadnngeQ  auf  djozelne  Aufgaben. 
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(5.) 


AuflSsung.    Man  kann  die  Gldchungen 

A^x  +  B^y  +  C^z  +  Dl  =  0, 
A^z  +  B^  +  Ci«  +  Z>2  =r  0, 
A^x  +  B^y  +  C^z  +  i>3  =  0, 
A^x  +  B^y  +  C^a:  +  Z>4  =  0 
der  vier  Ebenen  «j,  «29  «3i  ^4  homogen  machen,  indem  man 

■C'^  ;r^  j/^ 

einsetzt  nnd  dami  die  Gleichungen  mit  x^  mnltiplidrt.    Dadorch 
gehen  die  Gleichungen  (5.)  über  in 

A^Xi  +  ByX^  +  Ci3^  +  A^4  =  ^f 

A^^  +  -Bj^j  +  (733:3  +  2>2^4  =  0, 
4,a:i  +  B^x^  +  Cia:^  +  A«4  =  0, 
-^42:1  +  B^Xj^  +  C'4a;i  +  2)42:4  =  0. 


(7.) 


Da  diese  linearen,  homogenen  Gleichnngen  gleichzeitig  gelten 
sollen  fnr  Werthe  der  Unbekannten  x^^  x^j  oc^^  x^j  die  nicht  alle 
vier  gleich  Null  sind,  so  mnss  die  Determinante  der  Coeffidenten 
yersdiwinden.  Die  Bedingang  daflir,  dass  die  vier  Ebenen  dnrch 
emen  Ponkt  gehen,  ist  daher 

A^  A  ^3  A 
AAC4A 


(8.) 


=  0. 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  virelcher 
drei  Punkte  Pi,  P2,  P^  in  dner  Geraden  liegen. 

AuflBsung.    Hat  die  Gerade  die  Gldchung 

(9.)  Ax  +  By+C—0, 

so  liegen  die  drei  Punkte  P^,  P2,  P3  auf  dieser  Graden,  wenn 

M  +  By^  +  C=0, 
(10.)  i    Ax2  +  By2+  C=^Oj 

Ax^  +  By^+  C=0 
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ist.  Hierbei  sind  z^,  y^ ;  z^,  y^'^  ^9  Vz  ^^  gegebenen  Cooidinat^ 
der  Punkte  P^  P^  P^j  während  die  drei  Grossen  A^B,  C  noch 
unbekannt  sind.  Man  hat  also  drei  lineare,  homogne  Glei- 
chungen mit  den  drei  unbekannten  A^  B,  C.  Da  diese  Unbe- 
kannten nicht  alle  drei  gleich  Null  sein  dfirfen,  so  können  die 
Gleichungen  (10.)  nur  dann  gleichzeitig  gelten,  wenn  die  Deter- 
minante der  Goeffidenten  verschwindet.  Die  Bedingung,  unter 
welcher  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  ist  daher 

(11.)  «2  y2  1  =0. 

a^  ys  1 


(13.) 


Aufgabe  4.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
vier  Punkte  P^,  Pj,  P3,  P4  in  einer  Ebene  liegen. 

AuflSsung.   Hat  die  Ebene  e  die  Gleichung 
(12.)  Ax  +  By+Cz  +  D=:0, 

SO  liegen  die  vier  Punkte  P^,  P2,  P3,  P4  in  dieser  Ebene,  wenn 

Axy+By^+  Cz^  +  D:=i  0, 

^  +  %2+   G52  +  D  =  0, 

Ax^  +  By^  +  Cz^  +  Dr=0, 

-^4  +  J?y4  +  Cz^  +  D=:0 

ist.  Hierbei  sind  x^^ y^z^\  a^» y2 «2;  ^» ysi ^;  ^4? y4 «4  die  g^- 
benen  Goordioaten  der  Paukte  Pi,  P2,  Ps,  P4,  während  die  vier 
Grössen  A^  B,  (7,  D  noch  unbekannt  sind.  Man  hat  also  vier 
lineare,  homogene  Gleichungen  mit  den  unbekannten  A^  B,  (7,  D, 
Da  diese  Unbekannten  nicht  alle  vier  gleich  Null  sein  dürfen, 
so  können  die  Gleichnngen  (13.)  nur  dann  gleichzeitig  gelten, 
wenn  die  Determinante  der  Ck)efficienten  verschwindet  Die  Be- 
dingung, unter  welcher  die  vier  Punkte  in  einer  Elbene  liegen, 
ist  daher 

^1  Vi  «1  1 

iP2  y2  ^  1 
«3  ys  «3  1 
^4  y4  «4  1 


(14.) 


=  0. 


§  10&.    AnweDdungen  auf  einzelne  Angaben. 
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Aufgabe  5.    Man  soU  den  Kreis  bestimmen,  der  durch  drei 
gegebene  Punkte  P^  P^,  P3  hindurchgeht. 

AuflBtung.    Hat  der  gesachte  Kreis  die  Gleichnng 

(15.)  (a:_g)2+(y_,)2_^2  =  0, 

80  geht  der  Kreis  durch  die  drei  gegebenen  Punkte,  wenn 
(16.)        x,^—2lSx,  +  5«  +  y,2  —  2wi  +  1?»  —  P»  =  0, 
(17.)        x^'^  —  2Sx^  +  52  +  yj^  — 2^2  +  ^i  — ^2  ^  0, 

(18.)        V  — 2Sa^  +  ^*  +  ys^  — 2^8  +  9'  —  ?^  =  0 

ist  Diese  drei  Gleichungen  mit  den  drei  Unbekannten  S,  9  und 
Q  sind  nicht  linearer.  Zieht  man  aber  die  Gleichungen  (17.) 
und  (18.)  von  Gleichung  (16.)  ab,  so  erh&lt  man  zwei  lineare 
Gleichungen 

(19)    i  2(^i""^2)?  +  2(yi— y2)9==a:i»  — 3ij2  +  yi'  — y2^ 

l  2(2:1 -:r3)$  +  2(y, -ys)^  =  V-^' +  yi'-ys* 

mit  den  beiden  unbekannte  $  und  fj.  Indem  man  noch  der 
Kürze  wegen 

(20.)   V  +  yj'^'-i^  ^^  +  y2^  =  r^\  x^^  +  yz^-=r^^ 

setzt,  findet  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (19.) 

^  — ^2^yi— y2 
^3^  yi— ys 


(21.) 


(22.) 


^1  —  ^2?  Vi — y2 

x^  —  3^2»  Vi — y2 
a^i  — ^>  yi— ys 


.?  = 


^  = 


^1  —  ^2J    ^1^  —  ^2^ 
«1— «3j   ^1^  — V 


Die  Determinanten,  welche  hier  auftreten,  kann  man,  wie 
schon  in  §  102,  Seite  449  gezeigt  wurde,  umformen  und  erhält 
dadurch 


(21  a.) 


(22  a.) 


1  *i  yi 

1  »-,2  yi 

1  arj  yj 

.s  = 

1  »-j'  y2 

1  ^  y» 

1  »-5*  yj 

1  «1  Vi 

1  a;,  n» 

l  x^Vi 

,»?  = 

1  x^  rj2 

1  «3  ya 

1  ^  »-,2 
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Wird 


1  xi  yi 

«1  yi  1 

1  a;j  yi 

^ 

arj  yj  1 

^  ^Vi 

^  y$  1 

=  0, 


80  werden  £  und  17  nnendlich  gross,  d.  h.  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  rückt  in's  Unendliche,  nnd  die  drei  Punkte  Pi,  P2,  A 
liegen  in  gerader  Linie,  wie  schon  in  Angabe  3  gezeigt  wurde. 

Der  Werth  von  q^  ergiebt  sich  ans  Gleichung  (16.),  oder 
(17.),  oder  (18.),  indem  man  die  geflmdenen  Werthe  von  |  und 
ij  einsetzt. 

Aufgabe  6.  Man  soll  die  Kugelfläche  bestimmen,  welche 
durch  vier  gegebene  Punkte  P^,  P2}  Aj  ^4  hindurchgeht 

AuflSsung.    Hat  die  Kugelfläche  die  Gleichung 

(23.)         (x—iy  +  (i,  —  fiy  +  (z—j;y  —  f2^o, 

so  findet  man  die  Werthe  von  S,  ^,  C  in  ähnlicher  Weise  wie 
bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Werthe  von  S  und  ^sf,  und 
zwar  erhält  man,  wenn  man  der  Kflrze  wegen 

(24.)    f  V  +  yi^  +  ^i^  =  ^i^'    ^2^  +  y2^  +  «2^  =  ^2^, 
setzt, 

(25.) 


«4*  +  y*^  +  «4*  =  »•4* 


1  z^  yi  «1 

1  «j  yj  «2 
1  a^s  ys  «^ 

.1  = 

1  x^  Vi  Zi 

(26.) 


1  a;i  yi  «1 

1  «2  yj  «2 
1  a;s  yj  23 

•7  = 

1  2:4  y4  «4 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 


^1^  Vi 


H 


^2^  y2  ^ 
»•3^  ys  ^ 


^1 


y4 


«i  r. 


(27.) 


1  «1  yi  «1 

1  arj  yi  *j 
1  afä  yj  «j 

.e  = 

1  0:4  y,  24 

1  ari  yj  rj» 

1  «i  yj  r,> 

1  «j  ys  »'s* 

1  «4  y4  ^^ 


§  105.    Anwendvmgen  auf  einzebie  Aufgaben. 
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Wird 


1  't  Vi  '\ 

\  x^ViZ-i 

__ 

1  »>  ys  «s 

1  x^  yt  «1 

^1  Vx  «1  1 

^2  y2  ^2  1 

^  ya  «3  1 

^4  y4  «4  1 


=  0, 


so  werden  S,  9,  £  unendlich  gross,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der 

Kugel  ruckt  in's  Unendliche,  und  die  vier  Punkte  P^,  P2)  A»  ^a 

liegen,  wie  schon  in  Aufgabe  4  gezeigt  wurde,  in  einer  Ebene. 

Den  Werth  von  q  findet  man  schliesslich  aus  der  Gleichung 

(28.)  (t,  -  ^y  +  (y,  -  vy  +  (^,  -  i?  =  (f'. 


Zweiter  Theil. 

FoBctionen  tod  mehreren  imabhäBgigeB  Verändertieben. 


Xm.  Abschnitt. 

Differentiation  der  Functionen  yon  mehreren 
Yon  einander  unabhängigen  YerSnderlichen. 

§  106. 

Differentiation  einer  Function 
von  zwei  von  einander  unabliängigen  Veränderiiclien. 

(V ergL  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  134.) 

In  derselben  Weise,  wie  in  §  1  (Seite  3)  Functionen  von 
einer  Veränderlichen  erklärt  wurden,  kann  man  auch  Functionen 
von  zwei  (oder  mehr)  Veränderlichen  erklären. 

Demnach  heisst  eine  veränderliche  Grösse  z  eine  Rmctim 
der  beiden  Veränderlichen  x  und  y  für  Oj  <  a;  <  Oj,  ii  <  y  <  ^25 
wenn  Jedem  Werthsysteme  Xj  y  in  den  angegebenen  Intervallen 
ein  oder  mehrere  Werthe  von  z  nach  einem  bestimmien  Gesetze 
zugeordnet  sind. 

Hier  möge  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo 
dieses  Gesetz  durch  eine  Gleichung  zwischen  x^  y,  z  gegeb^  ist. 

Besteht  nämlich  zwischen  drei  veränderlichen  Grossen  Xy 
y,  z  eine  Gleichung,  so  wird  man  zweien  von  ihnen,  z.  B.  x  und 
y,  beliebige  Werthe  beilegen  können;  dadurch  wird  dann  z  die 
Wurzel  einer  Gleichung  mit  constanten  Goefflcienten,  so  dass  z 
nur  noch  eine  Anzahl  ganz  bestimmter  Werthe  haben  darf. 


§  106.    Fanctioxien  von  zwei  Veraiiderlichen.  461 

Bei  dieser  Anschaanngsweise  sind  also  x  und  y  die  tutoi- 
hänffigen  Yer&nderlichen,  während  z  eine  von  x  nnd  y  abhängige 
Verinderiiche  oder  eine  Function  van  x  und  y  ist. 

Man  kann  sich  die  Oleichnng  zwischen  x^  y  nnd  z  deshalb 
auf  die  Form 

(1-)  «  =/(^,  y) 

gebracht  denken  nnd  erkennt,  dass  die  Ver&nderongen  von  ;; 
auf  dreifache  Art  hervorgerufen  werden  kOnnen,  nindich 

1)  indem  sich  x  allein  Sndert, 

3)      „        yi    x  nnd  y  gleichzeitig  ändern. 

Den  unterschied  zwischen  diesen  drei  Fällen  kann  man  sich 
am  leichtesten  dnrch  die  geometrische  Dentmig  der  Gleichung 
(1.)  als  eine  Fläche  im  Baume  klar  machen.  Bleibt  y  constant, 
so  liegen  die  Flächenpunkte  mit  den  Goordinaten  x^  y,  z  alle  in 
einer  Ebene,  welche  zur  ZX- Ebene  parallel  ist  und  die  Fläche 
IQ  einer  Cnr?e  schneidet.  Auf  dieser  Curve  kann  daher  der 
Flächenpnnkt  P  nur  fortschreiten,  wenn  :r  als  die  einzige  Ver- 
änderliche und  y  als  Gonstante  beti*achtet  wird. 

Ebenso  kann  der  Flächenpunkt  P  nur  auf  einer  Gurre  fort- 
schreiten, welche  in  einer  zur  FZ- Ebene  parallelen  Ebene  liegt, 
wem  man  y  als  einzige  Veränderliche  und  x  als  Gonstante  be- 
trachtet. 

Sind  aber  x  und  y  beide  veränderlich,  so  kann  der  Flächen- 
punkt auf  der  Fläche  nach  allen  beliebigen  Bichtungen  fort- 
schreiteoDL 

Betraditet  man  zunächst  nur  x  als  veränderlich  und  y  als 
coMtant^  so  kann  man  z  wie  eine  Function  der  einzigen  Ver- 
änderlichen X  behandeln  und  auch  ebenso  differ^tiiren.  Man 
bezeichnet  dann  aber,  wie  schon  in  §  69,  Seite  293  hervorgehoben 

dz 
wurde,  den  Differential -Quotienten  nicht  mit  ^9  sondern  mit 

dz 

^1  so  dass  man  erhält 

^    '  OX       jg^o  ^^ 
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Betrachtet  man  sodann  nur  y  als  veränderlich  und  x  als 
comtant,  so  findet  man  in  derselben  Weise 

(3.)  |i = iün/(^>y+^y)-/(^>y) . 

^  oy     ^y=:o  ^y 

Diese  Grossen  werden  die  partieOm  Ableitungen  von  z  nach 
X  und  nach  y  genannt. 

Dem  entsprechend  nennt  man  die  Aaidenrng,  welche  z 
dadurch  erleidet,  dass  sich  nnr  ^  um  die  GrGsse  Jz  ändert,  die 
partielle  Zunahme  von  z  in  Bezug  auf  x  und  bezeichnet  sie  mit 
Jgfi.    Es  ist  also 

(4.)  2  +  J»z  =  f{x  +  Jx^  y), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahirt, 

(5.)  J^  =/(.  +  J.,y)  -/(.,y)  =/^£±^ZÄy)  j,. 

Ebenso  nemit  man  die  Aendemng,  welche  z  dadurch 
erleidet,  dass  sich  nur  y  um  die  Grosse  Jy  ändert,  die  partielle 
Zunahme  von  z  in  Bezug  auf  y  und  bezeichnet  sie  mit  Jf. 
Es  ist  also 

(6.)  z  +  Jyz  =f{x,  y  +  Jyl 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahirt, 

(7.)  J^  =:fi.,y  +  Jy)  -/(.,y)  ^fjM±Mll£^  j,. 

Lässt  man  jetzt  die  Grössen  Jx  und  Jy  unendlidi  klein 
werden,  indem  man  sie  durch  ihre  Differentiale  dx  und  dy 
ersetzt,  so  werden  auch  die  entsprechenden  Aenderungm  von  z, 
nämlich  J^fi  und  J^,  unendlich  klein  und  heissen  dann  ^e 
partiellen  Differentiale  dxZ  und  dyZ  von  z.  Dabei  folgt  ans  den 
GleichungMi  (5.)  und  (7.) 

(8.)       d^  =  lim-^^^  +  ^^f  --^(^»y)  Jx  =  tdx, 

^xs=0  ^X  OX 

(9.)        ö^  =  lixn-^(^'y  +  ^)  -/(^>y)  Jy=^  dy. 

jyszo  ^y  oy 

Wenn  sich  dagegen  x  vsdl  Jx  und  gleichzeitig  y  xm  Jy 
ändert,  so  nennt  man  die  entsprechende  Aendemng  von  z  die 
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tMändige  oder  totale  Zunahme  von  z  und  bezeichnet  sie  mit 
Jz,   Es  wird  also 

(10.)  z  +  Jz  =f{x  +  Jx,y  +  Jy), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Oleichnng  (1.)  sabtrahirt, 

(11.)  Jz  ^f(x  +  Jx,y  +  Jy)  —f(x,  y), 

wobei  Jx  nnd  Jy  von  einander    unabhängige  Grössen  sind. 
Aas  Gleichung  (11.)  folgft  nun  weiter 

Jz  =f{x  +  Jxjy  +  Jy)  —/(x,  y  +  Jy) 

+fi^,  y  +  ^y)  — /(^>  y)j 

oder,  wenn  man  y  +  ^y  der  Kflrze  wegen  mit  y^  bezeichnet, 

!Jz  =f{x  +  Jx,y^  —f{x,y;)  +f{x,y  +  Jp)—f(x,y) 
^f(x  +  Jx,y,)-f(x,y,)^^     f{o^,y+Jy)'-Ax,y) 
Jx  Jy  ^' 

Lässt  man  jetzt  wieder  Jx  und  Jy  unendlich  klein  werden, 
so  wird  auch  Jz  unendlich  klein  und  geht  in  das  volbtändiye 
oder  totale  Differential  van  z  fiber,  welches  man  mit  dz  bezeichnet 
Da  nun 

^^f(x  +  ^ar,  yO  —f{x,  yO  ^  df(x,y^)^ 

jassO  Jx  dx 

ijp^/(^>  y  +  ^y)  —A^y  y)  ^  ^/fr  y) 
^«0  Jy  ^ 

und  limyi  =  y  '^'^^9  ^  fS^^  ^^  Gleichung  (12.)  Aber  in 

(13.)  ^  =  i^rf.+J^rfy. 

oder 

(14.)  '''^=0^^^+ öj^y- 

Es  gilt  also  der  Satz: 

Dcts  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen 
Differentiale. 

Derselbe  Satz  ist  auch  in  §  69,  Gleichung  (16a.)  ausge* 
sprochen;  damals  handelte  es  sich  aber  um  eine  Function 

y  =/(«,  ^) 
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von  zwei  yerSnderlichen  Grossen  u  und  f ,  die  nicht  yon  einander 
unabhängig  j  sondern  beide  wieder  Functionen  von  einer  Ver- 
änderlichen X  waren. 


§107. 

Aufgaben. 

öz   öz 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Werthe  von  ^^  3-  and  dz  er- 
mittete für 

(1.)  z  ==  xy. 

AuflSsung.  Die  partielle  Ableitung  nach  x  bildet  man,  indem 
man  x  als  veränderlich  und  y  als  canstant  betrachtet;  und  die 
partielle  Ableitung  nach  y  bildet  man,  indem  man  y  als  veränder- 
lich und  X  als  constant  betrachtet    Deshalb  ist 

(2.)  I  =  8*V,  I  =  2.3y, 

(8.)  dS8  =  ^cfa+|2rfy  =  Zxhfyh;  +  2a;*y<'y- 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Werthe  von  ^9  ^  und  dz  er- 
mittete für 
(4.)  «  =  y2  sm  a:. 

AuflSsung.    Hier  findet  man  te  ähnlicher  Weise  wie  yorhin 

^^'^  ^  ^  y^^COSar,  ^  =  2ysmar, 

(6.)  <£;  =  y^cosarefe  +  2yWLxdyj 

dz    öz 
Aufgabe  3.    Man  soll  die  Werthe  von  ^9  ^  und  dz  er- 
mittete ftlr 

(7.)  «  =  y^  +  4«2y  +  2a:3. 

Auflösung. 

(8.)  |i  =  8ay -f  6a:2,         g  =  Sy* -f  4:c^ 

(9.)  dz  =  (8ay  +  6a:2)rfaj  +  (3y2  +  4fl:2)c/y. 


J 
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dz    öz 
Aufgabt  4.    Man  soll  die  Weithe  ym  ^9  ^  nnd  dz  er- 
mitteln fBr 

(10.)  z  =  ißfsxcmsiz  +  x\  ly. 

AiifIBsung. 

(12.)    dz  =(^ =  +  2ic .  ly  j<fe  +f  «i'arcsmar  +  — jrfy. 


§108. 

Differentiation  der  Functionen  von  melireren  von 
einander  iinal)liingigon  Veranderliclien. 

(VergL  die  Formel-Tftbelle  Nr.  185  und  136.) 

Das  m  §  106  angedeutete  Ver&hren  lAsst  sich  ohne  Weiteres 
auf  Functionen  yon  drei  oder  von  mehr  von  einander  onab- 
hiogigen  Veränderliche  übertragen.  Ist  z.  B.  ;;  eine  Function 
Yon  drei  Veränderlichen,  ist  also 

(1.)  z  =/  (t#,  r,  «7), 

so  kann  man  Konächst  die  partiellen  Ableitungen  bilden,  indem 
man  setzt 


(2.) 
(3.) 


dz  _  ^^/(u  +  Ju,  V,  w)  —f{u,  0,  w)^ 

dz  ^  jj^/(ti,  V  +  Jv,  t^)— /(«,  c,  to)^ 
dv      j9sso  ^^ 


(4.) 


dz  _  jjj^/(«9  g>  «^  +  ^^)  —/(<*>  g>  ^) 

dtO       J^:s0  Jto 

Aus  den  drei  partiellen  Zunahmen  von  z,  nämlich  aus 

f^vZ  =/(«  +  ^ti,  V,  w)  — /(w, «, «?), 
^vz  =/(«,  V  +  Jv,  w)  —f(u,  V,  w), 

erhält  man  sodann,  indem  man  Ju^  Jv,  Jw  durch  die  Differentiale 
du,  dvy  dio  ersetzt,  die  drei  partiellen  Differentiale  von  Zj  nämlich 

«lUohnTing.  30 
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(6.) 


dz 


dz 


ö«*  =  gjjrf«,    d^  =  -^dv,    d^  =  ^ 


dw. 


Ist  endlich  Jz  die  Aendenmg  von  z,  wenn  sich  gleichzeitig 
u  um  Ju,  V  nm  Jv^  w  am  Jw  ändern,  ist  also 

z  +  Jz  =/  {u  +  Ju^  V  +  Jv^  w  +  Jw), 
so  wird 

(7.)        Jz  =/(tt  +  ^tt,  «  +  Jv,  to  +  Jw)  — /(ti,  V,  ir), 

oder 

Jz  ^=zf(u'\-Ju,  v+Jv,  w+Jw)  — /{u^  v+Jv,  fO+Jfo) 

(7  a.)  -        +/(«>  t>+Jf>,  to+Jw)  — f{uj  f?,  tc+Jw) 

+f{u,v,w  +  Jw)  —f  («,  c,  tc). 

Bezeichnet  man   der  Eäi*ze  wegen  v  +  Je   mit  f>,    ond 
IT  +  ^U7  mit  t^i ,  so  kann  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 


Ju 


(7b.) 


+ 


^t? 


/(u,  v,w  +  Jw)  —fju,  V,  fo)  ^^ 

Jw 


bringen.  Geht  man  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  man  Ju,  Je 
nnd  Jw  durch  die  entsprechenden  Differentiale  du,  dv,  dw  ersetzt 
so  wird 

limt?i  =  V,    limw^  =  w, 

und  Jz  geht  über  in  das  voUatändige  (oder  totale)  Differential 
von  z,  nämlich  in 

(8.)  dz  =  ^^^Y:  ""^  ^" + ^^^Vj  "'^  dv + ^^hl'  "'^  du>, 

oder 


du 


dv 


dw 


(8  a.) 


au         at?         dw 


Auch  hier  gilt  also  der  Satz: 

Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen 
Differentiale, 
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Beispiel. 

Eb  sei 
(9.)  z  =  vhßWiu  +  «*'.  \u\ 

dann  wird 


(10.) 


{dz         .  ,  ^ 

du  u 

dz 

•^  =  2otrsmtt, 


also 

(11.)  dz  =^tj2M?co8ttH — \/tt  +  2f?ttJsinttrft?+(t?2sintt  +  tf*'.ltt)(fo?. 

In  derselben  Weise  kann  man 

(12.)  Z  =f(UiU2,...Un) 

nach  jeder  der  n  Veränderlichen  einzehi  differentüren,  indem  man 
die  anderen  Veränderlichen  als  comtant  betrachtet  So  erhält 
man  die  partiellen  Ableitungen.  Moltiplicirt  man  dann  noch 
mit  dem  Differential  der  betreffenden  Veränderlichen,  so  sind 
die  Prodncte  die  partiellen  Differentiale  von  z,  nämlich 

(13.)      du^z  =  ±4u, ,  d^z  -^-^dH.  •  •  •  ^-n^  =  ^  ^""• 

Das  vollständige  {oder  totale)  Differential  ist  dann  tüieder 
gleich  der  Summe  der  partiellen  Differentiale^  also 

(14.)  dz  =  ^rftl,  +  gjrfu,+  .  .  '+Q^^n. 

Dabei  ist  zunächst  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  n 
Veränderlichen  U|,  tij . . .  Un  von  einander  unabhängig  sind.  Der 
Beweis  für  die  Eichtigkeit  der  Formel  (14.)  lässt  sich  aber  auch 
leicht  auf  den  Fall  übertragen ,  wo  t^i ,  t«2}  •  •  •  ^n  sämmtlich 
Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  sind. 

In  diesem  Falle  sind  jedoch,  wie  f ür  w  =  2  schon  in  §  69 
gezeigt  wurde,  die  Differentiale  du^,  di^^...dun  nicht  mehr 
von  einander  unabhängige  Grössen;  es  folgt  vielmehr  aus  den 
Gleichungen 

30* 
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(15.)  u,  =  5Pi(0,  ttj  =  5Pi(0i  ...«-=  9^\ 

dass 

(16.)      du^  =  9>i'(<)*»  ^«h=  W(^)*,  ...*!,•  =  <(<)* 

wird.    Deshalb  darf  man  in  diesem  EaDe  die  beiden  Seiten  der 

GldchüDg  (14.)  dnrdi  dt  dividiren  und  erhSlt  auf  diese  Weise 

dz  ^dz  A<i      dz  du^   ,        I    ^*  *f5 

Die  Formel  (14.)  bleibt  sogar  noch  richtig,  wenn  tt,, 
U2^...un  wiederom  Functionen  von  m  Veränderliche  ^i  ^t  •  •  •  ^ 
sind,  wenn  also 

«2=  ?P2(^>^J  •••^)» 


(17.) 


(18.) 


Setzt  man  nämlich  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (12.)  em^ 
so  wird 

eine  Function  von  ^,  ^, . . .  A»  und  deshalb,  der  Formel  (14.)  ent- 
sprechend, 

(20.)         '&  =  f'«i  +  ;|'«2  +  ...  +  ^^. 

Ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen  (18.) 
(21.)  rf««=|^«f^  +  |'*,  +  ...  +  ^d^ 

flir  a  =  1, 2, 3, . . .  n.  Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (17.),  wenn 
man  zuerst  ^,  dann  ^2, . . .  endlich  tm  als  die  einzige  Veränder- 
liche betrachtet, 

dz  _  dz_  du^        dz^  du^  dz^  öa» 


(22.) 


dz  _  dz_  Olli        dz^  du2  ,  ,    dz^  dun 

di^'^  d^'di^  ^  di::^  dt^"^  ' ' '  '^  dun  dt^' 

dz  _  dz^  du^       .^^Üfi  1  I  ^  ^ 


i 
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Mnltipücirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  cft,, di^,* ..  dt^ 
und  addirt  sie,  so  erhfilt  man  mit  Rücksicht  anf  die  Gleichungen 
(20.)  mid  (21.) 

(23.)        *  =  d^^**i  +  g^^«»+--+-5S;''"*- 


§  109. 

WMerbotte  Differentiation  einer  Function  von  meiireran 

Veranderiictien. 

(VeigL  die  Formel-Tabene  Nr.  187.) 

Der  Efirze  wegen  bezeichnet  man  gewöhnlich  die  partiellen 
Ableitongen  durch  Indices.    Ist  z.  B. 

(1.)  Z    =f{U,    Vy   tO), 

so  setzt  man 

^^•^    ^=/i(«''«''^)»     '^^M^^^^^)y     g^=/sK«>»«')- 

Nun  sind  fiiuyVyV))^  f^{u^v,w)y  /^{u^v^to)  im  Allgemeinen 
wieder  Functionen  von  ti,  ü,  toy  die  man  nochmals  nach  den 
emzekira  Veränderlichen  düferentüren  kann.  Dadurch  esbüt 
man,  wenn  man  die  Ableitungen  wieder  durch  Indices  andeutet, 

gjj —  /ii  W  «^1  ^h  •  ^ —  /i2  W  «'j  ^)j 

Es  giebt  also  im  Ganzen  9  zweite  partielle  Ableitungen 
einer  Function  von  8  Veränderlichen. 

Die  Werthe  dieser  Ableitungen  sind  aber  nicht  sämmtlich 
Yon  einander  verschieden,  sondern  es  soll  sogleich  bewiesen 
werden,  dass 

f/lj(t*,  t?,  t£?)  =/2i  (tt,  !?,  «?), 
/l9(«',«',«')=/8l(«i»lH 
/23(w,t?,tt7)=/32(tl,t?,tt?) 

wird.    Zom  Beweise  genügt  es,  dass  man  sich  zunächst  auf  eine 
Function  mit  zwei  Veränderlichen  beschränkt.    Es  sei  jetzt  also 
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(4.)  «=/(«,  y), 

und 

(5-)  V  (y)  =/(^  +  *i  y)  —f(^i  y)  i 

also 

(6.)  y  (y  +  *)  =/(a:  +  Ä,  y  +  A)-/(:r,  y  +  i). 

Nun  ist  nach  dem  Tay/or'schen  Lehrsatze 

(7.)  y  (y  +  *)  -  y  (y)  =  y'(y  +  ©*) .  >t, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
einsetzt, 

(7a.)/(^  +  A,y  +  k)-fix,y  +  k)-f{x  +  Ä,y)  +/(i:,y)  = 

[/2(^  +  Ä,y  +  0A)— /2(^,y  +  ®A)]  .*. 

Setzt  man  dagegen 

(8.)  t/;  (^)  =  fix,  y  +  k)  -f{x,  y), 

also 

(9.)  xp(x  +  Ä)  =f(x  +  Ä,y  +  *)— /(:c  +  Ä,y), 

SO  folgt  aus  dem  Tay/or'schen  Lehrsatze 

(10.)  xp(x  +  Ä)  —  yj(x)  =  xfß\x  +  e^h) .  Ä, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (8.)  und  (9.) 
einsetzt, 

(10a.)  f{x  +  Ä,  y  +  A)  —fix  +  Ä,  y)  —f(x,  y  +  k)  +f(x,  y)  = 

[f,{x  +  0iÄ,y  +  A)-/i(^  +  ®iÄ,y)]  .Ä. 

Durch  Zusammenstellung  dieser  Gleichung  mit  Glddiung 
(7  a.)  erhält  man 

(11)   I  f/i(^  +  ®i*'y  +  *)-/i(^  +  ®i*»y)]-*= 

l  [/2(^  +  Ä,y  +  0*)  — /2(^,y  +  0*)] •*, 

oder,  wenn  man  auf  die  beiden  Grossen  in  den  eckigen  Klam- 
mem nochmals  den  Tay/or'schen  Lehrsatz  anwendet, 

(12.)  /i2  {x  +  ©lÄ,  y  +  ©2*) .  AA  =/2i  (a;  +  ©sÄ,  y  +  ©*) .  ä*. 

Dabei  sind  A  und  k  him^eichend  kleine,  aber  sonst  beliebige 
Grössen.    Deshalb  ist  auch 

(13.)     /,2  {x  +  ©lA,  y  +  ©jA)  =  A  (^  +  ®3Ä,  y  +  0*). 

Lässt  man  jetzt  h  und  k  gleich  Null  werden,  so  erhält 
man 
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(14.)    /.,(*,  y)=/«(^,y),    oder   _^=-^. 

Dies  giebt  den  Satz: 
Wenn  man  eine  Hinctian 

zuerst  partiell  nach  x  und  dann  partiell  nach  y  difiirenHirt,  so 
findet  man  dasselbe  BesuUai,  welches  man  finden  würde  ^  wenn 
man  zuerst  partiell  nach  y  und  dann  partiell  nach  x  differentiirt; 
oder  mit  anderen  Worten:  Die  Reihenfolge^  in  welcher  man  die 
partiellen  D^erentiaiionen  ausführt,  ist  gleichgültig. 

Dieser  Satz  lässt  sich  natfirlich  verallgemeinem ,  nicht  nur 
auf  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  Functionen  mit  be- 
liebig vielen  Veränderlichen ,  sondern  auch  auf  höhere  partielle 
Ableitungen.    Setzt  man  nämlich 

/ii(^,y)  =  -^— =g^'  /i2(^,y)  =  -^  =  ö;ö^' 

so  erhält  der  eben  ausgesprochene  Satz  die  Fassung 

(16)  ^W^  ^(Sy/     ^^  J^=    ^^  . 

^     *  dy  dx    '  dxdy  ~~  dydx' 

Bezeichnet  man  in  entsprechender  Weise  mit  ^    ^     den 

Ausdruck,  welchen  man  erhält,  indem  man  z  zuerst  m-mal 
partiell  nach  x  und  dann  n-mal  paiüell  nach  y  differentiirt,  so 
gilt  die  Gleichung 

d^z      ^       dH      _     d^z 
'^  dz^dy        dxdydx  ""  dydx^^ 


(15.) 
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und  wenn  man  in  ähnlicher  Weise  fortf&hrt, 

Ebenso  wird  fttr 
gezeigt,  dass 

^■H-*+J*2;  ^'•*4"**4^;j5  ^■•4"*4",^2J 

fl«*öü*öu^  ~  dv^dtTdic^  "~  ötö'  öu"  dt^ 

^■l+fH-^-j  gW»-fW+F;g  0*+*+'« 


(19.) 


§  110. 

Uebungs- Aufgaben. 

d^      d'2       d?sr 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Werthe  von  ^>  S~^'  fl^' 

3-^  ermitteln  für 

(1.)  «  =  ic^^  —  8a:^  +  ay*. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  erhält  man 
(2.)    g^  =  2ay»— 12a;»y  +  y*,    ^  =  8arV  —  8x*  +  4ay», 

^^  =  6^«-12^3  +  4y3,      g^,  =  6^V  +  12^^. 

Hierdurch  wird  auch  bestätigt,  dass 

d^z    ^  Jßz_ 
dxdy       dydx 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Werthe  von  g-^>  ö~ö"'  äTS"' 

g-j  ermitteln  für 

(4.)  «  =  sinx  Ay  +  ey  .  \x. 
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Aufllfung. 

(5.)        gj  =  C08a:.ly+^, 

dz      sinx  ,  ^  1 

(6.)     - 

g^  =  -8mx.ly 

dhi    _COBa;       ^ 
dydz         y         a? ' 

dy>==         y2    +''-^^- 

Aach  hier  wird  wieder 

d^z 

d^ 

da;dy 

dydz 

§  111. 

YolstSndige  Differentiale  liBlierer  Ordnung. 

(VergL  die  Formel-TaheUe  Nr.  138.) 

Es  sei  wieder 

(1-)  ^  =/(^,  y) 

eine  Fonction  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen,  dann  wird 
nach  Formel  Nr.  134  der  Tabelle 

(2.)  ^^Wz^  +  %^ 

das  erste  vollständige  Differential  von  z.  Dabei  sind  dz  und 
dy  zwei  von  einander  und  auch  von  z  und  y  unabhängige^ 
unendlich  kleine  Grössen. 

Unter  dem  zweiten  vollständigen  Differential  von  z  versteht 
man  nnn  das  vollständige  Differential  des  ersten  vollständigen 
Differentials  und  bezeichnet  es  mit  d^z. 

Um  d^  zu  bilden,  braucht  man  also  nur  in  Gleichung  (2.) 
z  wit  dz  za  vertauschen.    Dadurch  erhält  man 

(3.)  ^  =  rf(rf,)  =  ^W  J,  +  m  ay. 

Weil  nun  aber  dz  und  dy  von  z  und  y  unabhängig  sind, 
80  findet  man 
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/  d(dz)        dH  ,     ,      mz    ^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  <ir  und  (fy 
und  addirt  sie  dann,  so  erhält  man 

(5-)  '^=eii'^'  +  2^^^rfy  +  ^rfy>. 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  überall 
d'h  mit  dz^  vertauscht,  so  wird  die  rechte  Seite  ein  vollständiges 
Quadrat,  nämlich 

Diesen  umstand  benutzt  man,  um  die  Gleichung  (5.)  aal 
eine  einfachere  Form  zu  bringen;  man  schreibt  nämlich 

(5a.)  dh^(^^dx  +  ^^dyj, 

wobei  der  eingeklammerte  Exponent  (2)  bedeutet,  dass  man  den 

dz  d" 

Ausdruck  -^dx  +'^dy  wirklich  in's  Quadrat  erhebe ,  dann 

aber  überall  dz'^  mit  d'^z  vertauschen  soll. 

Man    sagt    bei    der  Ausführung  dieses  Verfahrens,  dass 

öz  öz 

■^dz  +  -^  dy  symbolisch  in's  Quadrat  erhoben  werde. 

Ebenso  versteht  man  unter  dem  dritten  vollständigen  Diffe- 
rential von  z,  nämlich  unter  d^z  das  erste  vollständige  Diffe- 
rential des  zweiten  vollständigen  DiffiBrentials.    Es  ist  also 

(7.)  d^.=  diä^)=^J^ä.  +  ^-^äy. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (5.) 
(d(dh)  ,       ö»«  ,  3  ^  -    dH     ,  ,  ,   ^     d^z     ,    ,  , 
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folglich  ist 

oder,   wenn   man   wieder   die   sfymbolische   Bezeichnungsweise 
benutzt, 

Aach  hier  bedeutet  der  eingeklaminerte  Exponent  (3),  dass 

Öz  öz 

man  3-  cfe  +  ^  rfy  zuerst  wirklich  in  die  dritte  Potenz  erheben 

und  dann  überall  dz^  mit  d^z  yertanschen  soll. 

So  kann  man  fortfahren  und  findet  für  das  m'«  vollständige 
Differential 

'dz  ,    .  dz  ,  V"*> 
5y 

öz  dz 

wobei  man  also  ^  di  +  W^  rfy  in  die  m'«  Potenz  erheben  und 

dann  dzr  mit  d^z  vertauschen  soll. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  für  einen  beliebigen  Werth 
von  m  wird  durch  den  Schluss  von  n  auf  « +  1  bewiesen. 
Gilt  nflmlich  die  Gleichung  (10.)  für  m  =  n,  so  wird  nach  dem 
binomischen  Lehrsatze 

Dabei  ist  A  =  n  —  k  und  das  Summenzeichen  2  deutet  an, 
dass  k  alle  Werthe  von  0  bis  n  durchlaufen  soll.    Es  wird  dann 


(10.)  *.«  =  (|,fe  +  |^)'", 


Ersetzt  man  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  beiden 
Gleichungen  durch  die  entsprechenden  in  der  symbolischen  Dar- 
stellung, so  erhält  man 
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und 


(14.) 


Indem  man  die  Gleichungen  (12.)  addirt ,  erhält  man  auf 
der  linken  Seite 

(15.)  ^)di+Ö^rfy  =  dH-1., 

auf  der  rechten  Seite  dagegen,  wenn  man  d^^^z  mit  ö:s^*  ver- 
tauscht, mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.) 

folglich  ist  unter  Anwendung  der  symbolischen  Bezeichnungsweise 

Gilt  also  die  Gleichung  (10.)  für  m  =  n,  so  gilt  sie  aadi 
für  m  =  «+  1. 

Was  in  dem  Vorhergehenden  für  eine  Function  von  ^ne«t 
unabhängigen  Veränderlichen  gezeigt  worden  ist ,  kann  man  in 
ähnlicher  Weise  auch  für  Functionen  mit  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zeigen.    Dadurch  findet  man  für 

(18.)  «=/(«!>  «2j  •••««) 

zunächst  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  136  der  Tabelle 

(19.)  dz  =  ^rf«,+  ^  e?«,+  . . .  +  ^rf«„ 

und  durch  wiederholte  Differentiation 
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_        (bz    .     ^    dz    ,      ,  ,    Ö«    ,    V» 

(20.)     j ^^^ 

Bei  dem  ersten  yollstandigen  Differential  von  z  war  es 
gldchgöltig,  ob  die  Veränderlichen  Ui,«,, ...«w  von  einander 
Qoabhftngig  sind  oder  nicht,  denn  man  erhielt,  auch  wenn  U|, 
«2}  •  •  •  tf»  sftmmtlich  Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  oder 
von  mehreren  VertnderUchen  ^,  ^,..^11»  waren, 

Bei  den  höheren  vollständigen  Differentialen  aber  bleiben 
die  Gleichnngen  (20.)  nnr  dann  richtig,  wenn  f^i,  t^, . . .  t4n  von 
ejnaader  unabhängig^  oder  wenn  sie  lineare  Fonetionen  von 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  ^1,  ^2 ...  4»  sind.  Ist  z.  B. 
wieder 

(21.)  ^=/(^,y) 

und  sind 

a;  =  9  (Ol    y  =  V  (<) 
beide  Functionen  einer  neuen  Veränderlichen  tj  so  erhält  man 
zunächst 

(22.)  &  =  g&:+gc^. 

Hierbei  sind  aber  dx  und  dy  nicht  mehr  von  einander  un« 
abhängige  Grössen,  sondern  es  ist 

(28.)  dx  =  ip'{t)dt,    dy  =  xp'{i)dt 

Deshalb  kann  man  auch  die  Gleichung  (22.)  auf  die  Form 

,     .  & dz  dx      dz  dy 

^^^^^  dÜ^'Sxdt  '^"Sydt 

brinrai.    Da  z  und  _ ,  ~  ^, ...  als  Functionen  der  einzigen 

dt    dz   dy 

Veränderlichen  t  anzusehen  sind,  so  erhält  man  durch  nochmalige 

Differentiation  nach  t 
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(25.) 


dPz^    K^Jdx         \dy)dy      dz  d^       dzdhf 
dfi'^     dt     cß  "^      dt     dt"^  dx  dfl  "*"  dy  dfl' 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (24.),  indem  man  z  bezw.  mit 


/5  a 

s-  oder  mit  3-  vertauscht, 
dx  dy  ' 


(26.) 


dt 

'dz 


_  ö^  ^       ^z_  dy 
~  dx^dt  "^  dxdy  ^ 


Q_ 


dt 


dh  dx       dh  dy 
dxdy  dt  "^  dy^  dt' 


folglich  geht  die  Gleichung  (25.),  wenn  man  wieder  die  sym- 
bolische Bezeichnungsweise  anwendet,  über  in 


(27.) 


^^  -.(^  ^  4.  ^^V^^j.  dzdh^dzd^y 
dfi'^Xdxdf'^  dydi)   '^  diW^  dyW 


Indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  dfl  multiplicirt, 
giebt  dies 

/««   X  jn       /öz  ,    ,  dz  ,  Y^> ,  dz  ^     ,  dz  j^ 

(27a,)  d^,  =  (^^dz  +  ^dy)   +g-cPa:  +  ^«Py. 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  also  von  der  Gleichong 

(5a.)  auch  äusserlich  dadurch,  dass  auf  der  rechten  Seite  noch 

dz  dz 

die  Glieder  ^dh:  +  ^dh/  hinzugetreten  sind. 

Ist 

(28.)  z  =/(Wi,w-2,  •..«*«)? 

und  sind 

(29.)  u^  =  9)1(0,     U2  =  92(0» .  • .  «^n  =  yn  (0 

sämmtlich  Functionen   einer  neuen  Veränderlichen  t^   so  findet 
man  in  ähnlicher  Weise 


(30.) 


dz  =  -TT-  du^  +  -s—  du^  +  . . .  +  -^  dUn, 


Öttj 


Öttj 


dUn 
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^^^•^       »  dz  ^  dz  ^  dz  ^ 

wobei 


{t)dfi,...     (PUn=  g>n\t)dP. 

Man  erkennt  aus  den  letzten  Gleichungen  leicht,  unter 
welcher  Bedingung  die  Grössen 

dhiij    cPmj,  . . .  cPun, 
oder 

IP'  'dp'        dp 
yerschwjnden.    Dies  geschieht,  wenn 
(33.)        M^  =  aj^  +  4i,     «2  =  aj^  +  ij»  •  •  •     w«=  «n^  +  in 
/in^are  Functionen  von  t  sind.    Dann  wird  nämlich 

und 

(35.)  'W^    '         ~dP^'^"        '^^ 

In  diesem  Falle  ist  also  wieder 

oder 

^    '^        lfi''\ß^,~dt^di^^~dt'^''''^d^n^)  ' 

Gterade  dieser  Fall  wird  aber  in  dem  Folgenden  in  Betracht 
kommen. 

Gelten  die  Gleichungen  (83.),   so  findet  man  jetzt  auch 
ebenso  wie  früher 
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(39.) 


.  ^z  _/ dz  du^        dz  du2  i    ^^  ^«»V"^ 

^  /dz  ö«       .  ,    &      V") 


§112. 

Nicht  entwickelte  Functionen  einer  Verlndeiiiclwn, 
gegeben  durcli  simultane  Gleichungen. 

(YergL  die  Formel-Tftbelle  Nr.  189.) 

Es  kommt  häufig  yor,  dass  y  and  z  als  Functionen  der 
einen  Veränderlichen  z  gegeben  sind  durch  zwei  Gleichungen 

(1.)  F{x,  yyz)  =  {)    und    Q  (ar,  y,  z)  =  0, 

welche  gleichzeitig  bestehen  und  deshalb  simuUan  genannt  werden. 

Jede  der  beiden  Gleichungen  für  sich  allein  wärde,  geo- 
metrisch gedeutet,  einer  Fläche  entsprechen;  gelten  sie  aber 
gleichzeitig,  so  können  ihnen  nur  die  Goordinaten  derjemgen 
Punkte  genttgen,  welche  auf  beiden  Flächen  liegen,  d.  L  die 
Gleichungen  (1.)  stellen  zusammen  die  SchnOtcurve  der  beiden 
Flächen  dar. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche 
2;,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(2.)  H{z,y)  —  0,    oder    y=f(x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die  XF-Ebene  projicirt.  Eliminirt  man  aber  aus  den 
Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(3.)  K{x,  z)  =  0,    oder    «  =  ^  (x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die  XZ-Ebene  projicirt.  Da  die  Raumcurre,  welche 
durch  die  beiden  Gleichungen  (1.)  erklärt  wird,  auf  diesen  beiden 
Cylindem  liegt,  so  ist  sie  auch  die  Schnittcurve  dieser  beid^ 
Gylinder  oder  wenigstens  ein  TheU  davon,  denn  die  Cyhnder 
können  möglicher  Weise  auch  noch  Punkte  gemeinsam  haben, 
die  nicht  auf  der  gegebenen  Curve  liegen. 

Es  kommt  hier  gar  nicht  auf  diese  geometrisdie  Deutong 
an,  es  sollte  vielmehr  die  vorstehende  Untersuchung  nur  zeigen. 
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dass  maa  y  und  z  als  Fanctionea  der  einzigen  unabhängigen 
Veränderlichen  x  betrachten  darf.  Deshalb  ist  es  auch  möglich, 
y  nnd  z  als  Functionen  von  x  zu  differentüren ,  und  zwar  kann 

man  -^  und  -^  auch  berechnen,  ohne  die  Gleichungen  (2.)  und 

ax  ux 

iß.)  wirklich  zu  bilden. 

Dies  geschieht,  indem  man  auf  die  Gleichungen  (1.)  die 
Regeln  anwendet,  welche  in  Formel  Nr.  136  der  Tabelle  aus- 
gesprochen sind,  wobei  man  aber  in  diesem  Falle  die  drei  Ver* 
änderlichen  tf^,  t^,  u^  bezw.  mit  x,  y,  z  und  die  unabhängige  Ver- 
änderliche t,  von  der  «<i,  t^,  ^^  abhängig  sind,  mit  x  vertauschen 
mass.    Dadurch  erhält  man 

dF^  dFdx      dFdy      dFdz_  ^  ^ 
(Ix       dx  dx      5y  dx       dz  dx         ' 

oder,  wenn  man  wieder  ^  mit  i^,,  ^  mit  i^,  -^  mit  F3  be- 
zeichnet, 

(4.)  F,^F,%^f/^^0. 

Ebenso  findet  man 
(5.).  G,  +  G,%  +  G,%  =  0:- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  jetzt  sehr  leicht 
dnrch  Elimination 

dy_F,G,-F,G,  dz      F,G^-F,G, 

^""'^  dx-F^G^-F,G^     "^^     dx^F^G,—F^G^ 

Mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  in  dem  Vorstehenden 
X  als  die  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wurde ,  kann 
man  auch  y  als  die  unabhängige  Veränderliche  ansehen.  Da- 
durch werden  x  nnd  z  Fnnctionen  von  y,  und  man  erhält  in 
TJebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (6.) 

(l\    ^  _  J^g3  —  F^Gi         ,     dz^  __  FiGo  —  FoG^ 
^'^    dy- F,G,-F,G,     ™^     dy        F,G,-F,G,' 

Stegemann- Kiepert,  Differential-Beohnmig.  31 
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Macht  man  z  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  erhalt 
man 

dx  _  E,G,-F,G^  dy  _F,G,-F,G, 

^""•^    dz  "■  F^G^—F^G^  dz  "  F^G^^  —  F^G^' 

Man  kann  die  Gleichungen  (6.),  (7.)  und  (8.)  zusammen- 
£Bifisen  in  der  Formel 

(9.)  dx  :  dy\dz  —  F^ G^  —  F^ Gi  :F^G^—  Fy  C?^  iF^G^  —  F^G^ . 

oder 


FiF, 

• 

Fi  F, 

9 

F,F^ 

GiGi 

■ 

Gj  Gl 

• 

Gl  Gi 

(9a,)        dx:dy:dz  = 


üebungs- Beispiele  für  diese  Formeln  finden  sich  bei  den 
geometrischen  Anwendungen  der  folgenden  Paragraphen. 


XIV.  Abschnitt. 

Anwendni^en  auf  die  aoalytische  Geometrie 
der  Ebene  nud  des  Raames. 

§  113. 

Bestimmung  der  Tangenten  und  der  Normalebenen  bei 
einer  Curve  im  Räume. 

(VergL  die  Fariael-Tiibene  Nr.  140-143.) 
Aufgabe  1.    Man  soll  das  Bogenelement  ds  einer  Curve  im 
ß&Qme  bestinunea  und  die  Cosinuss«  der  Winkel  u,  fi,  r  berechneo, 
welche  d»  mit  den  positiven  Richtungen  der  Coordinaten-Axen 


Es  seien  F  und  P,  zwei  benachbarte  Punkte 
auf  der  Curve  mit  den  Coordinaten  x,  y,  *  bezw. 

ll.)  z,  =  I  +  rfj-,      y^=^\i-\-dy,     2,  =  «  +  dz, 

wo  wieder  die  Bezeichnung:en  dj-,  p.^  u^ 

i>j^  dz  aodeaten  sollen,  dass  die 
Punkte  P  und  Pj  einander  un- 
endlich nahe  rilcken  dürten. 

Legt  man  jetzt  durch  die 
Punkte  P  und  P,  Ebenen  pa- 
rallel zu  den  drei  Coordinaten- 
Ebenen  (vergl.  Fig.  122),  so  erhält 
man  ein  rechtwinkeliges  Parallel- 
epipedon  mit  den  Seitenkanfen  eic, 
d%  dz  und  der  Diagonale 
i-'.)  PJ*,  =  ds. 

Da  die  Gerade  PP,   mit  dem  Bogen  PP^   zusammenfällt, 
wenn  die  Punkte  PundP,  einander  unendlich  nahe  rücken,  so 

31* 
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nennt   man   ds  das   Bogenelement  und  erhält  nach  bekannten 

Sätzen  aus  der  Stereometrie 

(3.)  (fc2  =  dx^  +  dy^  +  cfe2. 

Femer  ergiebt  sich  ohne  Weitei-es  aus  der  Figur,  dass 
/ 1  \  ^^  o      ^y  dz 

ist,  wobei  «,  ß^  y  die  Winkel  sind,  welche  ds  mit  den  positiven 
Richtimgen  der  Coordinaten-Axen  bildet. 

Aufgabe  2.    Eine  Raumcurve  sei  dui^^h  die  Gleichungen 

(5.)  F{x,y,z)=^0,     G(x,y,z)=^0 

gegeben ;  man  soll  im  Curvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  j,  y,  = 
ihre  Tangente  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  im  Eaume 
schreibt  man  gewöhnlich  in  der  Form 

(6.)  X*  =  mz*  +  fij     y'  =  nz*  +  v. 

Dies  seien  also  auch  die  Gleichungen  der  gesuchten  Tan- 
gente, wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x'^  y',  z'  bezeichnet 
werden  mögen,  weil  a-,  y,  z  die  Coordinaten  des  Berühmngs- 
punktes  P  sind.  Damit  die  Tangente  durch  diesen  Punkt  P 
geht,  müssen  die  Gleichungen 

(7.)  x  =  mz  +  fjt,     y  =  nz  +  p 

gelten,  folglich  erhält  man  für  die  Tangente  die  Gleichungen 

(8.)  X*  —  X  =  m(z'  —  z)y     y*  —  y  =  n{z*  —  z). 

Um  auch  noch  die  Coeffidenten  m  und  n  zu  bestimmen, 
beachte  man,  dass  die  Tangente  auch  durch  den  Curvenpunkt 
P*  hindurchgehen  muss,  welcher  dem  Punkte  P  unendlich  nahe 
liegt  und  deshalb  die  Coordinaten 

(9.)  a:'  =  a:  +  ^T,     y*  =1  y  '\-  dy^     z*  :=z  z  +  dz 

hat.    Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (8^  ein,  so 

erhält  man 

(10.)  dx  =  mdz,     dy  =  ncfc, 

oder,   indem  man  durch  dz  dividiil  und  Formel  Nr.  139  der 
Tabelle  berücksichtigt. 


§  113.    Bestimmung  der  Tangenten  imd  Nonnalebenen.        485 

■     ''  dz  ~  FiG^  —  F^Gt'  dz''  Fi  Ö,  -^JiC?, 

Die  Tangente  im  Punkte  P  liat  daher  die  Gleichongen 

(12.)  X'-T.  =  ^(Z--Z),      y'-y^^(z'-z), 

oder 

2a.)x--^  =  ^;^;_^;^;(z'-.).  y'-y  =  ^^i_^.'_.). 

Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Gleichungen  in  der  Form 

(13.)  ^'—^  =  y'—y  =  ?lr7.^ , 

*'  dx  dy  dz 

oder 

.       .  X*  —  X  y*  —  y  z*  —  z 

^^^^^     F^G,-F,G^^  F,G,-F,G,^  F,G^-E,G,^ 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Ebene  bestimmen,  welche  im 
Cunrenpnnkte  P  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  auf  der  Curve 
senkrecht  steht. 

AuflSsung.  Die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den 
Pnnkt  P  hindurchgeht,  ist 

(14.)  A{x'  —  x)  +  B{y'  —  y)  +  C(z'  —  z)  =  Q. 

Damit  diese  Ebene  auf  einer  Geraden 

af  =  mz*  +  A*f  y'  ==  nz*  +  y 

senkrecht  steht,  muss  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Baumes 

(15.)  ^  ~  C '       ^^1j 

sein.  In  dem  vorliegenden  Fall  ist  aber  die  Tangente  die 
Gerade,  welche  auf  der  gesuchten  Ebene  senkrecht  stehen  soll, 
folglich  gehen  die  Gleichungen  (15.)  mit  Bücksicht  auf  die 
Gleichungen  (11.)  über  in 

/,  _    V  dx      A  dy      B 

^^^^^  -d^^-c'      Tz=-c' 

80  dass  num  für  die  gesuchte  Eb«ie  die  Gleichung 


486  §  114.    Uebungs-Aufgaben«  * 

(16.)  (:r'  —  T)dx  +  (y*  —  y)dy+  {z*  —  z)dz  =  0, 

oder 

(16  a.)   {E,G^  —  F,G^)  {x*  —  x)  +  {F^G,  -  F, G^)  iy' -  y) 

+  (i^(?2--F2G0(^'-^)  =  O 

erhält.    Diese  Ebene  heisst  die  Normalebene  der  Kamncarve  im 
Punkte  P. 

§  114. 

UebungS'Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Der  Kegel 

a'i  ^  b'i       c2       ^ 

schneidet  die  Kugel 

^^  +  y^  +  «^  —  »-^  =  0 

in  einer  Raumcurve;  man  soll  die  Tangente  und  die  Normal- 
ebene dieser  Curve  im  Punkte  P  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(1.)        ir=£i+|i_£i,  G==^2  +  y2  +  ^2_,2, 

folglich  wird 

^1    =  — ö  '  ^2  =^  TÖ  '  -*^S  = 5" ' 

1  a2  2  J2  3  ^2 

Gl  =  2:r,  02  =  2y,  (?3  =  2z, 

also 


3.)   I 


vr'        T^i^  _**y      **y_       ^^/-^s      Ki\ 


Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  142  der  Tab^e  fSr  die  Tan- 
gente die  Gleicirangen 

.         b^^jx'  —  x)_       c^*  (y' — y)  o»i»  (g*  —  g) 

^*'''         y2(6»  +  c»)  ~       2x(c«  +  a»)  ~       «y(o»  —  6») ' 
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oder 


c\a^  —  V)x{x*  —  x)  —  —  a»(62  +  c'^)z{z'  —  z\ 


(5.)     1^'^-'- 

Ans  den  Gldchongen  (3.)  folgt  sodann  nach  Fonnel  Nr.  143 
der  Tabelle  für  die  Normalebene  die  Gleichnng 

oder 

(6.)  aV<*'+o'){^'-«)--*^(c^+a^)  (y'— y)-c2^}<a^Ji)(z'— z)=0, 

oder 

(6a.)  ai(Ä2  +  c«)yza:'  —  42(^2  +  a?)zxy*  —  c\a^  —  b^)xyzf  =  0. 

Aufgabe  2.    Die  Schranbenlinie  hat  die  Gleichimgen 

(7.)  a;2  +  y2_o2  =  o    und    y  — ^tg0)  =  O; 

man  soll  die  Tangente  und  die  Normalebene  im  Curvenpunkte 
P  befitimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(8.)  F=x^  +  y^  —  a\      G^y  —  xtg(^ 

folglich  wird 

(9.)        F^  =  2x,  Ei  =  2y,    F^^O; 

(10.)    (?,  =  -t«:(i)(?2  =  i,    <?3  =  -|[i  +  tg^(f)} 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7.) 

(loa.)    (?,  =  -|.    G,  =  l,     (?,  =  -|(i  +  ^)=-|. 

Dies  giebt 


(11.) 


cx 


F,G, 


_  2v^       2a2       2aV 

Die  Gleichungen  der  Tangente  sind  daher  nach  Formel 
Nr.  142  der  Tabelle 
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ct(x*  —  x) cx{y* —  y) cz{z* — z) 

oder 

(12.)      ^-x  =  -\{z^-z),    y'-y  =  f(^-^). 

Die  Gleichung  der  Normalebene  wird  nach  Formel  Nr.  143 
der  Tabelle 

oda* 

(13.)  y{x*  —  x)  —  x{^  —  y)  —  c{z*  —  z)  =  % 

oder 

(13  a.)  yx*  —  xy'  —  c{^  —  «)  =  0. 

Aufgabe  3.    Die  Kugel 

a:^  +  y^  +  -^  —  »•'  =  0 
wird  von  dem  Cylinder 

a:2  —  r:r  +  y^  =  0 

durchbohrt;  man  soll  die  Tangente  und  Normalebene  der  Schnitt- 
curve  im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  x^  y,  z  bestimmen. 

AuflSsung.    Hier  ist 
(14.)         F=ix^  +  y^  +  z^  —  r^,     G^x^  —  rx  +  y\ 

folglich  wird 

,^g.  {F,  =  2x,  2^2  =  2y,      F^^2z, 

lGi=2rc  — r,     G^  =  2y,      ©3  =  0, 
alßo 

lF^G^  —  F^G^  =  —^yz, 

(16.)         I  F^G^  —  F^G^  =  ^xz  —  2rz, 

\f,G2-  F^G^  =  4a:y  — 4a:y  +  2yr  =  2ry; 
dies  giebt  nach  Formel  Nr.  142  der  Tabelle  fiir  die  Tangente 
die  Gleichungen 

(17.)  — T —  =  -tI ^  = J 

—  2y«       z{2x  —  r)         ry 

oder 

(18.)  1    ^(«'— ^)  =  — 2^2^'  — «)» 

i  ry{y' —y)  =  i2x  —  r)z{z' — z). 
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Die  Gleichung  der  Normalebene  wird  nach  Formel  Nr.  143 
der  Tabdle 

(19.)     2yz{x'  —  x)  —  {2x  —  r)z{y'  —  y)  —  ry{z'  —  z)^  0, 

oder 

(19a.)  2  yzx*  —  {2x  —  r)zy'  —  ryzf  =  0. 

§  115. 

Tangenten  und  Tangential  -  Ebenen  an  eine  beliebige 

krumme  Fläche. 

(Yergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  144  und  146.) 

Bine  gerade  Linie  heisst  eine  Tangente  der  Fläche 

(1.)  -F(ar,y,2)  =  0    oder    z=f(/r,y), 

wenn  sie  durch  zwei   unendlich   nahe  Punkte   der  Fläche   hin- 
durchgeht 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  dass  die  Gerade 

(2.)  xi*  =  mz*  +  /i,     y'  =  nz'  +  *' 

die  Fläche 

« =/(^»  y) 

im  Flachenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  berührt. 

AufIBsung.  Die  laufenden  Coordinaten  der  geraden  Linie  sind 
mt  x*j  y',  z*  bezeichnet  worden,  weil  x,  y,  z  die  Coordinaten 
des  Berührungspunktes  P  sind.  Damit  nun  die  Gerade  durch 
diesen  Berührungspunkt  P  hindurchgeht,  müssen  die  Gleichungen 

(3.)  x  =  mz  +  /Jb,     y  =:nz  -{-  V 

gelten.    Daraus  folgt 

(4.)  X* — x^=zm{z*  —  z\     y* — y=zn{z*  —  z). 

Irgend  ein  Flächenpunkt  P',  welcher  dem  Punkte  P  be- 
nachbart ist,  hat  die  Coordinaten 

(5.)  x'=zx+Jx,    y'  =  y-{'Jy,    z'  =  z+Jz==f{x+Jx,y+Jy), 

wobei  noch  Jx  und  Jy  ganz  beliebig  und  von  einander  unab- 
hängig sind.  Damit  nun  die  Gerade  auch  durch  diesen  Punkt 
P'  hindurchgeht,  müssen  die  Gleichungen 

(6.)  Jx  =  mJz    und    Jy  =  nJz 

befriedigt  werden. 
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Lässt  man  jetzt  Jx  und  Jy  imeiidlicli  klein  werden,  indem 
man  sie  bezw.  durch  dx  und  dy  ersetzt,  so  rückt  der  Punkt  P' 
dem  Punkte  P  unendlich  nahe.  Dann  wird  auch  Jz  unendlich 
klein,  und  zwar  geht  Jz  über  in 

(7.)  rf,=  ^^+|rfy. 

Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  (6.)  die  Form  an 

Dies  giebt 
(8.)  (m|l-l)d^  +  m|lJy  =  0, 

(9.)  «||rf^+(„|-l)rfy=0. 

dz 
Multiplicirt   man  Gleichung  (8.)  mit  n^y-j  Gleichung  (9.) 

dz 
mit  1  —  »i  -^r '  so  erhält  man  durch  Addition  und  ForÜassung 
dx 

des  Factors  dy 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  geht  die  Gerade  durch  zwei 
unendlich  nahe  Punkte  dei*  Fläche,  d.  h.  sie  ist  eine  Tangente 
derselben. 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

F{x,y,z)  =  {^ 
gegeben  ist,  so  erhält  man,  indem  man  y  als  constant  ansieht 

(^^•)       ^+^-1  =  «'   ^^   ^^  +  ^»1  =  0. 

und  indem  man  x  als  constant  ansieht, 
also 


§  115.    Tangeut^'n  und  Tangentialebenen.  491 

Deshalb  geht  die  Gleichung  (10.;  über  in 

(14.)  F^m  +  F^n  +  -F3  =  0. 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  sei  wieder 

(15.)  F{x,y,z)^0,    oder    z=f{x,y); 

man  soll  durch  den  Punkt  P  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  eine 
Tangentialebene  legen. 

Auflösung.  Da  in  Aufgabe  1  die  Grössen  dx  und  dy  von 
einander  unabhängig  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  Tangenten 
der  Fläche  im  Punkte  P.  Davon  kann  man  sich  auch  dadurch 
fiberzeugen,  dass  man  in  den  Gleichungen  (10.)  und  (14.)  den 
Werth  von  m  noch  beliebig  annehmen  darf,  während  man  dann 
den  Werth  von  n  aus  dieser  Gleichung  berechnen  kann.  Es 
wird  nämlich 

(.16.)  «  =  - — ^ = -ip-    • 

Setzt  man  diesen  Werth  von  n  in  die  Gleichungen  (4.) .  ein, 
so  erhält  man 

oder 

(17a.)  x^—x=^m{z'  —  zl    F^{y' —  y)  = —  {F,m+F^){z'  —  z). 

Diese  Gleichungen  stellen  also  eine  Tangente  im  Flächen- 
punkte  P  dar,  welchen  Werth  auch  m  haben  mag.  Eliminirt 
man  jetzt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  m,  so  erhält  man 

(.18.)  Z'-Z^    g(^-_^)+^(y-_y), 

oder 

(18a.)         F^{x'  —  x)  ^^  F^(y*  —  y)  +  F^{z'  —  z)  =  0. 

Dies  sind  zwei  verschiedene  Formen  flirre  Gleichung  einer 
Ebene^  in  welcher  alle  Tangenten  liegen,  die  im  Punkte  P  an 
die  Fläche  möglich  sind.  Man  nennt  diese  Ebene  daher  die 
Tangentialebene  der  FTäche  im  Punkte  P. 
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Die  Gleichung  der  Tangentialebene  findet  man  auch  in 
folgender  Weise.  Der  Flächenpunkt  P  habe  wieder  die  Coor- 
dinaten  .r,  y,  z.    Lässt  man  jetzt  x  van  Jx  wachsen,  während 

y  unverändert  bleibt,  so  gelangt 
^^^  ^^  man  vom  Punkte  P  zu  einem 

z  .,-',: —  benachbarten  Flachenpunkte  P, 

(Fig.  123),  dessen  Ooordinatai 

.ri  =  ar  +  Jx,     y^—y 

und 

^i  =  ;:  +  J:^  ^f{x  +  Jx,  y) 

sind.  Lässt  man  dag^n  y  um 
Jy  wachsen,  währ^d  x  con- 
stant   bleibt,  so  gelangt  man 

vom  Punkte  P  zu  einem   dritten   Flächenpunkte  P2  mit  döi 

Coordinaten 

Durch  diese  drei  Punkte  P,  P^ ,  P,  ist  eine  Ebene  bestimmt, 
deren  Gleichung 

(19.)  Äx'  +  jBy'  +  Cr'  +  D  =  0 

heissen  möge.  Auch  hier  sind  die  laufenden  Coordinaten  der 
Ebene  mit  a?',  y\  zf  bezeichnet  worden,  weil  x^  y,  z  die  Coordi- 
naten des  Punktes  P  sind.  Die  Gleichung  dieser  Ebene  kann 
man  noch,  indem  man  durch  C  dividirt,  auf  die  Form 

(20.)  z'  =  ax'  +  Jy'  +  c 

bringen.    Damit  nun  die  Ebene  durch  den  Punkt  P  geht,  muss 

die  Gleichung 

(21.)  2:  =  aa;  +  Jy  +  c 

gelten,  folglich  wird 

(22.)  z^  —z  =  a(x'  —  x)  -^h{y*  —  y\ 

Damit  die  Ebene  durch  die  Punkte  P^  und  P^  hindurch- 
geht, muss  die  Gleichung  (22.)  auch  für  die  Coordinat^  dieser 
Punkte  befriedigt  werden.  Dadurch  erhält  man  die  beiden 
Gleichungen 

J.:^z  =  aJx     und     J  ,jZ  =  Jz/y, 
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oder 

(23.)  a  =  — -,         6  =  _jL. 

Lasst  man  jetzt  Jx  und  ^y  unendlich  klein  werden,  indem 
man  sie  durch  ihre  Differentiale  dx  und  dy  ersetzt,  so  rücken 
die  Punkte  P^  und  P%  dem  Punkte  F  unendlich  nahe ,  und  die 
Gleichungen  (23.)  gehen  über  in 

^,  >  dz         ^       dz 

(24.)  a=;5~j        Z»  =  -5-, 

dx  dy 

so  dass  die  Gleichung  (22.)  die  Form 

aminnmt,  welche  mit  Gleichung  (18.)  übereinstimmt. 

Der  Sinn  dieser  zweiten  Herleitung  ist  folgender: 
Die  geraden  Linien  PP^  und  PP^  werden  Tangenten  der 
Fläche,  wenn  die  Punkte  P,  und  P^  dem  Punkte  P  unendlich 
nahe  rucken.  Die  Ebene  PPiP^  ist  also,  wenn  man  Jx  und  Jy 
unendlich  klein  werden  lässt,  durch  zwei  Tangenten  des  Punktes 
P  hindurchgelegt.  Da  aber  alle  Tangenten  eines  Flächenpunktes 
P  m  derselben  Ebene,  nämlich  in  der  Tangentialebene,  liegen, 
so  ist  diese  Ebene  die  Tangentialebene. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  wird  illusorisch,  wenn 

(26.)  Fi  =  0,     i'2  =  0,     i<i  =  0. 

In  diesem  Falle,  welcher  allerdings  nur  ausnahmsweise  ein- 
treten kann,  liegen  die  Tangenten  des  Flächenpimktes  P  nickt 
mehr  sämmtlich  in  derselben  Ebene. 

§  116. 

Uebungs  -Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Ein  EUipsoid  ist  durch  die  Gleichung 

^A  4/2  -^2 

gegeben;  man  soll  im  Flächenpunkte  P  mit  den  Coordinaten 
ar,  y,  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 
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Auflösung.    Hier  ist 

7^       y^       z^ 

^(^.y»^)  =  -^  +  f2+72  — 1^ 

also 

(2.)  ^^"^1^'     ^'^^W     ^3^^' 

deshalb  wird  nach  Fonnel  Nr.  145  der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

^^•^  — w~  +  — w~  +  — ^^~"  "  ^' 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (3.)  addirt, 

Aufgabe  2.  Ein  eUiptischea  Paraboloid  ist  durch  die  Gldchung 

(5.)  x^  +  «V  —  2pz  =  0 

gegeben;  man  soll  im  Flächenpunkte   P  mit  den  Coordinaten 
X,  y,  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

F{x,  y,  z)^x^  +  a^ip-  —  2pz, 
also 

(6.)  F,  =  2x,     i^2  =  2a2y,     F,  =  -2p, 

deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  145  der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

(7.)  x{x^  —  x)  +  a^(y'  —y)—p(z*  —  z)  =  0, 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (5.)  und  (7.)  addirt, 

(8.)  XX*  +  ahfy*  —p{z^  +  z)=^  0. 

Ist  z.  B. 

a;  =  3,     y  =  4,     also    2/)^  =  9  +  l%a\ 
SO  geht  die  Gleichung  (8.)  über  in 
(8  a.)  %x*  +  8ay  =  2pz*  +  9  +  Ua\ 


§117.     Theorie  der  Enveloppea. 
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§  117. 

Theorie  der  Enveloppen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  146.^ 

Ist  eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  «,  näinlicli 

(1.)  F(T,  y,u)  =  {) 

gegeben,  so  stellt  diese  Gleichung  füi'  jeden  constanten  Werth 
von  u  eine  Curve  dar.  Da  es  aber  unendlich  viele  Werthe  von 
u  giebt,  so  entspricht  der  Gleichung  (1.)  eine  ganze  Schaai^  von 
Corven.    So  entspricht  z.  B.  der  Gleichung 

eine  ganze  Schaar  von  concentrischen  Kreisen,  da  der  Halb- 
messer u  noch  unendlich  viele  Werthe  haben  darf.   Der  Gleichung 


X 


2 


+ 


y'    ^ 


=  1 


Fig.  124. 


entspricht  eine  Schaar  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln. 
Der  Gleichung 

-f (^,  Vj  «)  =  (^  —  «)^  +  (y  —  y*^  —  n^f  —  €i^  =  0 

entspricht  eine  ganze  Schaar  von  Kreisen  (vergL  Fig.  124),  denn 
for  jeden  Werth  von  u  er- 
hält man  einen  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  die  Coordinaten 

hat    Zwischen  ^  und  ri  be- 
steht daher  die  Gleichung 

52  +  ^2  _  J2  ==  0, 

d.  h.  der  Mittelpunkt  M  des 
Kreises  durchläuft  selbst 
wieder  einen  Kreis,  welcher 
mit  dem  Halbmesser  b  um 
den  Anfangspunkt  0  der 
Coordinaten  beschrieben  ist. 
Die  Grösse  u  nennt  man 


OM^h,  0N=^,  NM^n. 


dabei  den  {variablen)  Parafnetej\ 

Sind  nun  u  und  Wj  =  «  +  Ju  zwei  benachbarte  Werthe 
von  u^  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen 
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(2.)  F{x,y,u)==0    und     F{x,y,u^)==0 

die  Schnittpunkte  der  beiden  entsprechenden  Curven. 

Die  Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  genügen  daher  auch 
den  beiden  Gleichungen 
(3.)    JF{x,y,u)  =  0     und     F(z,y,u  +  Ju)-F(z,y,u)^^ 

Lässt  man  jetzt  Ju  unendlich  klein  werden,  so  gehen  diese 
Gleichungen  über  in 

(4.)  F(x,y,u)  =  0    und     ^^^i^^  ^  0, 

Gleichungen,  welche  die  Schnittpunkte  der  Curve  F{x,  y,  m)  =  0 
mit  einer  unendlich  nahen  Curve  geben. 

Durch  Elimination  von  u  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  allein,  nämlich 

(5.)  S(x,y)^0, 

welche  den  geometrischen   Ort  aller  Schnittpunkte   van  je  zwei 
unendlich  nahen   Curoen  der  gegebenen  Curvenschaar  darstellt. 

Die  Curve  wird  die  einhüllende  Curve  oder  die  Enveloppe 
genannt,  da  sie  die  sämmtlichen  Curven  der  gegebenen  Curven- 
schaar einhüllt.    Es  gilt  nämlich  folgender  Satz : 

Die  Enveloppe  hat  in  den  Punkten^  welche  sie  mit  einer 
der  Curven 

F{x,  y,  w)  =  0 

gemein  hat.  auch  die   Tangefite  mit  dieser   Curve  gemein. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes 
betrachte  man  drei  benachbarte 
Curv^  C,  C7i,  Co  des  gege- 
benen Curvensystems  (vergl. 
Fig.  125),  welche  den  Werthen 
w,  «1,  «2  des  Parameters  ent- 
sprechen. Ein  Schnittpunkt  dei' 
Curven  C  und  Ci  heisse  P. 
Dieser  Schnittpunkt  gehe  in  den 
Punkt  Pi  über,  wenn  die  Curve  C  in  C^  und  die  Curve  Ci  in  Ci 
übergeht.  Die  Punkte  Pund  P,  liegen  also  beide  auf  der  Curve  C^ 
und  rücken  einander  unendlich  nahe,  wenn  die  Werthe  t*, «,,  «j 
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unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  wenn  die 
Corven  C,  Cf,  C,  emander  unendlich  nahe  rficken.  Gleichzeitig 
rficken  die  Punkte  P  und  P^  auf  die  Cmre  mit  der  Gleichung 

S{x,  y)  =  0, 

wdl  sie  Schnittpunkte  Yon  je  zwei  unendlich  nahen  Cnnren  der 
g^benen  Curvenschaar  sind.  Deshalb  ist  die  Verbindungslinie 
dieser  unendlich  nahen  Punkte  P  und  Pf  eine  Tangente  der 
Curve  C|  und  gleichzeitig  auch  der  Curve 

S{x,  y)  =  0. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  beiden  Gurren  im  Punkte  P 
(oder  in  dem  unendlich  nahen  Punkte  Px)  eine  gemeinsame 
Tangente  haben,  dass  sie  sich  also  im  Punkte  P  bertthren. 

Was  von  Ci  gilt,  gilt  ebenso  Ton  jeder  beliebigen  Curve 
der  gegebenen  Curvenschaar.  Es  ist  also  hiermit  bewiesen,  dass 
die  Curve 

S{x,y)  =  Q 

sämmtUehe  Curven  des  gegebenen  Curvensystems  beröhrt;  sie 
ist  daher  die  UmhüUimgs€UTi>e  oder  Envrioppe, 

Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  durch  Bechnung.  Die 
Gleichung 

S{x,y)=0 

kann  man  nämlich  aus  den  Gleichungen  (4.)  dadurch  herleiten, 
dass  man  den  Parameter  u  als  Function  von  x  und  y  darstellt, 
indem  man  die  Gleichung 

^E^^i!il^Q  auf  die  Form  u^q>{x,y) 

bringt,  und  dass  man  sodann  diesen  Werth  von  u  in  die 
Gleichung 

F{x,y,u)^0 

einsetzt.    Dies  giebt  also 

(6.)  S{x,y)^F{x,y,u)    flir    w  =  y(a;,y), 

dS  _dF     dFdu^ 

"Sx       Öa:       5m  '  5«' 

^^•^  ^    dS^dF     dF  du 

StegemKDn- Kiepert»  Differential-BeohniiDg-  32 
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Da  nun  aber  fBr  den  betrachteten  Punkt  P  mit  den  Coor- 

dinaten  x^  y 

dF     ^ 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (7.)  über  in 
,„    ,  dS      dF  öS     dF 

folglich  hat  nach  Formel  Nr.  88  der  Tabelle 

dS  dF 

^^'^  dx^      dS^       dF 

dy  dy 

in  dem  betrachteten  Punkte  P  für  beide  Cunren  denselben 
Werth,  d.  h.  die  beiden  Curven  haben  in  diesem  Punkte  die- 
selbe Tangente. 

Es  ist  allerdings  noch  hervorzuheben,  dass  die  Elimination 
von  u  aus  den  Gleichungen  (4.)  durchaus  nicht  immer  die 
Gleichung  einer  reellen  Curve  liefert. 

Dies  folgt  schon  daraus,  dass  nicht  jede  Schaar  von  gleich- 
artigen Curven  eine  UmhüUungs- Curve  besitzt.  Bei  den  con- 
centrischen  Kreisen 

a:2  +  y2  _  t^2  —  0 

z.  B.  schneidet  kein  Ereis  den  anderen  in  einem  reellen  Punkte, 
folglich  giebt  es  für  diese  Curvenschaar  auch  keine  ümhfillungs- 
Curve. 

Ebensowenig  haben  die  einander  benachbarten  confocalen 
Ellipsen 

oder  die  einander  benachbarten  confocalen  Hyperbehi 


X 


2  .^2 


r     _ 


reelle  Schnittpunkte  mit  einander  gemein,  folglich  giebt  es  anch 
bei  dieser  Curvenschaar  keine  Umhullungs-Curve. 
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Dagegen  schneidet  jeder  der  Kreise 

(9.)        F{x,y,u)  =  {x  —  u)i  +  (y _>/p3:^)2  _a2  =r  0 

d^i  folgenden  in  zwei  reellen  Punkten.    Deshalb  giebt  es  in 
diesem  Falle  eine  Ümhflllangs-Curve.    Dabei  wird 

(10.)  ^%^  =  -  2(x-«)  +  2(y  -1/P=^)  -^=^  =  0. 
Ans  den  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  folgt 

oder 

(11.)  y  =  i>/^^=U,      .  =  !i(i±^, 


ar2  = 


_t*2(J±a)2 

Ä2 


^.  _  ^H&^-t^^)  _  (&^-u^)(ft  ±  g)^^ 

folglich  ist 

(12.)  ir^  +  y2  =  (6  ±  a)2. 

Nimmt  man  in  diesen  Gleichungen  das  obere  Zeichen,  so 
erh&lt  man  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  i  +  g»  tmd  nimmt 
man  das  untere  Zeichen,  so  erhält  man  einen  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  h  —  a.  Die  Umhttllungscunre  zerfiLUt  also  bei  diesem 
Beispiele  in  zwei  concentrische  Kreise.    (Vergl.  Fig.  124.) 


§  118. 

Uebungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Ein  System  von  geraden  Linien  (Fig.  126)  sei 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  zwischen  den  Coordi- 
naten-Axen  liegenden  Abschnitte  derselben  die  constante  L&nge 
c  haben.  Man  soll  die  Gleichung  ihrer  Ümhüllungs-Cmre  auf- 
stellen. 

AiiflSsung.  Es  seien  OÄ  »=:  a  und  OB  =  S  die  Abschnitte, 
welche  die  Gerade  auf  den  Coordinaten-Axen  abschneidet,  dann 
ist  bekanntlich  ihre  Gleichung 

32* 
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(1.) 

oder 


^1-'=«. 


bx  +  ay  —  a  J  =  0. 

Der  Abschnitt  AB  äev  Oeraden  zwischen  den  beiden  Coor- 

dinaten-Axen  ist  dah^  gleich  j/a^  +  bK    Hat  also  dieser  Ab- 
schnitt die  constante  Länge  c,  nnd  setzt  man 

(2.)  a  =  —  c  COS«, 

so  wird 

(3.)  b  =  csinw. 

Die  Gleichung  der  Geraden  AB  geht  dadurch  über  in 

(4.)         F{Xf  y,  u)  =  xmiu  —  y  cos  M  +  csin«  cos«  =  0. 

Fig.  196.  Fig.  127. 

B 


«- 


■*  % 


Bi 


Wie  man  ohne  Weiteres  sieht,  ist  dabei  u  gleich 
Winkel  a,  welchen  die  Gerade  AB  mit  der  positiven  Richtung 
der  Z-Axe  bildet. 

Um  die  E^yeloppe  dieser  Schaar  gerader  Linien  za  finden, 
bilde  mm 

(5.)    — ^^i  y^  "^  =  :rcos«  +  ysin«  +  c(cos^  —  sinHi)  ==  0. 

Mnttiplicirt  man  die  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  bezw.  mit 
sinu  und  costf,  so  ^hBlt  man  durch  Addition 
(6.)  X=: — ccos^^. 


J 
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Multiplicirt  i^an  sie  dagegen  bezw.  mit  — cosu  und  Bin«, 
so  findet  man  durch  Addition 

(7.)  y  =  csin^. 

Die  Gleichungen  (6.)  und  (7.)  geb^  die  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  der  dem  Werthe  u  entsprechenden  Qeraden  mit 
der  unendlich  nahen.  Dieser  Punkt  ist  daher  auch  ein  Punkt 
der  Umhflllungs-Cunre.    Die  Gleichungen 

(8.)  X  s=  —  ccos*M,    y  =  cmnhi 

stellen  also  die  UmhAllungs-Curve  dar,  wenn  u  aUe  Werthe  von 
0  bis  2n  durchlftuft.    Man  kann  aber  aus  diesm  Gleichungen 

auch  den  Parameter  u  eliminiren.    Erhebt  man  sie  nftmlich  zur 

2 
Potenz  —9  so  erhUt  man 

z*  =  +  c*  cos%,    y*  =  +  c '  8in%, 
und  w«m  man  diese  Gleichungen  addirt, 

(9.)  x^  +y^—  c* 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Umhällungs-Curye,  und  zwar 
ist  diese  Curve  unter  dem  Namen  „Asiraide^  bekannt.  (Vergl. 
Fig-  127.) 

Aufgabe  2.   Es  ist  durch  die  Gleichung 

(10.)       jF(ä,  y,  w)  =  arcos(8w)  +  ysin(du)  —  acoSM  =  0 

eine  Schaar  von  geraden  Linien  gegeben;  man  soll  die  von  ihnen 
eingehfillte  Curve  bestimmen.    (Vergl.  Fig,  129.) 

Aufltsung.    Hier  wird 

(11-)  ^^^^Su  ^^  ^  ~  3arsin(8w)  +  8ycos(3w)  +  asinti  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y,  bezw.  x^  so  er- 
hält man 

/12  ^  f  3a;  =  a[3coSMCOS(3w)  +  sinu  sin(3w)], 

I  8y  =  a [3 COS« sin (8k)  —  sinu  cos(8u)]. 

Nun  ist  aber 

costt  cos(3tf)  +  wiu  sin(3u) «  cos(2u), 

2  cos«  cos(d«)  :=  cos(4ti)  +  cos(2«); 
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(14.) 


femer  ist 

costt  sm(3u)  —  äintt  cos(3f^)  =  sin(2u), 
2  cosu  sin  (du)  =  sin(4t^)  +  siii(2u), 

folglich  wird 

(13  )  I  3:r  =  a[cos(4tt)  +  2cos(2m)], 

^    '^  l  3y  =  a [sin(4tt)  +  2  sin(2«)]. 

Setzt  man  a  =^  3a^  und  2tt  =  ^  +  tt,  so  wird 

{cos(2w)  =  —  cos  <,      sin(2u)  =  —  sin^, 
co8(4«)  =  +  co8(20,  sin(4«)  =  +  sin(20, 
und  die  Gleichungen  (13.)  gehen  aber  in 
(15.)  a;  =  — ai(2cos<  — cos2<),   y  =  — ai(2sin^  —  sin2^). 

Dies  sind  bekanntlich  die  Gleichungen  der  Cardioide.  Die 
Cardioide  war  ein  besonderer  Fall  der  Epicykloiden,  welchen 
man  erhfilt,  wenn  der  Halbmesser  des  festen  Kreises  dem  Halb- 
messer des  rollenden  Kreises  gleich  ist.  Durch  die  vorliegende 
Aui^abe  findet  man  also  eine  andere  Erzeugungsweise  der  Car- 
dioide, die  sich  dann  auch  so  verallgemeinem  l&sst,  dass  man 
jede  beliebige  Epicykloide  (oder  Hypocykloide)  erholt. 

Die  Gleichung  (10.) 
stellt  nSmlich  eine  Gerade 
dar  (vergl.  Figur  128), 
welche  durch  die  beiden 
Punkte  P]  und  P^  mit 
den  Coordinaten 

x^  =  acos(2«i), 

yi  =  asin(2tf) 
und 

arj  =  acos(4tt), 

y^  s=  asin(4u) 

hindurchgeht,  denn  diese 
Werthepaare  von  xmAy 
befriedigen  die  Gleichung 


Fig.  laB. 


(10.).    Nun  wird  aber 
(160  x,^  -f  y,2  =  a2 


und    iC2^  +  y2^  =  a^ 
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Fig.liO. 


d.  h.  die  Punkte  P^  und  P2  liegen  beide  auf  einem  Kreise,  der 
mit  dem  Halbmesser  a  am  den  Anfangspunkt  O  der  C!oordinaten 
beschrieben  ist.  Dabei  sind  die  Winkel,  welche  die  Halbmesser 
OP^  mid  0P|  mit  der  X-Axe  bilden,  n&mlich 

^X0Pi  =  2a,    ^X0Pa  =  4ti  =  2-4X0Pi. 

Wenn  sich  also  der  Parameter  u  verändert,  so  bewegen 
sich  die  Punkte  Pj  und  Pj  beide  auf  diesem  Kreise  fort,  der 
Pmikt  P2  aber  doppelt  so  schnell  wie  der  Punkt  P^. 
Dies  giebt  folgende  Erzeugung  der  Cardioide: 
Bewegen  sich  auf  einem  £reis  zwei  I\inkte  P^  und  P^  «o, 
das9  P2  doppelt  so  schnell  läuft  wie  P^,  to  umhültt  die  Gerade 
P^P^  eine  Cardioide.    (Vergi.  Fig.  129.) 

In  ähnlicher  Weise  können  auch  die  anderen  Epicykloiden 
erzeugt  werden,  wenn  der  Punkt  P2  auf  dem  Kreise  m-mal  so 
schneU  fortschreitet  wie  der  Punkt  P,. 

Dabd  war  bisher  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Punkte 
P]  und  P2  den  Kreis  in 
gleicher  Bichtung  durch- 
laufen. Wemi  sie  aber  den 
Kreis  in  entgegengesetzter 
Sichtung  durchlaufen,  so  um- 
hüllt die  Gterade  P1P2  eine 
^HtfpocyUoide^. 

Man  kann  sich  in  fol- 
gender Weise  von  dem  Vor- 
stehenden durch  Zeichnung 
überzeugen.  Man  theUe  den 
Umfiang    eines    Kreises    in 

eine  Anzahl  gleicher  Thefle.  (Vergl.  Fig.  129.)  Es  sei  z.  B. 
diese  Anzahl  gleich  48.  Dann  bezeichne  man  die  Theilpunkte 
der  Beihe  nach  durch  die  Nummern 

0,  1,  2,  8,  4, . . .  47,  48, 
wobei  der  Punkt  48  mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt.    Jetzt 
verbinde  man  die  Punkte 

1  und  2,    2  und  4,    8  und  6, . . . 
allgemein  i  und  2A  durch  gerade  Linien.    Auf  diese  Weise  er- 
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hält  mau  46  Tangenteu  der  Cardiaide^  nnd  zwar  wird  man 
daraus  die  Qestalt  der  Gardioide  sicherer  gewinneii,  als  weim 
man  die  Curve  punktweise  constmirt  hätte. 

Verbindet  man  dagegen  die  Punkte  i  und  mA  durdi  Gerade, 
so  ^h&lt  man  eine  andere  Epicjfkloide,  welche  der  Zahl  m  ent- 
spricht, mit  grosser  Genauigkeit  als  die  Envelqppe  ihrer  Tan- 
genten. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  BypocykUndm  als 
Enveloppe  ihrer  Tangenten  zeichnen.  In  diesem  Falle  wird  es 
zweckmässig  sein,  die  Anzahl  der  Theilpunkte  auf  dem  Kreise 
etwas  grösser  anzunehmen. 

Aufgabe  3.  Es  ist  eme  Schaar  concantrisch^  EUipseu  ge- 
geben, deren  Halbaxen  mit  den  Goordinaten-Axen  zusammeufiallen 
und  die  constante  Summe  c  haben;  man  soll  die  Gleichung  der 
Enveloppe  bestimmen.    (Yergl.  Fig.  130.) 

Auflösung.    Die  Gleichung  einer  EUipse  mit  den  Halbaien 

a  und  h  ist 

Pig.  lao.  hW  -f  ah/^  —  aVk^  =  0. 

^^  Da  aber    die  Ax^ 

veiänderliche  Länge  und 
die  constante  Summe  c 
haben  sollen,  so  setze  man 

a  =  M  und  Ä  =  c  —  M. 

Dadurch    wird    die 
ti  Gleichung  der  gegebenen 
Guryenschaar 

{ll.)F{x,y,u)  =  {c^uYT' 

Hieraus  folgt  durch 
partielle  Differentiation 
nach  u 

(18.)      —  2(c  — w)a:2  +  2«y2_2tt(c  — w)(c  — 2«)  =  0, 

oder,  wenn  man  mit  — 5-  multiplicirt, 

(18  a.)      {c  —  ü)uz^  —  uhf^  +  u^{e  —  u)  (c  —  2u)  =  0. 


man 

oder 

(19.) 


K 
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Indem  man  die  Gleichangw  (17.)  und  (18  a.)  addirt,  findet 

{c  —  u)cx^  —  {c  —  w)  n»  =  0 , 

Setzt  man  diesen  Werth  von  x^  in  die  Gleichung  (17.)  ein, 
so  folgt 

(20.)  yt=(£lZif)!,        v*=:=£Zl!f. 

DeBhalb  wird 

(21.)  :r*  +  y*  =  c* 

d.  h.  die  Enveloppe  ist  wieder  eine  Astroide. 

Aufgabe  4.    Es  ist  eine  Schaar  von  Parabeln  durch  die 
öleichnng 

(22.)  F(x,y,u)  =  4c(y  — Mir)  +  (1  +  u^)x^=zO 

g^ebai;  man  soD  ihre  Enveloppe  bestimmen.   (Veigl.  Fig.  131.) 
AiiflSsung.    Hier  ist 

(23.)  ^^^'/'  ">  =  _  4«r  +  2«r«  =  0. 

Dies  giebt  5;  =  o,  oder 

(24,)    tt  =  ?i. 

X 

Setzt  man  diesen 
Werth  von  ti  in  die 
Gleichung  (22.)  ein, 
so  erhält  man  ffir  die 
Enveloppe  die  Glei- 
chung 

(25.)a;H4c(y-^)=0. 

Die  Enveloppe  ist 
also  wieder  eine  Parabel.    Ausserdem  schneiden  sich  alle  Para- 
beUi  der  gegebenen  Schaar  im  Punkte  O,  welcher  als  ein  Theii 
der  Enveloppe  zu  betrachten  ist. 
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Aufgabe  5.     "Ea  ist  eine  Schaar  von  Kreisen  durch  die 
Gleichung 

(26.)  F{x,y,u)  =  (x—u)^  +  y2_2tip  +p2  =  0 

gegeben;  man  soll  die  Enveloppe  bestinunen.   (Vergl.  Fig.  132.) 
AuflSsung.    Hier  ist 

(27.) 


oder 

(28.) 


^i(^  =  -2ix-u)-2p  =  0, 


x  —  u  — p. 


Fi«,  laa. 


Setzt  man  diesen 
Werth  von  :r  in  die  Glei- 
chung (26.)  ein,  so  wird 

(29.)  y=±V2p(«-p). 

Die  Gleichungen  (28.) 
und  (29.)  geben  dieSchnitt- 
punkte  des  Kreises,  der 
dem  Parameter  u  ent- 
spricht, mit  dem  unend- 
lich nahen.  Diese  Schnitt- 
punkte werden  erst  reell, 
wenn 
(80.)        u^p; 

die  Kreise  selbst  dagegen  werden  schon  reell,  wenn 

(31.)  2tt  ^p. 

Indem  man  schliesslich  noch  u  aus  den  Gleichungen  (26.) 
und  (28.)  eliminirt,  erhält  man  die  Gleichung  der  Enveloppe, 
nämlich 
(82.)  y2  =  2px. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel. 

§  119. 

Doppelpunkte  und  isolirte  Punicte. 

(YergL  die  Formel -Tabelle  Nr.  147.) 

Wenn  eine  Curve,  deren  Gleichung 
(1.)  F{x,y)^0 

sein  möge,  2-mal  durch  denselben  Punkt  hindurchgeht,  so  namt 
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man  diesen  Punkt  einen  Doppelpunlu  der  Corve.    So  hat  z.  B. 
das  Folium  Carteni  mit  der  Gleichung 

X»  +  y»  —  saxy  =  0 

im  Nullpunkte  einen  Doppelpunkt.  (Vergl.  Fig.  80  auf  Seite  355.) 
Ebenso  hat  die  Lemmscate  mit  der  Gleichung 

r»  =  a2c08(2y), 
oder 

(^2  +  y2)2_a2(x«  — y»)  =  0 

im  Nullpunkte  einen  Doppelpunkt    (YergL  Fig.  120  und  121 
auf  Seite  419  und  427.) 

Um  nun  zu  untersuchen,  für  welche  Werthe  von  x  und  y 
eine  Cunre  einen  Doppelpunkt  hat,  braucht  man  nur  zu  beachten, 
dass  in  einem  Doppelpunkte  nicht  einej  sondern  zwei  Tangenten 
an  die  Curve  möglich  sind,  denn  man  kann  an  jeden  der  beiden 
Carvenzweige,  welche  durch  den  pi^  ^g^ 

Doppelpunkt  hindurchgehen,  eine 
Tangente  legen.  (Vergl.  Fig.  133.) 
Streng  genommen  giebt  es  sogar 
in  einem  Doppelpunkte  unendlich 
viele  Tangenten,  wenn  man  von 
der  Erklärung  ausgeht,  dass  jede 
Gerade,  welche  zwei  unendlich 
nahe  Punkte  der  Curve  mit  ein- 
ander verbindet,  eine  Tangente  der  Curve  ist.  Danach  würde 
Jede  Gerade,  welche  man  durch  den  Doppelpunkt  legt,  als  eine 
Tangente  au^&sst  werden  können.  Hier  soll  aber  nur  die 
Verbmdungslinie  von  zwei  unendlich  nahen  Punkten,  welche  auf 
demselben  Zweige  der  Curve  liegen,  als  eine  Tangente  angesehen 
werden. 

Ist  nun  F{z,y)  eine  eindeutige  Function  von  x  und  y,  so 
gut  dasselbe  von 

(2.)  !..(.,  y)  =  i^      „nd     F,i.,y)^^; 

es  wird  also  für  jedes  Werthepaar  2;,  y  die  Richtungstangente 
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(3)  tira  =  ^=-^Si£Ly) 

im  Allgemeinen  nnr  einen  einzigen  Werth  haben,  so  dass  der 
zugehörige  Gnirenpunkt  nur  ein  einfitcher  Punkt  sein  kann. 

Nur  in  dem  besonderen  Falle,   wo  F^{x^y)  und  F^(x^y) 
beide  gleich  0  sind,  erhUt  der  Ausdruck  fSr  tga  die  unbestiinmt« 

Form  -;  dann  kann  also  tga  möglicher  Weise  mehr  als  einen 

Werth  haben.  Die  Methode,  welche  in  §  58  zur  Berechnimg 
von  Ausdrücken  angegeben  wurde,  welche  an  der  Greoze  die 

Form  -  annehmen,  ffihrt  hierbei  in  folgender  Weise  zum  Ziele. 

Bezeichnet  man  wieder  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  durch 
Indices,  so  folgt  aus  Gleichung  (8.),  indem  man  Z&hler  und 
Nenner  einzehi  differentiirt, 

dy 


Pi\  +  Fn  -jz 
lim^  =  — lim 


dy^_..     *"   '  *"ifa 


dx  dy 

für 

limJ;(:r,y)  =  0,     F^{x,y)^0, 

also,  wenn  man  nach  Einsetzung  der  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  x  und  y  das  Zeichen  limes  fortlässt, 

oder 

(4.)  i5,+.i,.|+my.o, 

oder 

(4a.) 


dy^-F,^±yF,^^-F,,F^^ 
dx  F22 


Dasselbe  Resultat  findet  man  auch,  indem  man  die  GAachang 

(5.)  ^^=^(,,y)+2.,(,,y)|  =  0. 

nochmals  nach  x  differentiirt';  dann  erh&lt  man  nSmlich 


6.) 


oder 
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dF,{x,y)      dF,{x,i,)dy 
Ox  ay       <fe 


,6a.)  P,  +  2i^.,|  +  m;  +  i.,g  =  0. 

Ans  dieser  Gldchnng  bestimmt  man  iin  Allgemeinen  g; 

gilt  aber  die  Voraossetzniig 

('.)  -Fl  =  0,     2^2  ==  0, 

so  erhfilt  man  indeder 

oder 


(8a.)  ^  =  -  J;»  ±  V-gii'  -  Pn  F^ 

dx  2^2 

Hierans  erkennt  man,  dass  nnter  der  gemachten  Voraus- 
setzung ^  zwei  Werthe  erhUt,  dass  es  also  in  dem  betrachteten 

Pankte  zwei  Tangenten  an  die  Curve  giebt,  deren  Richtungen 
durch  die  Gleichung  (8  a.)  bestimmt  sind. 

DieiBe  üntersnchung  giebt  daher  den  Satz: 

ht  der  Punkt  D  mit  den  Coordinaten  Xj  y  ein  Doppelpunkt 
der  Ourtej  so  müssen  die  drei  Gleichungen 

(9.)  i^(^,y)  =  0,     j;(:r,y)  =  0,     Et{x,y)^0 

gleichzeitig  befriedigt  werden* 

Die  beiden  Werthe  von  -^9  welche  man  aus  der  quadra- 

dx 

tischen  Gleichung  (8.)  erhilt,  sind  reelle  wenn 
(10.)  Fii'-FnF^Xi; 

sie  sind  dagegen  «Mo^iMir,  wemi 

ai.)  Fx2^-FuFi^<^' 
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In  dem  ersten  Falle  erhält  man  einen  eigentlichen  Doppel- 
punkt mit  zwei  reellen  Tangenten,  in  dem  zweiten  Falle  aber 
sind  die  Tangenten  imaginär. 

Ein  Beispiel  möge  zeigen,  wie  die  Corve  in  dem  Doppel- 
punkte beschaffen  ist,  jenachdem  der  erste  oder  der  zweite  Fall 
eintritt.    Es  sei  nämlich 

(12.)  F{x,  y)^y^-{x  —  afix  —  »)  =  0, 

oder 

(12a.)  F{x,y)  =  y^_5:»-f  (2a+  h)x'^  —  (€fl+  2a»)ar  +  a»*  =  0, 

dann  wird 

(F\  (^,  y)  =  —  3^:2  +  (4a  +  26)a:  —  (a^  -f  2a6) 
=  (x  —  a)  (—  3a:  +  a  +  26) , 
F^{x,y)  =  2y, 
(14.)        Jp;i=  — 6a:-f  (4a  +  2J),     2^12^=0,     2^22  =  2. 

Für  a:  =  a,  y  =  0  werden  also  die  drei  Gleichungen 
JT(a;,y)  =  0,     F,{x,y)  =  0,    F^{x,y)  =  0 
befriedigt,  und  man  erhält 

F,,=—2(a  —  b),    P,2  =  0,     JF22  =  2. 
Deshalb  wird  nach  Gleichung  (8  a.) 


(16.) 


|=±yT=T. 


Fi«.  184. 


Ist  a  >  ft,  so  wird  Ya  —  b 
reell;  man  kann  in  diesem  Falle 
nicht  nur  die  Tangenten  in  dem 
Doppelpunkte  D  mit  d^  GooiiU- 
naten  2:  =  a,  y  =  o  zeichne,  son- 
dern es  ergiebt  sich  auch  aus  der 
Gleichung  (12.),  oder  aus  der 
Gleichung 

(126.)  y=:  ±(x  —  a)y7^ 

leicht  die  Gestalt  der  Curve.  Sie 
ist  symmetrisch  zur  X-Axe,  nnd 

y  wird  für  Werthe  von  Xj  die  kleiner  als  b  sind,  imaginär,  d.  h. 

die  Curve  liegt  rechts  von  der  Geraden,  welche  man  durch  den 


I 
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Ponkt  B  mit  den  Coordinat^  z  =  6,  y  =  0  parallel  zur  F-Axe 
ziehen  kann.  Diese  Gerade  wird  von  ieac  Curve  im  Pnnkte  B 
berührt;  nnd  zwar  gehen  Ton  B  ans  swei  symmetrische  Zweige 
der  Corve,  welche  sich  im  Doppelpunkte  D  sdmeiden,  so  dass 
die  Curve  zwischen  B  und  D  eine  Schleife  bildet.  (Verg^. 
Fig.  134.) 

Ist  dagegen  a<i,  so  folgt  ans  der  Gleichung 

y  =  ±  (a:  —  a)  y^r  — J, 

dass  der  Punkt  D  mit  den  Goordinaten  z  =  a,  y  =  0  wieder  ein 
Punkt  der  Curve  ist.  Für  alle  Werthe  von  x  aber,  die  entweder 
kleiner  als  a  sind,  oder  die  zwar  grGsser  als  a,  aber  kleiner 
als  b  sind,  wird  y  imaginär,  so  dass  auch  hier  die  Curve  eigent- 
lich erst  mit  dem  Punkte  B  beginnt,  dessen  Coordinaten  :r  =  6, 
y  =  0  sind.  Der  Punkt  D  ist 
daher  in  diesem  Falle  ein  isoUrter 
I\init  oder  „Einsiedler^.  Ein 
solcher  isolirter  Punkt  ist  daher 
auch  als  ein  Doppelpunkt  anzu- 
seh^,  in  dem  sich  zwei  imaginäre 
Corvenzweige  schneiden.  Deshalb 
werden  in  diesem  Falle  auch 
die  beiden  Tangenten  imaginär. 
(Vergl.  Fig.  135.) 

Für 


Fig.  186. 


0 


X 


b'-a 


3      ^       ^       3        ^3 

hat  die  Curve  zwei  Wendepunkte 
W^  und  TFj,  wie  man  durch  die 
froher  angegebenen  Methoden  leicht  bestätigen  kann« 

§  120. 

Uebungs- Aufgaben. 

(Veigl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  147.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  beweisen,  dass  beim  IhUum  Carteeii 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt  ist,  und  soll  die  Sichtung  der 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  bestimmen.  (Vergl.  Fig.  136.) 
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(1-) 


§  12D,    Uebimgs-Aiifgabeii. 


AuflBtiNig.    Hier  ist 


F{z^  y)  =  «*  +  y*  —  Zaxy  =  0, 

« 

also 


(2.)     { 
(3.)     {    ^^ 


^i(^)y)  =  3:r2  — 3ay, 
i^2(x,y)  =  3y2— 3a:r, 


=  6^?,  2^2  =  —  ^^t 
Fi^  =  6y. 

Für   «  =  0,   y  =  0    werden 
die  drei  GFIeichimgen 

F{x,y)  =  0, 

gleichzeitig  befriedigt,  folglich  ist 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt  um  in  diesem  Doppelpunkte 
die  Richtung  der  Tangenten  zu  bestimmen,  setzt  man  die 
Werthe  von  Fxu  Fm  ^2  ^  die  Formel  Nr.  147  der  Tabelle  ein. 
Dies  giebt 


(4.) 


rfy  ^  tc^  ^  -  j;2  ±  yF,^^—F,,F^ 


dx 


'12 


^         3a±y^^^ 


lim  ^ 

x«o  6y 


Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen  und 
setzt  2;  =  0,  y  =  0,  so  erhfllt  man 

(4a.)  tgtti  ==  00 . 

Nimmt  man  dagegen  das  untere  Zeichen,  so  erhält  tga  za- 

nächst  die  unbestimmte  Form  -•    Um  den  Grenzw^rth  dieses 

unbestimmten  Ausdrucks  zu  erhalten,  muMplidre  man  Zftbler 

und  Nenner  des  Bruches  mit  a  +  j/a^  —  4a:y.    Dadurch  erli&It 
man 


(4b.)  tgaj  =  lim^ — ^f     ^  =  Km 


2y 


a  +  yö^— 4^ 


=  0, 


oder 

(5.) 


eo^   «2  =  0«, 
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d.  h.    die    beiden    Coardinaten-  Azen    sind    Tangenten    in   dem 
Doppelpunkte  der  Curve, 

Aufgabe  2.  Man  soll  beweisen,  dass  bei  der  Lemniscate  der 
Nullpnnkt  ein  Doppelpunkt  ist,  und  soll  die  Richtung  der  beiden 
Tangenten  in  diesem  Punkte  bestimmen.    (Vergl.  Fig.  137.) 

AuflSsung.    Hier  ist 

(6.)  F{xy  y)  =  ar*  +  2a:2y2  +  y^  —  ahß  +  a  V  =  0, 

also 

(7.)  F,(x,y)  =  ^^+^a^^—2ä^x,     F^(x,y)  =  Axh,+^^-\^2ahf, 

(8.)  i^„  =  12xH4y^— 2a2,    F^^  —  %opy,    JP22  =  4a:2+12yH2a2. 

Für  ar  =  0,  y  =  0  werden 
die  drei  Gleichungen 

l^i:,y)  =  0,     F,(^,y)  =  0, 

F^{x,y)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt,  folglich 
ist  der  NoUpnnkt  ein  Doppel- 
punkt. Um  die  Richtung  der 
beiden  Tangenten  in  diesem 
Paukte  zu  bestimmen,  beachte  man,  dass  für  rr  =  0,  y  =  0 

(9.)  F,,=  —  2a\     i^,2  =  0,     i^22=  +  2a2 

wird.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  147  der  Tabelle 

(10.) 


^^^,^-^i2±Vy 


-^11-^22  _ 


dx 


±1, 


22 


also 

(11.)  ai  =  +  45«,     «2  =  — 45^ 

d.  L  die  beiden  Tangenten  im  Nullpunkte  halbiren  die  Winkel, 
welche  die  Coordinaten-Axen  mit  einander  bilden. 

Durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Gleichung 

P(:r,y)  =  0 

erhält  man  der  Reihe  nach  unter  Anwendung  der  symbolischen 
Bezeichnungsweise  die  Gleichungen 


(12.) 

Stegemann-Kiepert,  Differential-ReclmQng. 


dx       dy  dx        ' 


33 


514  §  120.    Uebuugs-Aofgaben. 

^     ^  \dz       dy  dxf  \dxdy       oy^  dx/  dx^      oy  dx^ 

Bei  einfachen  Curvenpnnkten  findet  man 

ans  Gleichung  (12.)  die  Grösse  -Jf-j 

n  n  (13.)     „  »         ^' 

ist  aber  der  Punkt  ein  Doppelpunkt,  so  wird 

dann  redudren  sich  die  GMchnngen  (13.)  und  (14.)  aof 

<'-)  (f+flT'=^..+j"Ä;MS)'=«- 

oder 

(14b.)      p,„  +  3j;«  I  +  8i^.,,(|y + i^,,,(|y 


+ 


3(i=;.  +  i^«|)g  =  o. 


Da  die  Gleichung  (12.)  zur  Berechnung  von  -^  illusorisch 

wird,  liefert  die  Gleichung  (13a.)  die  beiden  Werthe  dieser 
Grösse,  und  aus  der  Gleichung  (14  a.)  findet  man  dann  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  ^• 

Für  die  Lemniscate  wird  z.  B. 
(15.)     J;ii=24^,     -Fii2  =  8y,  V-f;22==8a:,     Ji„=:24y, 
Ausdrücke,  welche  für  a:  =  0,  y  =  0  sämmtlich  verschwinden. 
Mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  geht  daher  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (14  b.)  über  in 
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(16.)         3(0  +  a^|)g  =  0,  oder  ±  3a^g  =  0. 

Die  Werthe  von  -^  sind  also  beide  gleich  Null.    Daraus 

folgt,  dass  die  beiden  Curtenzweige  der  Lemniscate,  welche  sich 
in  ihrem  Doppelpunkte  schneiden^  gleichzeitig  Wend^unkte  sifid. 
(VergL  Fig.  137.) 


§  121. 

Mehrfache  Punkte. 

(VergL  die  Formel-TabeUe  Nr.  148.) 

Wenn  für  ein  Werthepaar  x,  y  nicht  nur  die  Gleichungen 
F{x,y)  =  0,     F,{x,y)  =  0,     F^{x,y)  =  0 
befriedigt  werden,  sondern  ausserdem  auch  noch  die  Gleichungen 

dy 
so  ist  es  nicht  mehr  möglich,  die  Werthe  von  -j-  nach  den  An- 
gaben der  Formel  Nr.  147   der  Tabelle  zu  berechnen;   dann 
redndrt  sich  aber  die  allgemein  geltende  Gleichung 

rn  (^^  I  ^F<iyT ,  <,(S''P  ,  d^Fdy\dh/  dFdh,  ^ 
^  ^^  \dx  '^'By  dx)  "^  \dxdy  "^  'By^  dx)  dx^^  "^  dy  dx^  " 
auf 

oder 

(2a.)         i^u  +3i?.,|  +  3i;,,(|y  +  i^.,,(|y  =  0. 

Diese  Gleichung  ist   in  Bezug  auf  -p-  vom  dritten  Grade 

und  liefert  daher  drei  Werthe  dieser  Grösse.   In  dem  zugehörigen 

Curvenpunkte  giebt  es  daher  drei  Tangenten  der  Curve,  woraus 

man  schliessen  kann,  dass  drei  Aeste  der  Curve  durch  diesen 

Punkt  hindurchgehen. 

Ein  solcher  Curvenpunkt  heisst  daher  ein  dreifacher  Pu7ikt 

der  Curve. 
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Sind  auch  die  dritten  partiellen   Ableitungen  von  F{x^\i 
sämmtlich  gleich  Null,   so  kann  man  auch  aus  der  Gleidmng 

(2a.)  noch  nicht  die  Grösse  ^  berechnen;  dann  gilt  aber,  wie 

man  durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  (1.)  erkennt. 

die  Gleichung 

,    N  /dF      dFdy\*^ 

welche  vier  Werthe  von  -^  liefert.    Der  betrachtete  Punkt  ist 

ax 

dann  ein  vierfacher  Punkt  der  Curve,  denn  es  giebt  in  diesem 

Punkte  vier  Tangenten  an  die  vier,  verschiedenen  Zweige  der 

Curve,  welche  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  konmit  schliess- 
lich zu  dem  folgenden  Besultate: 

Sind  die  »*•*  partiellen  Ableitungen  von  F(x,  y)  die  ersten^ 
welche  nicht  sämmtlich  verschwinden^  so  findet  man  aus  der 
Gleichung 

n  Werthe  von  ^5  denen  n  Tangenten  in  dem  betrachteten  Punld^ 

an  n  verschiedene  Zweige  der  Curve  entsprechen.     Der  Punkt 
heisst  dann  ein  n-f  acher  Punkt  der   Curve. 

Beispiel. 

Es  sei 

(5.)  F{x,  y)  =  (ir2  +  y2)3  _  y(y2  _  3^2)  =  0 

die  Gleichung  der  Curve,  dann  wird 

Fix,  y)  =  a;«  +  ^x^y^  +  3«  V  +  y^  —  y^  +  ^% 
{    F^^  6:r5  +  lary  +  6«y*  +  Gay, 

i  F^y  =  ZOx^  +  36a;V  +  6y*  +  (^y, 
(7.)  {  F^^  =  2^hf  +  24.xy'^  +  ^x, 
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I  jF,22  =  2Ax^  +  72ay^       F^  =  72a?2y  +  I20y»  —  6. 

Fnr  ar  =  0,  y  =  0  werden 
die  6  Gleichungen 

F=  0,      i^i  =  0,      F.  —  0, 

^11  =  0,      i^,2  =  0,      1^22  =  0 

befriedigt,  folglich  ist  der  Nnll- 
pnnkt  ein  dreifacher  Punkt,  in 
welchem  man  die  Sichtung  der 
drei  Tangenten  aus  Gleichung 
(2.)  findet,  indem  man 

.  -F122  =  öj    -'^22  =  —  ^ 
einsetzt.    Dies  giebt 


(8a.) 


'4'-<l)'=». 


oder,  wenn  man  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  tga^, 
^^1  tgo,  bezeichnet, 

19.)  tga,  =0,     tg«,=  +l/3;     tga3  =  — 1/3, 

(10.)  «1=0«,       «2  =  60^  03  =  120«. 

(V&gi.  Fig.  138.) 


(1.) 


§  122. 

Spitzen   oder   ROckkehrpunkte. 

(Yergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  149.) 

In  Formel  Nr.  147  der  Tabelle,  nämlich  in  der  Gleichung 
dy^-F,,±YF,,^^F,,F^^ 


dx 


22 


welche  die  Richtung  der  beiden  Tangenten  in  einem  Doppel- 
punkte lieferte,  kann  es  vorkommen,  dass 

(2.)  iS2'-i^lli^22  =  0 

wird.     Dann  sind  die  beiden  Werthe  von  ^  einander  gleich^ 
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d.  h.  die  beiden  TangerUeti  f  edlen  in  eine  zusammen.  Durch 
den  betrachteten  Punkt  gehen  daher  zwei  Zweige  der  Cnrve. 
die  sich  gegenseitig  berühren.  Hierbei  werden  im  Allgemeinen 
die  beiden  Cnrvenzweige  nur  auf  der  einen  Seite  des  betrachteten 
Punktes  reell  sein,  während  sie  auf  der  anderen  Seite  imaginär 
werden.    Ist  z.  B. 

(3.)  y  =  ip{x)  ±  {x  —  a)Y^) 

wobei  ^{x)  und  \p{x)  rationale  Functions  sein  mögen,  die  für 
x=^a  nicht  unendlich  gross  werden,  so  ist 

(4.)  ^  =  y'(.)  ±  2^(^)  +  (ill'')^'(^). 

^  dx      ^^  '  2|/V^ 

Aus  Gleichung  (3.)  findet  man  andererseits  durch  Fort- 
schaffnng  des  Wurzelzeichens 

(5.)  F{x,  y)  =  [y  -  y  {x)^  —  {x-  a^^  {x)  =  0, 

/ß  )  mx,y)  =  —2\y—fp{x)]if\x)—2{x—a)tl){x)—{x^a)hlf{x\ 

\E,{x,y)  =  -^2[y-fp{x% 

(J^,  =  +  2ip'{xf  -  2[y  —  <p{x)],p"{x)  —  2tp{x) 
(7.)  )  —  4(a:  — a)V'(«)  — (a;  — a)»V"(z), 

Deshalb  erhält  man  fla  x  =  a 
(8.)    y  =  q>{a),    F{x,y)  =  %    F^{x,y)  =  0,    Fj(a;,y)  =  0; 
(9.)    P,i  =  2y'(a)2-2^(a),    l^^j  =  -  29)'(a),    F«  =  +  2. 

Aus  den  Gleichungpen  (8.)  folgt,  dass  der  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x  =  a,  y  =  ^(a)  ein  Doppelpunkt  ist,  und  ans  den 
Gleichungen  (9.)  ergiebt  sich,  dass  f&r  diesen  Doppelpunkt 

(10.)  tg«  =  I  =  -^n±yFn'-FnFj,  ^  ^^^^^  ^  y^ 

Dasselbe  Resultat  findet  man  noch  leichter  aus  Gleichung  (4.). 

Wenn  sich  nun  der  Factor  x  —  a  von  der  Function  tp{r) 
absondern  lässt,  so  dass  &r  x  =  a 

(11.)  F,,^-F,,F^^^4:tp{a)=^0 

wird,  so  fallen  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkte  der  Curve 
in  eine  zusammen,  und  die  Curve  selbst  hat  in  dem  Doppdpnnkte 
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eine  Spitze,  wenn  tp{x)  mit  z  —  a  zugleich  das  Vorzeichen 
wechselt    Wird  z.  B. 

xlj{z)>0  t&r  x<a    und    tp{z)<0  ^  x>aj 

wobei  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  nur  hinreichend  kleine  Werthe 
von  z  —  a  in  Betracht  konunen  sollen,  so  sind  die  beiden  Werthe 

von  y  und  von  ^  nur  dann  reell,  wenn  z-^a  ist;  sie  werden 

imaginär,  wenn  2;  >  a  ist.    Wird  dagegen 

tfß(x)<0  fear  z<a    und     V(ar) > 0  für  :r > a, 

so  sind  die  beiden  Werthe  von  y  und  von  ^  nur  dann  reell, 

w^m  z^a  ist;  sie  werden  imaginär  für  z<a. 

Die  beiden  Cnrvenzweige  haben  daher  in  dem  Doppelpunkte 
dieselbe  Tangente  und  endigen  in  diesem  Punkte,  so  dass  der 
eine  Cnrvenzweig  als  die  Fortsetzung  des  anderen  betrachtet 
werden  muss.  E^  solcher  Punkt  heisst  demgemäss  eine  Spitze 
oder  em  Bückkehrpunki  der  Curve,  und  die  zugehörige  Tangente 
heisst  Bückkehrtangente, 

Eine  Spitze  ist  gewissermassen  der  Uebergang  von  einem 
eigentlichen  Doppelpunkte  zu  einem  isolirten  Punkte,  ebenso  wie 
eine  quadratische  Gleichung  mit  zwei  gleichen  Wurzeln  den 
Uebeigang  bildet  von  einer  quadratischen  Gleichung  mit  zwei 
reeUen  Wurzeln  zu  einer  mit  zwei  imaginären  Wurzeln. 

So  liefert  das  in  §  119  gewählte  Beispiel 

F{z,y)  =  y^  —  (x—af{z  —  b)  =  0 

einen  eigentlichen  Doppelpunkt^  wenn  a>  i,  einen  isolirten  Punkte 
wenn  a  <  J ,  und  eine  Spitze ,  wenn  a  =  i  ist.  In  der  That, 
dann  wird 

(12.)  Fix,  y)  =  y1-{T-  a)3, 

(13.)  j;(^,y)  =  _3(a:  — a)2,     F^{z,y)^2y, 

(14.)  F,,^  —  %{z  —  a\     i^,,  =  0,     1^22  =  2, 

folglich  istfBra:  =  ö,  y  =  0 

(Ib.)  J'(.r,y)  =  0,     F,{z,y)^0,     Fi{z,y)^Q 

und 

(16.)  '  Fn^-FnF2i^^'  ..     .. 
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Hier  kann  die  Gleichung  der  Curve  auch  in  der  Form 

(17.)  y=  ±{x  —  a)  Yx  —  a 

Fifc  199.  geschrieben  werden;  dies  giebt  d&nn 

und  man  erkennt,  dass  y  nur  reell 
ist,  wenn  x^a,  und  dass  ffir  ^  =  a 
die  beiden  Tangenten  der  Curve  mit 
der  X-Axe  zusammenfsLllen.  Der 
Punkt  S  mit  den  Goordinateu  2;  =  a. 
y  =  0  ist  daher  eine  Spitze  der 
Curve.    (Vergl.  Fig.  139.) 

Andere  Beispiele  für  das  Auftreten  von  Spitzen  liefern  die 
Epicykloiden  und  Hypocyklaiden,  insbesondere  die  Cardioide 
und  die  Astraide;  femer  die  Evoluten  oder  KrümmungsnvUtei' 
punktS'Curven, 

Gewöhnlich  wird  von  den  beiden  Zweigen  einer  Curve, 
welche  in  einer  Spitze  zusammentreffen,  der  eine  nach  ob^ 
conca/o  und  der  andere  nach  oben  convex  sein,  so  dass  die  ge- 
meinsame Tangente  zwischen  beiden  liegt,  wie  z.  B.  bei  der 
Evolute  der  Parabel  (Fig.  106  auf  Seite  400),  der  Ellipse  (Fig. 
107  auf  Seite  401)  und  der  Hyperbel  (Fig.  108  auf  Seite  402). 
Diese  Spitzen  nennt  man  Spitzen  erster  Art.  Es  können  aber 
auch  die  beiden  Zweige,  welche  in  einer  Spitze  zusammen- 
treffen,  auf  derselben  Seite  der  gemeinsamen  Tangente  U^en. 
Es  sei  z.  B. 

(19.)  y  ==  a;2  ±  x^, 

oder 

(19  a.)  F{x,  y)  =  y2  _  2xhf  +  x^  —  x^=^Q. 

Hier  wird 
(20.)  j;  {x,  y)  =  _  4ay  +  4rc»  —  bx\     F^{x,  y)  =  2y  —  2x\ 
(21.)  Fii  =  _  4y  +  12a:2  —  20x\     Fy^^  =  —  4ar,     F^  =  2. 

Für  a:  =  0,  y  =  0  verschwinden  F{x,  y),  F^  (a;,  y),  F^{x^  y), 
folglich  ist  der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt.    Dabei  wird 
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:^i^  =  o, 


d.  h.  die  Tangenten  an  die  beiden  Curvenzweige  in  diesem 
Doppelpunkte  fallen  mit  der  X-Axe  zusammen.  Deshalb  hat  die 
Curve  in  diesem  Doppelpunkte  eine  Spitze.  Dass  der  Nullpunkt 
wirklich  eine  Spitze  ist,  erkennt  man  aus  Gleichung  (19.),  weil 
y  imaginär  ist,  sobald  x  negativ  wird. 
Femer  folgt  aus  Gleichung  (19.) 


123.) 


5   i 


^=^^±r 


^-2  +  — vT 


Fig.  140. 


/ 


Das  doppelte  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (19.)  und  (23.) 
entspricht  dem  Umstände,  dass  jedem  Werthe*  von  x  zwei  Werthe 
TOQ  y,  also  auch  zwei  Punkte  der  Curve  zugeordnet  sind. 

Im  NuUpunkte  fallen  diese 
beiden  Punkte  zusammen  und 
gleichzeitig  auch  die  beiden  Tan- 
genten. So  lange  2r  <  l  ist,  liegen 
aach  beide  Zweige  der  Curve  über 
dieser  gemeinsamen  Tangente, 
nämlich  über  der  X-Axe,  weil 
beide  Werthe  von  y  positiv  sind. 
Für  kleine  Werthe  von  a:,  d.  h. 

^  ^<öSi;  werden  sogar  beide 


I 


I 


225 


(Py 


Werthe  von  ^  posüiv ,  d.  h.  beide  Zweige  der  Curve  sind  in 

der  Nähe  der  Spitze  nach  oben  concav\  erst  fär 

64       .  ^   dhi       _       15 

4 


X  = 


225 


^S=2-i^V7=o, 


d.  h.  der  untere  Curvenzweig  hat  in  dem  zugehörigen  Punkte 
einen  Wendepunkt  W,  in  dem  er  sich  von  der  Concavität  zur 
Convexität  wendet. 

Eine  solche  Spitze  nennt  man  eine  Spitze  zweiter  Art  oder 
Schnabel' S^tze.     (Vergl.  Fig.  140.) 


XV.  Abschnitt. 

Herleitnng  und  Anwendungen  der  Taylor'schen 
Reihe  für  Functionen  Yon  mehreren 

Terilnderlichen. 

§  123. 

Die  TayloKsche  Reihe  fOr  Functionen  von  melireren 

Veränderliclien. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  150.) 

Es  sei 

(1.)  ^=/(^,y) 

eine  Fimction  von  zwei  Veränderlichen,  dann  kann  man 
f(x  +  Ä,  y  +  A)  in  ähnlicher  Weise  nach  Potenzen  von  h  nnd  k 
entwickehi,  wie  früher  (§  30  und  31)  f{x  +  A)  nach  Potenzen 
von  Ä  entwickelt  wurde. 

Man  findet  diese  Entwickelung  sehr  leicht,  indem  man  zunächst 

ht  statt  Ä,    kt  statt  k 

schreibt  und  f(x  +  A<,  y  +  kt)  nach  Potenzen  von  i  entwickelt 
Dies  geschieht  nach  der  3f ac  -  Zaurm'schen  Reihe  in  folgender 
Weise.    Man  setze 

(2.)  x^-U  =  u,    y  +  A^=i?,   f{u,v)  =  F{t\ 

dann  wird  nach  Formel  Nr.  51  der  Tabelle,  wenn  man  /  mit 
JP  und  X  mit  t  vertauscht, 

Bei  der  Bildung  von  F'it),  F"(t), , . .  muss  man  beachten, 
dass  für  diese  Rechnung  t  die  einzige  Veränderliche  ist,  während 
Xj  y,  Ä,  k  consiani  bleiben,  dass  aJso 
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wird.    Dadurch  erh&lt  man  nach  Formel  Nr.  138  der  Tabelle 

f5.) 


dt  du  dt       dv  dt       5f7  'Sv 

.et) 


-«=%^=(^*+¥*)' 


df  A« 


|.,(0=£^)=(^.  +  f*)' 


Die  Formel  Nr.  138  der  Tabelle  ist  hier  anwendbar,  weil 
»  und  c  lineare  Functionen  von  t  sind.    Für  ^  =  0  wird 

(6.)    tt-a;,    ü_y,     _g-_  _  — g_ ,  -^^- ^^      , 

folglich  ist 

^(o)=/(«,y), 


(7.) 


.(») 


/df{x+eht,y+®kt)        df{x+@ht,y+&kt)^>f^^') 
\  dx  dy  )       ' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (3.)  ein,  so  er- 
hält man 
(8.)  Fit)  =f{x  +  Ä<,  y  +  kt)  = 
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wobei 


^+1 


\\  dx  dy  /      ' 


(n  +  l)!\  dx  ^  dy 

Setzt  man  schliesslich  /  gleich  1,  so  geht  diese  Gleidiong 
über  in 

)/('+*,y+*)-/(-.y)+(|^»+|f)+^i*+f  */'+•■■ 

wobei 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  wieder  von  der  symboli- 
schen Bezeichnnngsweise  Gebrauch  gemacht,  nach  welcher  z.B. 

[(^J.h  +  S^aT-  ^ä^  +  2-^ÄA  +  ^Ä^ 
(10.)  {  W*  +  57  V  ~  dx^^  ^  ^dxdy^  ^  öy» 

wird.    Die  Grösse  ®  liegt  dabei  immer  z\dschen  0  und  +  l- 

Diese  Ail  der  Entwickelung  lässt  sich  ohne  Weiteres  aof 
Functionen  von  drei  oder  von  mehr  Veränderlichen  übalrag^- 
So  ist  z.  B. 


(11.) 


Aus  der  Töy/or'schen  Reihe  fiir  Functionen  mit  mehreren 
Veränderlichen  lässt  sich  dann  auch  die  Jfac-Zaurin'sche  Reihe 
herleiten.  So  braucht  man  z.  B.  bei  Functionen  mit  drei  Ver- 
änderlichen nur 
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ZU  setzen  und  dann 

X  statt  A,    y  statt  ^*,    ;;  statt  / 

zn  schreiben,  nm  die  Function  nach  steigenden  Potenzen  von 
X,  ymHzm  entwickeln. 

§  124. 

Homogene  Functionen. 

(Vergl.  die  Fonnel-TabeUe  Nr.  151.) 
Eine  Fkmction 

(1.)  ^=/(^l,    X^y.^Xn) 

mit  n  Veränderlichen  x^^  x^^ . .  .Xn  heissi  eine  homogene  FUncHon 
m^  GradeSj  toefin  sie  sich  durch  MuUiplication  der  sämmtüchen 
Veränderlichen  mit  ein  und  demselben  Factor  t  in  sich  selbst  ver- 
wanddt^  muäiplicirt  mit  der  m*^  Potenz  dieses  Factors. 

Eine  homogene  Puntion   m^  Grades  wird  daher   erklärt 
dimsh  die  Gleichnng 

So  ist  z.  B. 

/(^>  y?  z):=x^  —  2x'h/  +  4,yz'^  —  Ixyz 

eine  homogene  Function  dritten  Grades  von  x^  y^  z\ 

f(x,y,z)  =  a:2  +  3^y  +  j ^^5-^ 

und 


/(«j  y,  ^)  =  V^*  +  y*  — 


3^2:^2; 


ya:2  —  z2 

sind  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  a:,  y,  2; 

V5M^     KyM^     yiM=^ 

ist  eine  homogene  Function  nullten  Grades  von  x,  y,  z. 

Satz  1.     Dividirt  man  eine  homogene  Function  m*^  Grades 
durch  die  m^  Potenz  einer  ihrer  Veränderlichen  ^  z,  B.  durch 
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aTn**,  so  wird  der  Quotient  nur  von  den  n  —  1  Verhältnissen  efer 
übrigen  Veränderlichen  zu  dieser  einen  abhängen  j  d.  h.  der 
Quotient  ist  noch  eine  Function  von  n  —  1  Veränderlichen 

9    »  •  •  • 

^n      Xf%  Xn 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 
setzt  man  in  dieser  Gleichung  t  =  —  9  so  erhält  man 

Xn  \^n     ^n  ^n  / 

Sab  2.  Aus  einer  nicht  homogenen  fUnction  mit  n  —  1 
Veränderlichen  9P(t^i ,  t<2, . . .  Un-\)  kann  man  eine  homogene 
Function  m**"  Grades  mit  n  Veränderlichen  machen,  indem  man 


X\  x^ 

Mj  =  -^>    «2  =  — ^>  •  •  •  Mn-1  = 


ir«_i 


^  ^n  Xn 

setzt  und  die  Ihnction  mit  Xn^  mtUtiplicirt. 
Beweis.    Vertauscht  man  in 

xy  mit  tx^j  x^i  mit  tx^i,...xn  mit  to„,  so  geht  Gleichung  (4.) 
über  in 

\Cn      Xn  Xn  / 

folglich  wird 

Dabei  ist  der  Grad  m  noch  beliebig.  Man  kann  diesen 
Satz  benutzen,  um  Gleichungen  zwischen  x^  y  oder  zwischen 
X,  y,  z  homogen  zu  machen,  wodurch  ihre  Behandlung  für 
viele  Zwecke  bequemer  wird.    Ist  z.  B.  die  Gleichung 

(5.)       aii  a:2  +  2ai2xy  +  a^y^  +  2aizX  +  2as8y  +  «ss  =  0 

gegeben,  so  setze  man 

X  =  — ^>      y  =  — ^ 
X^  X^ 
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und  multiplicire  mit  x^^,  Dadnrch  erb&lt  man  eine  homogen« 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  x^^  z^,  x^^ 
nämlich 

(6.)  anXi^'\'2axtX^x^+<h%x^^+2ax%Xy^  x^+^a^x^xz+a^xz^  ^  0. 

Indem  man 

a^j  =  1,     also     ar,  =  T,     a^j  =  y 

setzt,  kann  man  dann  jederzeit  von  den  homogenen  Gleichungen 
zu  den  nicht  homogenen  zurückkehren. 

Satz  3.  Die  ersten  partiellen  Ableitungen  einer  homogenen 
Fuihction  m*^  Grades  sind  sämmtlich  homogene  Functionen 
{m—iy*^  Grades. 

Beweis.    Bezeichnet  man,  wie  gewöhnlich, 
so  folgt  aus  der  Voraussetzung,  nämlich  aus  der  Gleichung 

f{tx^^  tX2j  .  .  .  tXn)  =  ^/{Xi,  a;2,  .  .  .  Xn), 

durch  partielle  Differentiation  nach  xa 
oder 

(7.)  fai^U  ^2,  .  .  .  tXn)  =  t^'^faix^,  a-j,  .  .  .  Xn), 

d.  h.  faix^yX2i..,Xn)  ist  eine  homogene  i\mction  {m  —  !)*•■ 
Grades,  wobei  a  die  Werthe  1,  2, . . .  n  haben  dar! 

In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  jede  zweite 
partielle  Ableitung  von  einer  homogenen  Function  m^^  Grades 
eine  homogene  Function  (m  —  2)*«»  Grades,  allgemein,  dass  jede 
partielle  Ableitung  r*«  Grades  eine  homogene  Function  (m — r)*«" 
Grades  ist. 

Setzt  man 

(8.)  tej  =  U,,       tX2  —  U2j"'^n=^th^ 

so  geht  die  Gleichung  (2.)  über  in 

(Ö.)  /(«i,  «2,  . . .  Wn)  =  ^/(arj,  arj, . . .  a:»). 
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Differentiirt  man  diese  Gleichung,  indem  man  ^  als  die  ein- 
zige Veränderliche  ansieht,  so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  138 
der  Tabelle     « 

oder  für  <  =  1 

Ji  v^t )  ^2 j  •  • '  ^«/  •  ^1    '  y  2  (^1  j  ^2>  •  •  •  •^»z  •  ^2  i"  •  •  • 

Dies  kann  man  noch  einfacher  schreiben,  indem  man 

setzt;  dann  erhält  man  nämlich 

/^rvN  ör   ,        öz    ,  ,         dz 

(10.)  ^,_+^.^^+...  +  ^,_.=;;,^. 


Beispiel. 

Es  sei 

(11.)  2=  aiia:i2+2ai2a;ia:2+<»22^2^+2ai3a:ia:8+2a23a:2;r3+a3sa;3-, 
nnd 

0,2  =  Osi,       ai3  =:  a3i,       023  =  ^^32, 

dann  findet  man 

.(    dz 


(12.) 


dxi 
dz 


=  2{auXi  +  ai2:r9  +  0133:3), 

=  2(a2ia;i  +  022^:2  +  023^:3), 

dz 

-^—  =  2(ö3ia:i  +  032^:2  +  «33^3); 


(13.) 


dz  dz  dz  ,  N 

xx  g—  +  ^2  ^ '"  ^^  F"  "^  25:1  (0,1  a-i  +  Oisar«  +  Oia^s) 

+  2ar2(ö2iiCi  +  a^x^  +  Ossfl^s) 

+  2^:3(0312:1  +  «32^2  +  «33^») 

=i2ir. 


)z. 
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Wenn  man  beachtet,  dass  -^9  :5— >•••  3— wieder  homo- 

gene  Functionen  (m  —  1)^*'  Ordnung  sind,  so  folgt  ans  Gleichung 

dz 
(10.),  indem  man  z  mit  s—  und  m  mit  m —  1  vertauscht, 

OXa 

d^z  ,  d^z      ^  ,  d^z         ,         ,.  dz 

Multiplidrt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  2:],  z^, . . .  Xn 
nnd  addirt  sie,  so  erhält  man  unter  Anwendung  der  symbolischen 
Bezeichnungsweise  und  mit  fificksicht  auf  Gleichung  (10.) 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet 

Durch  diese  Formeln  kann  man  die  Gleichung  der  Tangente 
einer  ebenen  Curve  und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer 
Fläche  vereinfachen. 

Es  sei  z.  B. 

(16.)  y^/(^),    oder    l\x,y)  =  0 

die  Gleichung  einer  Curve  n^  Grades,  so  erhält  man  nach 

Formel  Nr.  95  der  Tabelle  für  die  Tangente  die  Gleichung 

oder 

(17.)  I\  {x,  y)  {x'  -x)+  1\  {x,  y)  (y'  -  y)  =  0. 

Macht  man  jetzt  aber  die  Gleichungen  (16.)  und  (17.) 
homogen,  indem  man 

Ol 

Steg^mann- Kiepert,  Differential  •  Rechnung.  *^^ 
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setzt  und  beide  Q^leichungen  mit  x^^  multiplicirt,  so  gehen  die- 
selben über  in 

(19.)  ^~^^'  ^)  =  ^(^^'  ^^'  ^)  =  ^' 

(20.)  Gl  {x\  —  x^)  +  (?2  (^'2  —  T2)  =  0. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 

(21.)  Gl  x^  +  G2a:2  +  ^33:3  =  n  G (a-,,  a^^,  x^)  =  0, 

folglich  erhält  man  durch  Addition  der  Gleichungen  (20.)  und 
(21.)  flir  die  Tangente  die  Gleichung 

(22.)  G^x\  +  G.^aj'j  +  Ga^-g  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 

x^  =  1,     also     .rj  =2:,  3:2  =  y,  ^'1  =  a;',  a:'2  =  y' 

setzt,  gehen 

bezw.  in 

i^(:r,  y),  J;,  F, 

über.  Diese  Form  für  die  Gleichung  der  Tangente  ist  ein&cher 
als  die  bisher  benutzte,  denn  die  Gleichung  (17.)  ist  in  Bezog 
auf  X  und  y  vom  n*^  Grade,  während  die  Gleichung  (22.)  nur 
vom  (n  —  l)*«*»  Grade  ist. 

Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  der  Ellipse   homogen,  so  er- 
hält man 

(23.)  G{z^,  X2,  x^)  =  b^x^^  +  a»  V  —  «^i^^*  =  0, 

folglich  wird 

(24.)         Gl  =  2b% ,     G2  =  2a^X2 ,     G3  =  —  2aH^x^ , 
so  dass  man  for  die  Tangente  die  Gleichung 

(2ö.)  b^x^x\  +  a^x^x'^  —  aH^x^^  =  0 

findet,  die  für  :z:3  =  1  in 

(25  a.)  b^xx'  +  ah^  —  a^^  =  0 

übergeht. 
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Man  erkennt,  dass  das  hier  allgemein  erläuterte  Verfahren 
bei  dai  in  §  81  behandelten  Aufgaben  bereite  Anwendung  ge- 
funden hat. 

Ist 

(26.)  F(x,  y,z)  =  0 

die  Gleichung  einer  Fläche  n^*^  Grades,  so  hat  nach  Formel 
Nr.  145  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  die  Gleichung 

(27.)  F,  (x'  —  x)  +  F^(y'  -y)  +  F,(z'  -  ^)  =  0. 

Macht  man  die  Gleichungen  (26.)  und  (27.)  homogen, 
indem  man 

x^    '       x^  x^  x^     ^         x^  x^ 

setzt  und  beide  Gleichungen  mit  2*4"  multiplicirt ,  so  gehen  die- 
selben über  in 

I26a.)         ^4-^^'  ^'  ^)=  G{x,,x^,x^,x,)  =  0, 

(27a.)   Gl  {x\  —  X,)  +  G2  {x'2  —  ^2)  +  <^3(^'3  —  ^3)  =  0. 
Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 

(28.)  G,a:,  +  G2X2  +  G^x^  +  G^x^  =  »©(ä-j,  a^i,  x^,  x^)  =  0, 

folglich  erhält  man  durch  Addition  der  Gleichungen  (27  a.)  und 
(28.)  flir  die  Tangentialebene  die  Gleichung 

(29.)  G^x\  +  G2X\  +  G^x\  +  G,x,  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 
x^  =  1,     also    x^  =  ^,  ar2  =  y,  X'^  =  z. 

:ri=J*,  ^2  =  y,  X  ^  "^^  z 

setzt,  gehen 

bezw.  in 

F{x,y,z\  F,,  Ji,  F, 

über.    Diese  Form  für  die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist 

em&cher  als  die  bisher  benutzte,  denn  die  Gleichung  (27.)  ist 

in  Bezug  auf  x^  y,  z  vom  n'*"  Grade,  während  die  Gleichung 

(29.)  nur  noch  vom  (»  —  1)*«"  Grade  ist. 

34* 
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Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

«2  -t-  j2  +  ^2      ^  -  ^ 
homogen  ,  so  erhält  man 

(30.)       G{x,,  x^,  ^,  :r,)  =  ^  +  ^'  +  ^  -  ^4^  =  0, 
folglich  wird 

(31.)       G,  =  ^,     G,  =  ^,     G,  =  ^    G,  =  -2x„ 

SO  dass  man  für  die  Tangentialebene  die  Gleichmig 

XiX\     .    X^tX\    .    x%x\  o        ^ 

(32.)  -L_i  +  _^»  +  ^_^^2  =  0 

findet,  die  für  «4  =  1  in 

Übergeht. 

Man  erkennt,   dass  auch  diese  Vereinfachung  bereits  in 
§  116  zur  Anwendung  gekommen  ist. 

§  125. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  zwei 

Veränderliclien. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  152.) 

Es  sei 

(1.)  ^  =/(^,  y) 

eine  stetige  Function  der  beiden  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y;  man  nennt  dann  z  ein  Maximum^  wenn 

/(^,y)>/(^  +  Ä,y  +  *) 

wird  für  hinreichend  kleine,  im  üebrigen  aber  beliebige,  positive 
oder  negative  Werthe  von  h  und  k.  Dagegen  nennt  man  z  ein 
Minimum^  wenn 

/(^,  y)  <f(^  +  Ä,  y  +  A) 
wird.    Um  die  Werthe  von  x  und  y  zu  b^timmen,  fSr  wdche 
z  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  muss  man  also  untersuchen, 
für  welche  Werthe  von  x  und  y  die  Differenz 
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(2.)  J  =f{x  +  Ä,  y  +  *)  -/(.^,  y) 

beständig  neffoHvy  bezw.  beständig  positiv  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  entwickelt  man  J  mit  Hülfe  des  Taylor'- 
sehen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von  h  und  kj  wobei 
Yoransgesetzt  wird ,  dass  /(ar,  y)  und  die  vorkommenden  Ablei- 
tnngen  davon  ftir  die  betrachteten  Werthe  von  x  und  y  stetig 
nnd  endtich  sind.  Dann  erhält  man  nach  Formel  Nr.  150  der 
Tabelle. 

(3.)     /(:r+Ä,  y  +  A)=/(.r,y)+(^Ä  +  |^*)+i2, 
wobei 

(4.)  R^^  ^d/(.+m^+ei)^  ^  efir+0k,r,+ei)  ^j 

mit  A  und  ^  zugleich  unendlich  klein  wird  von  der  zweiten 
Ordnung  und  deshalb  mit  [h,  i]^  bezeichnet  werden  möge.    Aus 
Gleichung  (3.)  folgt  daher 
(5.)  J  ^f,h  +/,*  +  [Ä,  A],, 

Ist  /t  von  Null  verschieden,  so  kann  man  A  =  0  und  /*  so 
klein  machen,  dass  die  Glieder  der  zweiten  Dimension  [/t,  i]2 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  werden  als/^A,  so  dass  J 
dasselbe  Vorzeichen  hat  wie/jA.  Deshalb  wechselt  aber^  mit 
A  zugleich  das  Zeichen,  ist  also  weder  beständig  negativ,  noch 
beständig  positiv.  Daraus  folgt,  dass  f(x,  y)  nur  dann  ein  Maxi- 
mum oder  Minimniii  werden  kann,  wenn 

(6.j  /i  {x,  y)  =  0 

ist.  Die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  erkennt  man  schon 
daraus,  dass  /(rr,  y)  ein  Maximum  bezw.  ein  Minimum  bleiben 
muss,  wenn  man  y  als  unveränderlich,  also  2:  als  die  einzige  Ver- 
änderliche betrachtet.  Wie  nun  f{z)  nur  för  Werthe  von  x  ein 
Maximum  oder  Minimum  werden  konnte,  für  welche  f*{x)  =  0 
wurde  (vergl.  Formel  Nr.  79  der  Tabelle),  so  kann  hier/(a-,  y) 
nur  für  Werthe  von  x  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden,  für  welche  die  Gleichung  (6.)  befriedigt  ist. 

Ebenso  kann  man  jetzt  aber  auch  zeigen,  dass 

(7.)  .A(.r,y)  =  o 
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sein  muss.  Aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (7.)  findet  man  dann 
die  Werthe  von  x  und  y,  für  welche  möglicher  Weise  ein 
Maximum  oder  Minimum  \on/{x,y)  eintritt. 

Ob  für  die  so  gefundenen  Werthepaare  von  x  und  y  tßirk' 
lieh  ein  Maximum  oder  MinininTn  eintiitt,  darüber  entscheidet 
in  vielen  Fällen  schon  der  Charakter  der  Angabe,  wie  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen  möge. 

Aufgabe.  In  der  Ebene  seien  beliebig  viele  Punkte  P^ 
P2>  •  •  •  -Pn  mit  den  Coordinaten  x^,  yi ;  iC2?  y2;  •  •  •  ^i  y«  gegeben; 
ihre  Massen  seien  bezw.  M^ ,  M^  ..  .Mn\  man  soll  die  Cioordinaten 
eines  Punktes  P  finden,  so  dass  die  Summe 


3f,  .  PP^     +  Jfj  .  PP2    +  ...  +  Mn.  PPn 

ein  Minimum  wird. 

AuflSsung.  Hier  ist  die  Function,  welche  ein  Minimom 
werden  soll, 

^  "M  + . . .  +  M,[(x-xn)^  +  (i/-ynn 

also 

(9  )  K^  *^^'^^  ^  ^^^  (^— ^1)  +  2M^(x—X2)  +  ...  +  2Mn(x—jr^\ 
l/2(^,y)  =  23f,  (y— yi)  +  ^M^iy-y^)  + . ..  +  23/n(y-yM). 

Indem  man 

/i(^,y)  =  0    mid  /2(a:,y)  =  0 
setzt,  findet  man 

(l(jX  I     ^  J/,    +3f2  +   ...   +  i)fH  ' 

_  if^yi  +  M2y2  +  . . »  +  ^fnyn 

Da  bei  dieser  Aufgabe  sicher  ein  Punkt  vorhanden  ist, 
welcher  die  Eigenschaft  des  MiTiimiiTna  besitzt,  und  da  man  nur 
ein  einziges  Werthepaar  von  x  und  y  findet,  für  welches  die 
beiden  nothwendigen  Bedingungen  erÄllt  sind,  so  muss  dieses 
Werthepaar  das  Minimum  liefern. 
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So  einfach  ist  aber  die  Entscheidimg  im  AUgemeinen  nicht. 
Dagegen  findet  man  fiir  alle  F&Ue  die  folgenden  Regeln. 

Sind  die  Bedingongsgleichungen  (6.)  und  (7.)  befriedigt,  so 
findet  man  durch  die  Entwickelung  nach  der  Tay/or'schen  Reihe 

wobei  der  Rest 

ri2^  R^  1  (df(x+eh,y+®k) j^      df{x-veh,y+Gk) ^\^) 
^    '^  3!  \  dx  dy  ) 

mit  [A,  k\  bezeichnet  worden  ist,  weil  er  mit  h  und  k  zugleich 
unendlich  klein  von  der  dritten  Ordnung  wird.    Setzt  man 

(13.)  /iiÄ2  +  2/i2Äit  +/22>fe»  =  9P(Ä,  *), 

so  ist  die  Entscheidung  darüber,  ob  fix^y)  für  die  geftmdeneu 
Werthe  von  x  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  darauf 
zurückgeführt,  ob  die  homogene  Function  zweiten  Grades  9>(^9^') 
beständig  negativ,  oder  ob  sie  beständig  positiv  ist.  Wenn  näm- 
lich 9;(A,  k)  beständig  positiv  oder  beständig  negativ  ist,  so  kann 
man  die  Werthe  von  h  und  k  so  klein  machen,  dass  in  dem 
Ausdrucke  für  z/  die  Summe  der  Glieder  zweiter  Dimension, 
d.  h.  \9>{hjk),  grösser  ist  als  die  Summe  der  Glieder  dritter 
Dimension  [A,  ^]3.  Ist  also  q>  (A,  k)  beständig  negativ^  so  ist  dann 
auch  J  beständig  negativ,  und  f(x,  y)  wird  ein  Maximum-,  ist 
dagegen  ^{h,k)  beständig  positiv  ^  so  ist  auch  J  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  h  und  k  beständig  positiv,  und  f{x,  y)  wird 
ein  Minimum.  Kann  aber  tp  (A,  k)  positive  und  negative  Werthe 
annehmen,  so  wird  f{x,  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Die  homogene  Function  zweiten  Grades  y  (A,  k)  heisst  eine 
definite  Form,  wenn  sie  für  alle  Werthe  von  A  und  k,  die  nicht 
beide  gleich  Null  sind,  entweder  beständig  positiv  oder  beständig 
negativ  ist. 

Um  darüber  zu  entscheiden,  ob  (p(h,k)  eine  definite  Form 
ist,  bilde  man 

9  (^,*)  -/ii  =/ii'Ä2  +  2/h/i2ÄA  +/I22Ä2  +  (/,,/m  -/i22)>5:2 ; 

dies  giebt 

i  14.)  y  (A,  *)  =  i-  [(/n A  +/2/&)2  +  f/n/22  -f^2W\ 
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Damit  dieser  Ausdruck  für  A  =  0  positiv  ist,  muss  zun&chst 
(15.)  /ii>0 

sein;  damit  femer  (p{h^k)  auch  positiv  ist,  wemi  man 

fuh+f,2k^0,     oder     *  =  -4^ 

setzt,  muss  ausserdem 

(16.)  /11/22— /i2^>0 

sein.  Diese  beiden  Bedingungen  (15.)  und  (16.)  sind  notkwendig, 
sie  sind  aber  auch  hinreichend,  denn  wie  man  auch  A  mid  ^ 
bestimmen  mag,  ^  (A,  k)  ist  dann  immer  positiv^  so  lange  h  und 
k  nicht  beide  gleich  Null  sind.  In  diesem  Falle  wird  f{x^y) 
ein  Minimum,  Ebenso  findet  man ,  dass  fp  (A,  k)  beständig  ne- 
gativ ist,  wenn 

(17.)  /n<0    und  /11/22— /i8^>0 

ist,  und  zwar  sind  auch  hier  dies  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen.  In  diesem  Falle  wird  f{x^y)  ein 
Maximum. 

Ist  dagegen 
(18.)  /11/22— /i2^<0, 

so  ist  ^(h,k)  keine  deßnite  Form,  und  f(x,g)  wird  weder  ein 
Maximum   noch   ein   Minimum  j    denn   für   ^  =  0   hat   (p{h^t) 

•f  h 
gleiches  Vorzeichen  mit  /n ,  für  *  =  — ^-^  aber  sind  die  Vor- 

/t2 

zeichen  von  (p(h,k)  und/u  ungleich. 
Ist  endlich 

(19.)  /h/22— /l22  =  0, 

so  wird  nach  Gleichung  (14.) 

(20.)  y  (Ä,  k)  =  l-  (/u Ä  +fv2ky 

immer  dasselbe  Vorzeichen  haben  wie/u;  nur  in  dem  Falle,  wo 

(21.)  /,  Ä  +/12*  =  0,     oder     k  =  —4^ 

/12 

ist,  wird  y  (A,  it)  =  0  und  kann  deshalb  nicht  mehr  über  das 
Vorzeichen  von  J  entscheiden.    Für  diesen  besonderen  Werth 
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von  k  muss  also  noch  das  Vorzeichen  von  J  untersucht  werden, 
indem  man 

nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickelt.  Da  man  es  hierbei 
nur  mit  einer  einzigen  Veränderlichen  A  zu  thun  hat,  so  ist 
diese  Entwickelung  verhältnissmässig  einfach  und  beginnt  mit 

demi  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  verschwinden  die 
Glieder  erster  und  zweiter  Dimension. 

Der  weitere  Verlauf  der  Untersuchung  ist  dann  in  ähnlicher 
Weise  zu  ffthren  wie  bei  Funcljonen  mit  einer  Veränderlichen. 
Ist  nämlich  C<0,  so  wechselt  J  mit  h  das  Vorzeichen,  so 
dass  i/oeder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  eintreten  kann» 
Ist  aber  (?  =  0,  so  tritt  ein  Minimum  ein,  wenn  /n  und  D 
beide  poeüio  sind,  ein  Maximum^  wenn/n  und  D  beide  negativ 
sind.  Haben  aber/n  und  D  verschiedenes  Vorzeichen,  so  tritt 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

Ist  endlich  auch  D  gleich  Null,  so  muss  man  in  ähnlicher 
Weise  die  folgenden  Glieder  der  Reihenentwickelung  untersuchen. 

Die  vorstehenden  Umformungen  sind  unter  der  Voraus- 
setzung durchgeführt  worden,  dass  /u  ^0  ist.  Fällt  diese  Vor- 
aussetzung fort,  so  wird  im  Allgemeinen  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten. 

Ist  nämlich 
(22.)  /n  =  0,   /,2  20,   fn^o, 

so  wird 

I  (p{h,k)  =  2/nhk+f22k'^ 
(23.)  l  1 

l  /22 

Für  A  =  0  hat  daher  y(A,  *)  mit  /22  gleiches  Vorzeichen 
fiir  A  =  — -^j:—  dagegen  sind  die  Vorzeichen  von  g>(h,k)  und 

/l2 

/t2  ungleich. 
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Ist  feraer 

(24.)  /ii  =  0,   /n§0,    /22  =  0, 

so  wechselt 

(25.)  y(Ä,A)  =  2/,2ÄA 

mit  h  (und  ebenso  mit  k)  das  Vorzeichen.  Wenn  also  die  Vor- 
aussetzungen (22.)  oder  (24.)  gelten,  kann  weder  ein  Maxifmm 
noch  ein  Minimum  eintreten. 

Der  Fall 

(26.)  /llSO,     /l2  =  0,     /22  =  0, 

giebt 

/11/22  — /122  =  0 

und  ist  schon  oben  ausführlich  «behandelt  worden. 

In  ähnlicher  Weise,  indem  ma»  nämlich  die  Indices  1  und 
2  mit  einander  vertauscht,  kann  man  den  Fall 

(27.)  /ii  =  0,   /i2  =  0,   /22SO 

untersuchen. 

Es  bleibt  daher  nur  noch  der  Fall  übrig,  wo 

(28.)  /ll  =  0,     /l2=0,     /22  =  0 

ist.    Dann  wird 
oder 

(29.)  6./  =/uiÄ3  +  3/noA2A  +  8/122**2  +Mk^  +  ^[h,k],. 

Damit  J  beständig  dasselbe  Vorzeichen  hat,  muss  zunächst 

(30.)  /lll  =  0,     /ii2=0,     /i22=0,     /222  =  0 

sein.  Sind  diese  4  Bedingungen  nicht  alle  erfüllt,  so  tritt  also 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

Sind  sie  aber  erfüllt,  so  muss  man  noch  untersuchen,  ob 

(^  Ä  +  -|^  aT  beständig  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Diese  Unter- 
suchung, die  übrigens  nur  m  äusserst  seltenen  Fällen  erforder- 
lich sein  wird,  ist  so  schwierig,  dass  sie  hier  ubeiigangen 
werden  muss. 

Im  Allgemeinen  wird  man  schon  mit  der  folgenden  K^el 
auskommen : 


g  126.    Geometrische  Deutung.  539 

z  =y(-r,  y)  tcird  ein  Minimum^  wenn 

(31.)/i(^,y)=0,    /i(a:,y)  =  0,    /ii>0,    /,i/22— /«2>0; 

und  z  =f{xj  y)  tcird  ein  Maximum^  wenn 

(32.)/,(i:,y)  =  0,    /»(^»y)  =  0,    /u  <0,    /ii/«2— /i2^>0; 
dagegen  wird  z  ^=:f{x^  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum^ 
tcenn  zwar 

133.)  /,  {x,  y)  =  0,    /a  {x,  y)  =  0,     aber   fnf^  —f,^^  <  0. 

Die  Voraussetzmigen,  dass  /(:r,  y)  mit  den  hier  auftretenden 
partiellen  Ableitungen  stetig  und  endlich  sei,  hätte  man  noch 
etwas  einschränken  können,  indem  man  für  den  Eest  der 
Tayfor'schen  Reihe  (in  ähnlicher  Weise  wie  bei  den  Functionen 
von  einer  Veränderlichen)  eine  andere  Form  eingeführt  hätte. 


§  126. 

Deutung  der  vorhergehenden  Unter- 
suchungen.^) 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  werden  anschaulich,  wenn 
man 

(1.)  ^  =/(^,  y) 

als  Gleichung  einer  Fläche  aufifasst.  Nach  Formel  Nr.  145  der 
Tabelle  hat  dann  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  mit 
den  Coordinaten  x,  y,  z  die  Gleichung 

Sind  nun  die  Bedingungen 

erfüllt,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (2.)  auf 
(4.)  z'  —  s  =  0, 


*)  Der  Leser,  welcher  mit  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
noch  nicht  vertrant  ist,  kann  diesen  Paragraphen  Überschlagen,  ohne 
dass  der  Zusammenhang  gestürt  wird. 
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d.  h.  die  Tanffentialebene  im  Punkte  P  wird  paraüd  zur  X  Y- 

Ebene*    Setzt  man  jetzt  noch 

(5.)  ar'  =  ar  +  A,     y*  =^  y  +  k,     also     h  =^  x*  —  :r,    A  =z  y'  —  y, 

SO  kann  man  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form 

(6.)   z*  =^f{x\  yO  =  ^  +  I  (/ii*'  +  2/12M  +fnk^)  +  [Ä,  il 

bringen.  Deshalb  wird  z'  —  z  mit  h  und  i  zugleich  unendlich 
klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Sind  nun  h  und  A  wirklich 
beliebig  klein  und  so  bestimmt,  dass  r'  —  z  einen  constanten 
Wei-th  l  beibehält,  so  ist 

(7.)  z'—z^l 

die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  der  Tangentialebene  im  Punkt« 
P  parallel  ist  und  ihr  beliebig  nahe  liegt.  Für  den  Dm^ch- 
schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  findet  man  aus  Gleichung 
(6.),  unter  Vernachlässigung  der  beliebig  kleinen  Grossen  drimr 
Ordnung, 

(8.)  /i,  Ä2  +  2fi2hk  +/22 A2  =  2/, 

oder 

{S8i.)Mx'-xy  +  2f,2ix'  —  x)(]/'—y)+f^,{y'—yy  =  2L 

Diese  Gleichung  stellt  einen  kleinen  Kegelschnitt  dar, 
welcher  die  dem  Flächenpunkte  P  entsprechende  „Ihdicairiz^ 
genannt  wird;  und  zwar  ist  bekanntlich  die  Curye  eine  ElUpse, 
wenn 

(9.)  fiif2^—fn^>0 

wird.  Damit  aber  diese  Ellipse  reell  ist,  müssen  fn  (und  ebenso 
/22)  mit  /  gleiches  Zeichen  haben. 

Dies  entspricht  ganz  und  gar  der  Anschauung.  Ist  näm- 
lich der  Punkt  ein  tiefster  Punkt,  dann  muss  in  Gleichung  (7.) 
die  Grösse  /  einen  positiven  Werth  haben,  weil  die  Tangential- 
ebene nur  bei  einer  kleinen  Parallelverschiebung  nach  oben  die 
Fläche  in  einer  kleinen  ellipsenartigen  Curve  schneiden  kann, 
d.  h.  es  müssen  die  Bedingungen 

(10.)  /ii>0    und  /11/22— /i22>0 

befriedigt  sein. 
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Ist  der  Punkt  P  ein  höchster  Punkt,  so  muss  in  Gleichung 
(7.)  die  Grösse  /  einen  negativen  Werth  haben,  weil  die  Tangen- 
tialebene nur  bei  einer  kleinen  ParaUelverschiebung  nach  utUen 
die  Fläche  in  einer  kleinen  ellipsenartigen  Curve  schneiden  kann, 
d.  h.  es  müssen  die  Bedingungen 

(11.)  /ti<0    und  /„/22— /i2^>0 

befriedigt  werden.    In  beiden  F&Ilen  nennt  man  den  Punkt  P 

elliptisch. 

Die  Gleichung  (8  a.)  stellt  dagegen  eine  Hyperbel  dar,  wenn 

112.)  /1./22— /l2^<0, 

gleichviel,  ob  /  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Schnittcurve  der 
Fläche  mit  jeder  Ebene,  welche  zur  Tangentialebene  pai'allel 
ist  und  ihr  sehr  nahe  liegt,  hat  dann  in  der  Nähe  des  Flächen- 
ponktes  P  die  Gestalt  einer  kleinen  Hyperbel,  was  nur  dadurch 
möglich  wird,  dass  die  Fläche  im  Punkte  P  sattelförmig  ist. 
In  diesem  Falle  nennt  man  den  Punkt  P  hyperbolisch  und 
erkennt,  dass  P. weder  ein  höchster  noch  ein  tiefster  Punkt  der 
Fläche  sein  kann. 

Die  dem  Flächenpunkte  P  entsprechende  Indicatrix  ist 
also  eine  Ellipse,  wenn 

fnfn-fv^>0, 

sie  ist  eine  Hyperbel,  wenn 

/it/22— /ta2<0. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  FaU,  wo 

(13.)  711^22 —/l2^=0,       oder     /n/22=/l2'^ 

wird;  dann  kann  man  die  Gleichung  (8a.)  auf  die  Form 
fn^2i'  —  xy  +  2fufv2{^'  —x)(y'-  y)  +f^Hy*  —  yY  =  2f,l 
bringen  und  erh&lt,  indem  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
die  Quadratwurzel  auszieht, 

(14.)  f,{a^  -  x)  +f^{y*  —  y)  =  ±  V^fJ- 

Die  Indicatrix  zerfällt  daher  in  diesem  Falle  in  zwei  pa- 
rallele Gerade.  Ein  solcher  Flächenpunkt  entspricht  im  Allge- 
meinen tceder  einem  Maximum  noch  einem  Minimum  von  z, 
wie  folgendes  Beispiel  zeigen  möge. 
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Es  rotire  eine  Parabel  mit  der  Gleichung 

(15.)  2p(z  —  c)=:{x  —  ay 

um  die  Z-Axe  (Fig.  141),   dann  hat  die  Rotationsfläche  die 
Gleichung 

(16.)  2p  {z  —  c)  =  (|/a.2  +  y2  _  ay. 

Fig.  141, 


Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  yx^+y^  mit  r,  so  wird 

(17)  —  =  -,     ^^  =  t, 

^     '^  dz      r^     ^       r^ 


(18.) 


« =/(«.  y)  = « + 


2;^ 


Um  einen  höchsten  oder  tiefeten  Punkt  P  der  Fläche  auf- 
zuJBnden,  muss  man  seine  Coordinaten  x,  y,  z  so  bestimmen,  dass 
ausser  der  Gleichung  (18.)  noch  die  beiden  Gleichungen 

(19.)      M,,y)^(l^=0,    M:r,y)  =  t^=o 

befriedigt  werden.    Dies  geschieht,  indem  man 

(20.)     a:=acosi?,    y  =  asini?,    also    r  =  a  und  2?  =  c 

setzt,  wobei  der  Winkel  v  noch  beliebig  ist.    Nun  ist  aber 
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oder  für  die  Goordinaten  des  Punktes  P 

'22.)        /u=-^,    /,2  =  — ^5^ — >    /2,=  — , 

(23.)  /n/22  — /122  =  0. 

Der  Punkt  P  ist  hier  kein  tiefster  Punkt,  denn  er  liegt  auf 
dem  Kreise,  welchen  der  Scheitel  der  Parabel  bei  der  Rotation 
beschreibt,  so  dass  es  aUerdings  Punkte  in  seiner  unmittelbaren 
Nachbarschaft  giebt,  welche  dieselbe  Coordinate  z  haben  und 
deshalb  mit  P  in  gleicher  Höhe  liegen.  Aus  dem  vorstehenden 
Beispiele  erkennt  man  auch,  dass  ein  Flächenpunkt  P  durchaus 
nicht  immer  ein  tie&ter  Punkt  ist,  wenn  seine  Tangentialeb^e 
zur  XF- Ebene  parallel  ist,  und  wenn  die  Schnittcuiren  der 
Fläche  mit  allen  durch  P  gelegten  verticalen  Ebenen  nach  oben 
concav  sind. 

Verschiebt  man  die  Tangentialebene  im  Punkte  P  um  die 
kleine  Grösse  /  nach  oben,  indem  man 

(24.)  z=zc  +  l 

setzt,  so  schneidet  diese  Ebene  aus  der  Fläche  zwei  concen- 
trische  Kreise  mit  den  Gleichungen 

(25.)     x^  +  y^  =  {a  +  Y^tf  und  a:^  +  y«  =  («  _  Y^tf- 

aus.  Die  Indicatrix  besteht  in  diesem  Falle  also  aus  zwei  pa- 
rallelen Linien,  da  in  hinreichender  Nähe  des  Punktes  P  die 
beiden  Kreise  mit  ihren  Tangenten  zusammenfallen. 


§  127. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  drei  oder  mehr 

unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Fonnel  -TabeUe  Nr.  153  und  151) 

Bei  Functionen  von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränder- 
lichen gestaltet  sich  die  Untersuchung  ganz  ähnlich  wie  bei 
Functionen  von  zwei  Veränderlichen.    Soll  z.  B. 
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(1.)  «^=/(^,y>«) 

ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  so  muss 

(2.)  J  =f{x  +  Ä,  y  +  A,  ;r  +  /)  -f{x,  y,  z) 

für  alle  hinreichend  kleinen,  positiven  oder  negativen  Werthe 
von  A,  k^  l  bei  einem  Minimum  beständig  positiv  und  bei  einem 
Maximum  beständig  negativ  sein.  Aus  der  Entwicklung  nach  der 
Tayfer'schen  Reihe  findet  man,  dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn 

(3.)         /i(^,y,^)  =  0,    /2(:r,y,z)  =  0,    Aix,y,z)^0 

ist.  Sind  diese  drei  Bedingungen  erfüllt,  so  folgt  weiter  aus  der 
Entwickelung  nach  der  Tay/or'schen  Reihe,  dass  für  hinreich^d 
kleine  Werthe  von  A,  ^,  /  die  Differenz  J  dasselbe  Zeichen 
hat  wie 

(4.)  y (Ä,  i,  t)  ^/nh-^  +  2/,2Ä>t  +/mA»+  2/,3Ä/+  2/23A/+/S3P, 

es  sei  denn,  dass  diese  Function  ^  (A,  k,  l)  gleich  Null  wird  ffir 
Werthe  von  A,  A,  /,  die  von  Null  verschieden  sind.  Die  Ent- 
scheidung, unter  welchen  Bedingungen  y(A,*,Z)  eine  rf^mfe 
Form  ist,  d.  h.  die  Entscheidung  darüber,  ob  fp  (A,  k^  t)  beständig 
positiv  bezw.  beständig  negativ  ist,  ergiebt  sich  durch  eine 
Umformung  von  y  (A,  k,  [)  unter  Anwendung  der  Detenninanten- 
theorie. 

Es  seien  die  Grössen  /^i,  2)2,  A,  «ai,  «327  «33?  A',  k\  h" 
durch  die  folgenden  Gleichungen  erklärt: 


(5.) 


(6.) 


(7.) 


A  = 

-f\\l 

A  = 

J 

D,= 

«31  = 

fnfn 

,        «32 

= 

,       «M 

f\\f\tf\z 
_  |/ii/t2 


=  A, 


«33 


«33 


A"  =  A'+-$^A', 


dann  wird  nach  den  Formeln  Nr.  122  und  124  der  Tabelle 

(8.)  Al  '=^fz\  «31  +^82  «32  +^33  «83  j 

(9.)  fn  «31  +/l2  «32  +/l8  «33  =  0, 

(10.)  ^21  «3!   +/22  «32  +/28  «33  =  0. 


}  1S7.    'M«.»t»»ifc  und  Tinnhn*.  Mft 

Bringt  man  also  die  Glddumg  (4.)  anf  die  Fonn 

(4».)  ip(h;i,  0  :=  h(Juh  +/„*  +/,,/) 

+  /(/ai*  +/m*  +/»./) 

md  aetzt,  den  Gleidiangen  (7.)  entsprechend, 

M  eridlt  man 

y  (*,*,/)  = 

*(/»*'  +/«*')  +  ^  (/•!««  +/l.««l  +/««») 
+  *(/«Ä'  +/«*')  +  ^  (/««.!  +/«««  +/««») 

ciss 

Dies  giebt  mit  Rflcksicht  anf  die  Glddumgen  (8.),  (9.)  nnd 

(10.)  y  (*,*,/)  = 

oder  ^(h,k,I) 

=A'(/»h  +/„*  +/,,/)  +  *'(/„*  +/k*  +/„0  + 

=*'(/iiA'  +/i2*0  H C/iiasi  +/i8a8«  +/i8a8s) 

«SS 

+  '^C/ii  A^  +^«2*')  H (yiiaai  +y22«82  +/9z^u)  +  -rT" ' 

atao 

(11.)         y(Ä,  A,  /)  =/iiA'2  +  2/,2 A'  *'  +/«2*'^  +  ^- 
Jetzt  ist  noch,  wie  schon  in  §  125  gezeigt  wurde, 

/,iÄ''+2/i,Ä'*'+/mA'2  ^f^^(^f,S  +^2  ^,^^  ^/ll/22-/i2^  ^,^ 

Idglich  wird 

(12.)  y  (Ä,  *,  /)  =  I>i  Ä-2  +  g  i^^  +  g  /2. 

SUgemana-KitpeKt,  Bifferaitial-B^ohniing.  95 
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Damit  difiBer  Ausdrack  beUändig  poHtiv  isti  damit  also 
f(x,  y,  z)  ein  Minimum  wird,  mOsseii  die  drei  BedingimgeQ 

(18.)  A>o,   i>2>o,   A>o 

erAllt  sein;  imd  damit  9>(A,  A,  /)  beständig  n»gativ  ist,  damit  also 
/(a;,  y,  2;)  ein  Jf cKräittfm  wird,  mfiss^  die  drei  Bedingungen 

(U.)  A<0,    D2>0,    A<0 

erfBUt  sein. 


In  ähnlicher  Weise  findet  man,  dass 

(16.)  U  =/(«!,  3^2»  ••  •  ^«) 

M»   Ifmfmum    tnri/,    wenn    die    ersten   partiellen   Ableitungen 

fii^u ^jj  •  •  •  ^»)j  ^2(^1  ^1  •  •  •  *n), .  •  -fnip^j  a^i,  • .  • «»)  «ömmärci 
y/0M?A  iVt«ff  m(/,  unrf  wenn 

(16.)  A>0,    A>0,    2>s>0,...-D«>0. 

Dabei  ist 


(17.)  D^  = 


ffir  a  =  1,  2, . . .  n. 


fox  jcA  •  •  «ytt« 


Dagegen  wird  u  ein  Maximum^  wenn  die  ersten  partiellen 
Ableitungen  von  f{xx^  ^9  •  •  •  ^n)  toieder  sämmtUch  gleich  Nvüy 
und  wenn  die  Determinanten  D^  mit  geradem  Index  sämmÜich 
positiv  und  die  mit  ungeradem  Index  sämmÜich  negativ  sind. 

Sind  nämlich  für  ein  Werthsystem  x^jX2^...Xn  die  erst^ 
partiellen  Ableitungen /i,/2,. ../»  sämmtlich  gleich  Null,  so 
wird 

(18.)       J  =/(«!  +Äi,  X2+h^,  .  .  .  Xn+hn)  — /(«i,  X2,  .  .  .  Xn) 
=  iy  (Ai,  Äj,  .  .  ,  An)  +  [Äi,  A2,  .  .  .  ÄhJs, 

wobei  die  Bezeichnungen  den  früheren  entsprechend  gewShlt 
sind.  Die  Differenz  J  wird  fflr  hinreichend  kleine  Werthe  v(m 
A|,  ^, . . .  A»  beständig  positiv  oder  beständig  negativ  aeiQ,  wenn 
die  homogene  EHmction  zweiter  Ordnung 
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(1».)    9{K  K-..hn)  =  /i,(/„Ä.  +/„A,  +  . . .  +f,,h^) 

+  ^(/«Äi  +/mA,  +  .  .  .  +f^hn) 
+ 

eme  «Js^mfo  Jbm  ist.    Bezeichnet  man  wieder  die  Unterieter- 
mmanten  yon  2>.  ndt  a..,...«^,  «,  erhält  man  m^^ 
Fonneln  Nr.  122  und  124  der  Tabelle 
(20.)  Z>,  =/,.«.,  +/«««,  +  ...  +/^«^, 

(21.)  Z'«  «•» +/r«  ««»+... +/rH  «««  =  0  für  r  <  », 

Daraas  folgt,  wenn  man 

(22.)      I  «-  ^a••^'••• 

setzt»  """ 

y(Äi,  ht,...hn)  = 

+ 

oder,  wenn  man  nach  den  Grössen  A'.    k'         i>         j 

^e  Gleichnngen  (17.).  (20.)  n^2 ') 'b^'ü i^^l,  ^^«^  ^' 

(23.)  y  (Ä„  Ä,, . . .  Ä.)  =  Ä'.(/..Ä.  +/„Ä,  + . . .  H-/.,Ä„) 

+  Ä'j(/«lÄ,  +/„Äs  +  .  .  .  +/iM 
+ 

^Indm  man  die  Substitationen  (22.)  noch  einmal^^^endet, 

86* 
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+  -7—  C/ii  «Hl  +f\%ant  + . . .  +/iii«iMi) 

+  ■- —  C/ii a»t  +^«a»j  + .  • .  +yi»aiiii) 
+ 

+  a'h-i  (/*•»— i.i^'i  +y»-i,«Ä's  + . . .  +yi»-.i,H— iA'»-i) 

••IM» 

oder  mit  Rtteksicht  aaf  die  Gleidumgen  (21.) 

(24.)    y  (Ä„  Ä,, . . .  A,)  =  9p  (Ä'„  A'„ . . .  Ä',_„  0)  +  -^  V. 

Da  nun  hierbei  die  homogene  Function  zweiten  Grades 
y  (A'i,  h'i, . . .  h'n^iy  0)  nur  noch  n  —  1  Veränderliche  enthält,  so 
kann  man  diese  Function  in  ähnlicher  Weise  auf  die  Fonn 

9)(Ä"i,  A\  . . .  Ä^-2, 0, 0)  +  ^  (A'h-,)2 
bringen  und  so  fortfahren,  bis  man  erhält 

(25.)  y  (Äi,  Äs,  ...  An)  = 

((n-lK2  n./     (n-2)\2  7)^    .  n 

Äi      )  +  ^(ä,      )  +  ...+ ^>  (Ä.,_.)»+ J^  Ä.». 

Aus  dieser  Darstellung  ergeben  sich  dann  ohne  Weiteres 
die  oben  aufgeführten  Sätze. 


§  128. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Werthe  von  x  und  y  bestimmen, 
für  welche 

(1.)  z  =f(x,  y)^x^  +  xy  +  y-^  —  bx  —  ^y  +  10 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
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AuMtung.    Hiar  ist 

(2.)        /i(«,y)  =  2*  +  y  — 5,    /t(^,y)  =  rp  +  2y  — 4, 
(3.)  /ii  =  2,    /i,=  l,    /a  =  2. 

Die  beidaa  ersten  partieUen  Ableitungen  /t  {x^  y)  und  /<  (^,  y) 
yerachwinden  nur  Ar 

(4.)  aj=2,     y=l, 

und  zwar  wird  z  für  diese  Werthe  von  z  und  y  ein  Jftitmum,  weil 
(5.)  /ii  =  2>0,   /ii/m— /«^  =  3>0. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Zahl  a  so  in  drei  Theile  theilen, 
dass  ihr  Product  ein  Maximum  wird. 

AuflSsung.  Bezeichnet  man  zwei  von  diesen  Theilen  mit 
X  und  y,  so  wird  der  dritte  a  —  x  —  y,  und  das  Product,  welches 
ein  Maximum  werden  soll,  ist 

(6.)      z  =f{x,  y)  =  xy{a  —  x  —  y)  ^axy  —  xhf  —  xy\ 

Daraus  folgt 

(7.)    f\{xyy)  =  ay  —  2xy  —  y\   fi{x^y)  =  ax  —  x^  —  2xy, 

(8.)       /ii  =  — 2y,    /i2  =  a  — 2x  — 2y,    /m==— 2ar. 

Da  die  Werthe  a;  =  0,  oder  y  =  0  hier  nicht  in  Betracht 
kommen  können,  wie  schon  aus  der  Natur  der  Angabe  hervor- 
geht, so  erhält  man,  indem  man  f^  {x^  y)  und  f^  (x,  y)  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichungen 

(9.)  a  —  2a;  —  y  =  0,     a  —  z  —  2y  =  0, 

welche  nur  für 

(10.)  ^  =  f      y  =  | 

befriedigt  werden.    Da  flir  dieses  Werthepaar 

80  tritt  ein  Maximum  ein. 

Dieser  Aufgabe  kann  man  auch  die  folgende  Fassung  geben : 
Von  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedon  ist  die  Summe  aller 
Kanten  gleich  4a;  wie  gross  müssen  die  einzelnen  Spanten  sein, 
damit  das  Volumen  ein  Maximum  wird? 
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Aus  der  vorstehenden  Lösung  sieht  man,  daas  das  redit- 
winklige  Parallelepipedon  mit  möglichst  grossem  Yolnmen  ein 
Würfel  ist. 

Aufgabe  3.  Man  soll  unter  allen  Dreiecken  mit  gegebenem 
UmfiEUQge  dasjenige  ermitteln,  welches  den  grOssten  Flftcheih 
inhalt  hat. 

AuflSiung.    Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  bekanntlidi 

(12.)  F=  yu{u  —  a){u  —  b){u  —  c\ 

wemi  man  die  Seiten  mit  a,  i,  c  nnd  den  Umfang  mit  2u  be- 
zeichnet.   Setzt  man  aber 

(13.)  u  =  3>n,     a  =  a;,    ft  =  y, 

so  wird 

(14.)  c  =  6m  —  X  —  y,     u  —  c  =  a;  +  y  —  8m, 

(15.)  F^  =  3m(3m  —  z)  (3m  —  y)  (a;  +  y  —  3m), 

also 

fi^^y)  =  3^^  =  (3m  — a:)(3m  — y)(a;  +  y  — 8m) 
+  18m2(a:  +  y)  — 27m^ 

Da  F  mit  f{x^  y)  zugleich  ein  Maximum  wird,  so  bilde  man 

^7  )      I /i(^,y)  =  ^  +  y2- 3m(2^  +  3y)  +  ISm^ 

\  =(3,n  — y)(6m  — 2:c  — y), 

(18  )      i  •^2(^'  y)  =  a:2  +  2:Fy  —  3m(3a:  +  2y)  +  ISm^ 

I  =  (3m  —  a;)  (6m  —  a:  —  2y). 

Da  die  Summe  aller  drei  Seiten  gleich  6m  ist,  und  da  jede 
Seite  kleiner  sein  muss  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Seitai, 
so  muss  jede  der  Seiten  kleiner  sein  als  3m.  Deshalb  dürfen  in 
fi{x,y)  und/3(ar,y)  die  Factoren  3m  —  y  bezw.  3m  —  x  nicht 
gleich  0  sein,  so  dass  man  vielmehr 

(19.)  6m  — 2a:  — y  =  0,     6m  — a;  — 2y=0, 

oder 

(20.)  ar  =  2m,    y  =  2m 

setzen  muss.    Ffir  diese  Werthe  von  x  und  y  tritt  auch 
lieh  ein  Maximum  ein,  denn  es  ist 
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(21.)  /„  =  ^  —  6m  =  —  2ifi<  0, 

(22.)/«  =  2a:  + 2y— 9m  =  — m,   /»  =  2a?  — 6m  =  —  2m, 

(28.)  fxsfn  —M  =  3m«  >  0. 

Unter  allen  Dreiecken  mit  gleichem   Umfange  hat  abo  das 
gleichseitige  den  gröesten  Inhalt. 

Aufgabe  4.    Von  emem  Dreieck  sind  die  Goordinaten  der 
Eckpnnkte  Pj,  Pj,  Ps,  nÄmlich  a:„  y^;  x^,  yi\  x^,  y^  gegeb«i; 
man  soll  die  C!oordinaten  eines 
Punktes  P  finden,  dessen  Ab-  ^^'  ^^ 

stände  von  den  Backen  eine 
möglichst  kleine  Summe  haben. 
(VergL  Kg.  142.) 

AuflSsung.  Die  Abstände 
des  Punktes  P  Ton  den  Ecken 
seien  «i,^,  Aj,  und  die  Winkel, 
welche  diese  Linien  mit  der 
positiven  Richtung  der  X-Axe 
bilden,  seien 

2i.XS,P=ip,,    2i.XS^P^q>^,    2SiX8^P^9^, 

dann  wird 

h  =  V{^  —  ^l'  +  (3/-yz)\ 
und  es  ist 

(25.)  f{x,  y)  =  «1  +  «2  +  h 

die  Function,  welche  ein  Minimum  werden  soll.    Nun  ist  ftlr 
a  =  1, 2, 8 

dSa 


(24.)  I' 


X  —  Xa 


(26.) 


X Xg 

8a 


=  cos9>«. 


^^         y{x  —  Xay  +  {}f  —  yay 

d^a^  y—ya  ^y— y«^gin 

dy       y{x  —  xa)^  +  (y—yay  *« 


folglich  muss  man  setzen 
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(27.)  /i  {x,  y)  =  cosyi  +  coßy,  +  coeys  =  0, 

(28.)  f^ixy  y)  =  sin  jpi  +  sm^j  +  Wiip^  =  0. 

Ans  diesen  Gleichimgen  findet  man 
(29.)       sin(yi  —  yi)  =  sm(y2  —  9)3)  =  sin  (9)3  —  ^i). 

Aus  der  Figur  erkennt  man,  dass 

y2-SPi=^A^^2,    9^2  — V3  =  -^  (180«- P^PPs), 

SP8-yi=4(18Ö«--P8J'^i) 

ist,  folglich  wird  Oleichung  (29.)  befriedigt,  wenn  man 

(30.)        4  P,  PP^  =  ^  P2PP3  =  zj  PsPPi  =  120« 

macht,  was  nur  in  dem  Falle  geschehen  kann,  wo  die  Dreiecks- 
winkel  alle  drei  kleiner  als  120«  sind.  Dieses  Resultat  stimmt 
mit  der  Lösung  überein,  welche  in  §  57  (Seite  257 — 260)  ycrn 
dieser  Angabe  gegeben  wurde.  Dort  sind  auch  auss^  der 
(üonstruction  des  Punktes  P  bereits  die  Bedingungen  erläutert 
worden,  unter  welchen  der  Punkt  P  die  verlangte  Eigenschaft 
des  Minimums  besitzt.  Um  aber  die  in  §  125  au%efundeiie 
Methode  einzuäben,  beachte  man,  dass 

ffcosy«  sin^yg    ,  ^cosy« sinyocosy« 

6sinyCT sinyc  cos yg        ösiny«  _  cos^yg 

dx      "■  ««         '  dy      ^      8^ 

wird.    Deshalb  ist 

(81.)  *i«2*8/ii  =  «2*3sin*yi+«8«isinV2+M2sin^8>  0, 

(82.)  «i^s^s/is  = — «2*8  siny  1  cosy  1 — «8«i  sinyj  cosyj— «i««  siny»  cosy», 

(33.)  *i«2«3/m  =  «2^8  cos^y  1+58*1  cos2y2+«i*2cos^y8, 

*l«2*8C/liy22 f\^)  = 

8i  sin^  (y  2 — y  3) + 8%  sin^  (y  s — y  1)  +  «3  sin^  (y  1 — y«), 
oder 

(84.)      /11/22  —W  =  sin2  120«  f—  +  —  +  — )>  0 , 
folglich  wird/'(a;,  y)  ein  Minimum. 

Aufgabe  5.    In  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r  soll  ein  Vier- 
eck eingeschrieben  werden,  welches  den  gegebenen  Winkel  a 
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enthSlt;  wie  gross  sind  die  Seiten  des  Vierecks,  wenn  der 
FlAcheninhalt  ein  MaTJmnm  wird?    (Yeirgl.  Fig.  148.) 

AiiflSsung,  Beaeichnet 
man  die  Winkel  ADB  nnd 
BDC  bezw.  mit  x  nnd  y, 
nnd  die  Winkel  BAD  nnd 
BCD  bezw.  mit  a  nnd  y^ 
so  ist  bekanntlich 

y  =  180«  —  a, 
also 


|^5  =  2r8in.:, 

^  l  -BC=2rBiny, 

CZ>  =  2rsin(y+y), 
'  1  D^  =  2r8in(a:+a);  • 


folglich  wird  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Vierecks 

2jP=  4r3sin2;sin(:r  +  a)sina  +  Ir^siay  sin(y  +  r)sinri 

also,  da  man  den  constanten  positiven  Factor  4r%in  o  fortlassen 
darf^ 

(37.)        f{z,  y)  =  sina;  sin  {x  +  a)  +  siny  sin(y  +  r). 

Dies  giebt 

« 

(88.)  /,  (x,  y)  =  sm(a;  +  a)cosa;  +  cos(x  +  a)sm;r  =  sm(2a;  +  «), 
(89.) /jC«,  y)  =  sin(y  +  )')co8y  +  cos(y  +  >')smy  =  sm(2y  +  y). 

Deshalb  wird 

/,  (a;,  y)  =  0  für  2a:  +  «  =  180», 
A(x,y)  =  0&T  2y  +  r  =  180» 


(40.) 


.  =  90»-|  =  |, 


=  90«  — ^=r-- 


Die  Diagonale  AC  mnss  daher  die  Winkel  a  und  r  in  den 
Eckpunkten  ^  und  C  halbiren;  dabei  gehen  die  Gleichungen 
(35.)  und  (36.)  über  in 


^J?  =  2rsin^j 


jBe=:2rsin~- 
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CD  =  2rsm^|  +  y)  =  2rsin^> 

DA  =  ^rwi(^  +  a)  =  2r8m|'f 

folglich  wird 

(41.)  AB  =  AD,     CB  =  CD. 

Der  Fl&clieniiilialt  wird  für  die  angegebenen  Werthe  yon  x 
und  y  wirklich  ein  Maximnnri,  denn  es  ist 

/u(^,  y)  =  2cos(ar  +  a)  =  —  2  <  0, 

/u  =  0,   /M  =  2cos(2y  +  y)  =  — 2, 

/ii/«  — /«^  =  +  4  >  0. 

§  129. 

Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Bisher  war  inuner  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass 
in  der  Function 

(1.)  «=/(a^l,a:2,  ...ÄTn), 

welche  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  die  n  Veränder- 
lichen von  einander  unabhängig  sind.  Das  wird  aber  bei  den 
wenigsten  Aufgaben  der  Fall  seio.  Soll  man  z.  B.  die  Zahl  a 
so  in  drei  Theile  theilen,  dass  das  Product  dies^  TheQe  ein 
Maximum  wird,  so  ist  die  Function,  welche  dn  Maximtim 
werden  soll, 
(2.)  u=^xgz, 

wo  zwischen  den  drei  Veränderlichen  die  Bedingungsgleichmig 

(8.)  a;  +  y  +  ^  =  ö 

besteht  Diese  Aufgabe  wurde  in  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen so  gelöst,  dass  man  aus  Gleidiung  (3.)  den  Werth  von 
z  berechnete  und  in  die  Gleichung  (2.)  einsetzte. 

Dadurch  erhält  man 

(4.)  u  =  xy{a—x  —  y)  =/(:r,  y), 

also  eine  Function,  welche  nur  noch  die  beiden  unabhängig«! 
Veränderlichen  x  und  y  enthält. 
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In  filuüiclier  Weise  kann  man  häufig  zum  Ziele  kommen. 
Soll  z.  B.  in  die  Ellipse 

ein  Dreieck  P^P^P^  mit  möglichst  grossem  Flächeninhalte  ein- 
beschrieben werden,  so  hängt  die  Function 

(5.)         2JP=  x^  (jf-i  —  ys)  +  ar^Cys  —  Vi)  +  ^(yi  —  Vi), 
welche  ein  MaTimnm  werden  soll,  von  sechs  Veränderlichen 
^19  y\\  ^2  7  Vi'y  ^3»  ys  ^^'    Diese  sind  aber  nicht  von  einander 
unabhängig,  sondern  sie  müssen  den  drei  Gleichungen 

genügen,  damit  die  drei  Punkte  P^,  P^,  Pz  auf  der  Ellipse  liegen. 
Jetzt  kann  man  aber  aus  den  Gleichungen  (6.)  die  Werthe  von 
yn  921  Vz  bezw.  als  Functionen  von  x^,  x^,  x^  ausrechnen  und 
in  den  Ausdruck  für  2F  einsetzen.  Dann  hat  man  nur  noch 
eine  Function  von  drei  unabhängigen  Veränderlichen  rr^ ,  x^^  x^^ 
welche  ein  Maximum  werden  soll. 

In  den  meisten  Fällen  wird  aber  eine  derartige  Elimination 
viel  zu  umständlich  sein,  als  dass  man  an  ihre  Ausführung 
denken  könnte.  Dagegen  fährt  die  folgende  Methode  im  All- 
gemeinen viel  leichter  zum  Ziele. 

Es  sei  wieder 

(7.)  U=f{x^,X<^,,..Xn) 

die  Function,  welche  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll. 
Dabei  seien  die  n  Veränderlichen  x^^x^^. .. Xn  den  m Bedingungs- 
gleichungen 


(8.) 


I  9>\  (^l>^2>---^n)=  0, 

1 


<jpM  (arj,  X2,  . . .  Xn)  =  0 

unterworfen,  wobei  aber  m<n  sein  muss.  Da  nur  solche 
Werthe  von  ^, x^,.,.xn  in  Betracht  kommen,  für  welche  diese 
Gleichungen  (8.)  befriedigt  werden,  so  ist  es  gleichgältig,  ob  man 
das  Maximum  bezw.  das  Minimum  der  Function /(x^jX^,  ..^xn) 
oder  der  Function 
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l  +  ^9^2 («if  ^i  •  •  •  a^»)  +  •  •  •  +  ^9»(*i>  «2?  •  •  •  ^) 

au&ucht,  wenn  man  auch  ftir  A|,  A^, . . .  A.  noch  ganz  beliebige 
Grössen  einsetzt,  um  nmi  die  Werthe  von  x^^  rr^, . . .  2«  zu  finden, 
für  welche  F{x^^ x^^... Xn)  ein  Maximum  oder  Minimnm  wird, 
mnss  man  wieder 

(10.)  J  =  JF(z,  +  Äj,  a^j  +  Ä2, . . .  a:„  +  An)  —  F(x^  x^, . . .  Xn) 

nach  Potenzen  von  Af ,  A, . . .  A»  entwickeln.  Dies  geschieht  nach 
der  7ay/or'schen  Reihe,  und  zwar  erhält  man 

wobei  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  F(x^,  X2j...xn)  nach 
Xx,x2,..'Xn  bezw.  mit  i^^^i^,...!^  und  der  Rest  mit  [Ai,A2,...A«]) 
bezeichnet  sind.  Damit  nun  F(x^^  2*2, .. .  Xn)  ein  Minimum  wird, 
muss  J  für  alle  zulässigen^  hinreichend  kleinen  Werthe  der 
Grössen  A^ , Ä2, . . .  A»  beständig  positiv  sein,  und  damit  F(x^ jX^^...zn) 
ein  Maximum  wird,  muss  ^  für  alle  zulässigen^  hinreichend 
kleinen  Werthe  der  Grössen  A^ ,  A2  • . .  An  beständig  negativ  sein. 
Hierbei  muss  man  aber  beachten,  dass  nur  solche  Werthe  von 
A] ,  A2, . . .  An  zulässig  sind,  für  welche  die  Gleichungen 

y,  (x^+  h^,X2  +  h2j...Xn  +  An)  =  0, 

(12.)  l  ^2 (^1  +  A,,  a^i  +  A2, . . .  a:n  +  A»)  =  0, 

9>m(Xi   +  Aj  2:2  +  A2,  .  .  .  .Tn  +  An)  =  0 

befriedigt  sind.  Von  den  n  Grössen  A^,  A^, . . .  An  sind  daher  nur 
n  —  m,  z.  B.  Aw^-i,  A«+2,...An  willkürlich^  während  sich  die 
Werthe  der  m  übrigen  (A|,  Aj, . . .  A„)  aus  den  m  Gleichungoi 
(12.)  ergeben.    Bezeichnet  man  jetzt 

d(pa{x^^X^y..,X^  , 
dFf^ ^^  «P«/^' 

wobei  a  alle  Werthe  von  1  bis  m  und  ß  alle  Werthe  von  1  bis 
n  annehmen  darf,  so  kann  man  die  m  Grössen  A^,  Jlj, . . .  A«  so 
bestimmen,  dass  die  m  linearen  Gleichungen 

(13.)  j  •'^  ^f^  +  ^ SPi«  +  ^9^22  +  •  • '  +  ^«y^a  =  ö» 
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befriedigt  werden.    Dadurch  geht  die  Oldchimg  (11.)  Ober  in 

(14.)  J  =  J^M+i  Km^\  +  Jl,+2Ä«,+i+  . .  •  +  i»^  +  [A]|  A],  .  .  .  A»]^, 

Da  nun  Am+i  ,  A»+3  >   •  •  ^  wiUkilrlich  sind,  so  kann  man 

K^i  =  0, . . .  A»  =  0 
setzen,  so  dass  sich  die  Grosse  J  anf 

(15.)  J  =  Ä+iAw-i-i  +  [Äj,  Aj,  .  .  .  Am+l,  0,  .  .  .  0]2 

redndrt.  Macht  man  jetit  A^+i  hinreichend  kleini  so  werden  anch 
A|,  A, . . .  A»  beliebig  klein.  WSre  also  i^i  Ton  Null  yerschiedeni 
so  konnte  man  A»^.i  so  klein  machen ,  dass,  vom  Vorzeichen 
abgeeehen,  F^^xKkj^x  grosser  würde  als  [AfyA,,  ...Am+i,  0,  ...O]], 
da»  also  J  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  J^iAm+i.  Diese 
Grosse  vjechstü  aber  das  Vorzeichen  zugleich  mit  Am+i,  folglich 
kann  nnr  dann  ein  Maximnm  oder  KinirnnTn  eintreten,  wenn 

Ä+i  =  0 

ist.    In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  auch 

Ä+2  =  0,  .  .  .  i^«  =  0 

sein  mnss.  Dies  giebt  znr  Bestimmung  der  n  Grossen  2:,, 
^29  • .  •  xn  ansser  den  m  Gleichungen  (8.)  noch  die  n  —  m 
Gleichungen 

)-'^i==/«+i+^yi,ii»-fi+^y2,«+i+.'.+^»yfii,iii-i-i  =  0, 
"""  ] 

Fn  '='fn  +  ^l  SPln  +  ^2  ^2«  +  •  •  •  +  ^  ym»  =  0. 

Bei  der  Herleitung  wurden  allerdings  die  m  Gleichungen 
(18.)  zur  Berechnung  der  m  Grössen  ^i,  ^,...Am  und  die  n 
Gleichungen  (8.)  und  (16.)  zur  Berechnung  der  n  Grössen 
^, ,  ^2;  •  •  -  ^f»  benutzt.  Man  ist  aber  natürlich  an  diese  Beihenfolge 
in  der  Ausführung  der  Rechnungen  nicht  gebunden,  sondern  hat 
nach  dem  Vorhergehenden  im  Ganzen  m-\-  n  Gleichungen,  näm- 
lich die  Gleichungen 
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(17.) 


die  gerade  zur  BerechnuDg  der  tn  +  n  unbekannten  ^i,  ^,...X., 

xiy  ^8, . . .  2:«  ausreichen. 

Auf  diese  Weise  fmdet  man  alle  Werthsysteme  der  n  Ver- 
änderlichen, fBr  welche  möglicher  Weiee  ein  Maximum  oder 
MinimnTn  eintreten  kann.  Ob  dann  für  ein  so  gefundenes  WerQi- 
system  mrklich  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  geht  in 
vielen  Fällen  schon  aus  der  Natur  der  Aufgabe  herrör.  Des- 
halb möge  hier  die  etwas  weitläufige  Entwickelung  eines  allge- 
mein gültigen  Kriteriums  übergangen  werden. 


§  130. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Es  soll  das  grösste  rechtwinklige  Paralldepi- 
pedon  geftmden  werden,  das  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r  ein- 
beschrieben  werden  kann. 

AuflSsung.  Da  der  Mittelpunkt  des  Parallelepipedons  zu- 
gleich auch  der  Mittelpunkt  der  Eugd  sein  muss,  so  ist  der 
Durchmesser  der  Kugel,  nämlich  2r,  eine  Diagonale  des  Paral- 
lelepipedons. Nennt  man  also  drei  an  einander  stossende  Kanten 
^1  y>  ^>  so  wird 

(1.)  V  —ßx,  y,  z)  =  xyz 

die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  und 

(2.)  tp{x,  y,  z)  =  :r2  +  y2  +  ;,2_  4^8  ==  0 

ist  die  Bedingung,  welche  zwischen  den  drei  Veränderlichen 
stattfindet    In  diesem  Falle  wird  deshalb 

(8.)      F{x,  y,z)  =fJthp  =  xyz  +  ;i(^>  -f  y^  +  z^  —  ^r% 
(4.)   -Fi=y;r  +  2^  =  0,  jFj  =  «r  +  2Ay  =  0,  l^s  =  ay  +  2ir  =  0. 


§  180.    Ati4;abeiL 


569 


Dies  giebt 

(5.)  _2i=i2=^=at, 

^  ^  X        y        z 

also  mit  Bilcksicht  auf  Gleidmng  (2.) 

Der  Würfel  ist  daher  das  grOsste  rechtwinklige  Parallelepi- 
pedon,  welches  der  Engel  einbeschrieben  werden  kann. 


(6.)  ar»  =  y«  =  2:»  = 


oder    a:  =  y  =  «  =  —  ys . 


Aufgabe  2.    Es  soll  das  grösste  rechtwinklige  Paralldepi- 
pedon  geftinden  werden,  welches  dem  Ellipsoid 

-2         4/2         ^2 

embeschrieben  werden  kann. 


(7.) 


—  J-IL-J 1  =  0 


Auflosung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorigen  Auf- 
gabe findet  man  hier  für  die  Seitenkanten  die  Werthe 


(8.) 


2a 


2i 


2c 


^  =  ■3-^3,      y  =  — 1/3,      ^  =  -3-73. 


Aufgabe  3.    unter  allen  Eegehi  mit  gleichem  Volumen  V 
denjenigen  zu  flnd^,  welcher  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

AuflSsung.  Der  Badius  der 
Grundfläche  sei  x^  die  Höhe  sei 
y,  und  die  Seitenkante  sei  z  (vergl. 
Fig.  144) ;  dann  wird  die  Qesammt- 
oberfläche 

/(«,  y,  z)  =  x'^Tt  +  xzn 


(»•)  I 


Dies  ist  die  Function,  welche 
dn  Minimum  werden  soll.  Zwischen 
x^  y  und  z  bestehen  dabei  noch 
die  Bedingnngsgleichungen 

F=^,  ^2    +    y2=;,2, 
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oder 

(10.)  I  ''*^^'  y»  ^)  =  ®  ^—  *^ = ^' 

l  VaC^jy»«)  =  «*  +  y*— «*  =  0. 

Dies  giebt 

(11.)  F(x,y,z)=rn(x^+xz)+X^(SV—xhiy)+l^{z^+y^—z^, 

I^ti'^jV^^)  =  ^(2ä?  +  z)  —  2X^7tx!f  +  2i^  =  0, 
J^(«,y,«)  =  ^«  — 2V  =  o. 

Durch  AuflSsung  dieser  GleidumgeQ  findet  man 

(18.)  ^2  =  g'      ii=|-'      a:^  +  2^r  +  ;.2  =  2y^ 

oder 

(14.)  x  +  z  =  yy^. 

Mit  Rftcksicht  auf  die  Gleichnngen  (10.)  erhilt  man  dah^ 

«2  =  «a  +  y2  —  2y^  —  2y2xy  +  x^, 
oder 

(lö.)  y  =  ar>/2,     8  r=  2ar»7r  >^, 

also 

Die  Gesammtoberfläche  dieses  Kegels  ist  dann 


(17.)  0  =  4fl;27r  =  2y9F^. 

Aufgabe  4.  Von  einem  Viereck  sind  die  vier  Seiten  a,  b,  e,  d 
gegeben,  wie  gross  müssen  die  Winkel  sein,  damit  der  Flichen- 
inhalt  ein  Maximum  wird?    (Vergl.  Fig.  145.) 

Auflosung.    Ist  AB  CD  das  gesuchte  Viereck  und  setzt  man 

2i,ABC=^x,    2fiADC^y, 
so  wird 

2  A  ABC  =  ab  Wix,    2AAD  C  =  cc^siny. 

H&tte  das  Viereck  einen  einspringenden  Winkel,  z.  B.  bei 
Du  so  könnte  man  seinen  Flächeninhalt  2^ um  das  Stock  AD^CD 
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grOner  nachen,  ohne  die  Ltnge  ^  i^ 

der  Seiten  za  indeni.     Deshalb 

kOnneo,   wenn   F  ein  Mazunmn 

werden  soll,  einspringende  Winkel 

nicht  Torkonunen,  so  dass  man 

erhSlt 

{lS.)2F=/(xjy)—abtanz+cdmtf. 

Dies  ist  die  Fnnction,  welche  ^ 
ein  Haximnm  werden  soll;  dabei 
sind  aber  z  und  y  nicht  Ton  ein- 
ander nnabhSiigig,  denn  nach  dem 
OoflinaaBatz  wird 

A&  =  a^  +  i«  _  2abcosx, 

'A(?  =  c^  +  <P  —  2crf  cos  y, 
also 

(19.)  y(a:,y)=:  a»+  Ä*— 2aiC08ir  — c^  — rf»  +  2crfcosy  =  0. 
Setzt  man  daher 


-f (^7  y)  =/(^>  y)  +  ^  (a?,  y), 


so  erhält  man 


I  -Fi(iP,y)  =  aicosa:  + 
1  l^(ar,y)  =  crfcosy  — 


F^{xy  y)  =  odcos^r  +  lahXmLX  =  0, 

2c?rf>l  siny  =  0, 


(20.) 

oder 

(21.)  cosa:  +  2Asina;  =  0,    cosy  —  2Asiny  =  0, 

nnd  wenn  man  X  eliminirt, 

(22.)  siny  cosa:  +  sin«  cosy  =  sin(a:  +  y)  =  0. 

Da  die  Winkel  x  und  y  beide  grosser  als  0^  und  beide 
kleiner  als  180®  sein  mflssen,  so  kann  diese  Gleichung  nur  be- 
friedigt werden  für 

(28.)  «  +  y  =  180^ 

Wenn  van  einem  Viereck  die  vier  Seiten  gegeben  sind^  so 
ist  also  der  Fläeheninhatt  dann  ein  Maximum,  wenn  das  Viereck 
einem  Kreise  einbeschrieben  ist 
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Den  Werth  von  x  findet  man  jetzt  ohne  WeitereB  ans 
Gleichung  (19.),  weil  cosy  gleich  —  oosa:  ist.    Dies  giebt 

^^^  ^^=        2(aA  +  orf)       ■ 

Aufgabe  5.    Auf  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

(25.)  9)  (a-,  y)  =  jaa;2  +  a»  y»  —  a«  i«  =  0 

sind  zwei  Punkte  P^  und  Pj  gegeben;  man  soll  auf  der  Ellipse 

^,  X4e.  einen  dritten  Punkt  P 

bestimmen,  so  dass  der 
Flächeninhalt  des  Drei- 
ecks P,  Pi  P  möglichst 
gross  wird.  (VeigL 
Rg.  146.) 

AoflSsung.  Bezeich- 
net man  die  Goordina- 
ten  der  Punkte  P,,  Pj, 
P  bezw.  mit  ^ ,  yi ; 
^j  ya;  ^f  yi  so  wird 
bekanntlich  der  dop- 
pelte Flächeninhalt  des  Dreiecks  P^  P2P 

(26.)    2P=  X  (yi— ya)  +  y  (^  —  ari)  +  a^  yj  —  ^2  yi  =/(^>  y)- 

Dies  ist  die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll 
Zwischen  den  beiden  Veränderlichen  x  und  y  besteht  dabei  noch 
die  Gleichung  (25.),  da  der  Punkt  P  auf  der  Ellipse  liegen  soll. 
Deshalb  ist  hier 

Fix,  y)  —  x(f/^  —  y2)  +  y  {X2—  x^)  +  x^y^  —  x^y^ 
I  P,  (^,y)  =  y^  —  y^  +  2mx  =  0, 

Dies  giebt  durch  Elimination  von  X 
(29.)  b^ {x^  —x^x+  a^  iy,  —y^iiV^  0. 

Da  die  Punkte  P^  und  P^  auch  auf  der  Ellipse  liegen,  so 
gelten  die  Gleichungen 

V^x^"^  ^ahf^'^  —  a^b^  =  0     und     V^x^^  +  dh/^^  —  a^b^  =  0, 


(27.)    I 
(28.) 
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folglich  ist  auch 

(30.)  6»  (x,^—  x^^)  +  a«  iy,^  -  y,^)  ^  o ; 

d.  h.  die  Gleichimg  (29.)  wird  befriedigt  ffir 


(31.) 


5_-M^         yi+y2 

2       '  ^  2 


und  stellt  deshalb  einen  Durchmesser  dar,  welcher  die  Sehne 
P^  P2  halbirt  Nennt  man  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers 
P  und  Py  so  haben  diese  beiden  Punkte  die  verlangte  Eigen- 
schaft des  Maximums,  denn  nach  der  Lehre  von  den  coi\juguten 
Durchmessern  sind  die  Tangenten  in  P  und  P  zu  P^P^  parallel 
In  dem  Dreieck  PtPiP  (und  ebenso  in  dem  Dreieck  PiP^P) 
ist  deshalb  die  Höhe  grösser  als  in  einem  jedem  Dreiecke  P^P2P', 
welches  dieselbe  Grundlinie  P1P2  hat,  dessen  Spitze  P'  aber 
auf  der  Ellipse  dem  Punkte  P  (bezw.  dem  Punkte  P)  benach- 
bart liegt. 

Aufgabe  6.    In  eine  Ellipse  soll  ein  möglichst  grosses  Drei- 
eck -Piijis  einbeschrieben  werden.    (Vergl.  Fig.  147.) 

Auflösung.      Diese  ^ig- 147. 

Aufgabe  lässt  sich  un- 
mittelbar auf  die  vor- 
hergehende zurückfuh- 
ren ,  indem  man  z.  B. 
die  Punkte  P^  und  P2 
als  gegeben  ansieht 
und  den  Punkt  P3  suc&t. 
P3  muss  dami  auf  der 
Verlängerung  des  Halb- 
messers OP3  liegen, 
welcher  P^P^  halbirt. 

Ebenso  muss  die  Verlängerung  von  OP^  die  Gerade  ^2^3»  ^d 
die  Verlängerung  von  OP^  die  Gerade  P^P^  halbiren,  d.  h.  der 
Mittelpunkt  0  der  Ellipse  ist  gleichzeitig  der  Schtcerpunkt  des 
gesuchten  Dreiecks  P^P^P^. 

Da  in  jedem  Dreieck  der  Schwerpunkt  die  drei  Halbirungs- 
transversalen  im  Verhältniss  von  1  :  2  theilt,    so  kann  man  ein 

36* 
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solches  Dreieck  PtP^P^  constniiren,  indem  man  avf  der  EDipBe 
einen  Pnnkt  P^  bdiebig  annimmt,  den  Halbmesser  OP^  über  O 
bis  N^  verlängert,  so  dass 

(82.)  PiO  =  20N^ 

wird,  nnd  durch  N^  eine  Parallele  zu  der  Tangente  im  Punkte 
Pi  zieht;  dann  sdmeidet  diese  Parallele  die  Ellipse  in  zwei 
Ponkten  P^  nnd  P3,  so  dass  das  Dreieck  PtP^Pi  seinen  Schwer- 
punkt in  0  hat.  Dabei  sind  nach  der  Lehre  von  den  coiyngirten 
Durchmessern  die  (Koordinaten  des  Punktes  N^ 

_fL=£L±^       yi  ^  y2  +  ys, 

2  2      '         2  2 

folglich  gelten  die  Gleichungen 

(88.)  a-t  +  arj  +  a-3  =  0    und    yi  +  y2  +  ys  =  0. 

Da  bei  dieser  Cionstruction  der  Punkt  P|  noch  ganz  be- 
liebig auf  der  Ellipse  angenommen  werden  durfte,  so  findet  man 
hierdurch  unendlich  viele  Dreiecke,  von  denen  aber  sogleich  ge- 
zeigt werden  soll,  dass  sie  alle  gleichen  Flächeninhalt  hab^. 
Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  PiP2P3  wird  nämlich 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (33.) 

(34)  1 2-f'=^i(y2  — y3)  +  ^«(y8— yi)  +  ^(yi— yi) 

^    'f    \       =3(a:iy2  — a-jyi). 

Da  die  Punkte  P^  und  P,  auf  der  Ellipse  liegen,  gelten 
die  Gleichungen 

(85.)    h^x.'^x^^  +  fl*yi^y2^  +  «^*^  (^1^2*  +  ^2^1^)  =  «**'• 

Femer  hat  die  Tangente  im  Punkte  P^  die  Gleichung 

folglich  ist  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  man  durch  iV, 
parallel  zu  dieser  Tangente  legt, 

(36.)  2b^x^x'  +  2a^y^y'  +  a^V^  =  0. 

Da  diese  C^ade  durch  den  Punkt  P2  hindurchgeht,  so  wird 

2hH^x^  -f  2a2y,y2  +  a^^  =  0, 
(87.)        ^h^x^'^x^^  +  %anh:^x^y^y^  +  4a*yi»y2^  =  ö**S 
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oder  mit  Bficksicht  auf  Qleichiing  (85.) 

oder 

(38.)     4  (arjyj  —  arjy,)»  =  Sa^ft«,     2  (arjy^  —  x^y^)  =  ai  VsT 

DieB  giebt 

(39.)  41^=  8aJ  yST 

Der  FlAcheninhalt  ist  also  nnabh&ngig  von  der  Lage  des 
Punktes  P|,  so  dass  es  unendlich  viele  Dreiecke  PiP^P^  giebt, 
welche  gleichen  Inhalt  besitzen,  nnd  welche  grösser  sind  als  alle 
fibrigen  der  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecke. 

Aufgabe  7.  In  eine  Engel  mit  dem  Halbmesser  a  soll  ein 
Cylinder  mit  möglichst  grosser  Oberflfiche  einbeschrieben  werden. 
(Vei^L  Fig.  148.) 

Auflfisung.  f  Bezeichnet  man 
die  Halbmesser  der  önmdkreise 
mit  z  nnd  die  Höhe  des  Cylin- 
ders  mit  y,  so  wird  die  Ober- 
fläche 

(40.)     F=  2x^7t  +  2x7ty, 

also 

(41.)     f{x,y)  =  x^  +  xy, 

wobei  noch  zwischen  x  nnd  y  die 
Gleichnng 

(42.)  g)  {x,  y)  =  4x2  +  y2  —  4a2  =  0 

besteht.    Daraus  folgt 

F{x,  y)  =/(^,  y)  +  l^  (x,  y), 
j;(ar,y)  =  2rr  +  y  +  8^  =  0, 

-^2  (^j  y)  =  X  +  2iy  =  0, 

22y  +  y^  —  4ic2  =  0, 


(43.) 

(44.) 


{ 


(45.) 
oder 

(45  a.) 

(46.) 


(a:  +  y)*=8«>,     y  =  a:(— 1±/5), 
a:»  (10  +  2^5)  =  4a2, 
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(47.)  .  =  |}/l±^,y  =  a]/l4=^ 

(48.)         f{x,  y)  =  :c  (:r  +  y)  =  «^5  =  ^  {Vb  ±  1). 

Um  den  grösseren  Werth  von  /  {x^  y)  zu  [erhalten ,  mnss 
man  also  in  den  vorstehenden  Gleichnngen  das  obere  Zeichen 
nehmen. 

Aufgabe  8.    Dnrch  den  Mittelpunkt  0  eines  Ellipsoids 

(49.)  9>i  (^,  y,  ^)  =  §  +  |^+  ~  1  =  0 

ist  eine  Ebene 

(50.)  ^2  {x,  yjz)  =  Ax  +  By  +  C«  =  0 

gelegt;  man  soll  die  Axen  der  von  dieser  Eb&ae  ausgeschnittenen 
Ellipse  bestimmen. 

AuflSsung.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  P  der 
Schnittcurve  mit  0,  so  wird 

(51.)  OF"  =/  (x,  y,  z)=r:x^  +  y^  +  z\ 

wobei  die  Veränderlichen  x^  y,  z  den  Gleichung^  (49.)  und  (50.) 
genügen  müssen.  Unter  diesen  Halbmessern  OP  ist  die  yrosse 
Halbaxe  ein  Maximum  und  die  kleine  Halbaxe  ein  Minimum, 
Man  findet  daher  die  beiden  Axen,  indem  man  die  Werthe  von 
X,  y,  z  bestimmt,  ffir  welche  /  {x,  y,  z)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum wird.    Hierbei  ist 

(52.)  F(x,  y,  z)  =/  +  ii^i  +  A2SP2, 

0  3   «. 

(53.)  F,  =  2x+^  +  AX^  =  0, 

(54.)  Ji  =  2y  +  ?^  +  JJij  =  0/ 

(65.)  F^=:2z  +  ^  +  Cli  =  0, 

also 
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Mit  Bücksicht  auf  die  Gleiclumgen  (50.)  und  (49.)  folgt 
hieraus 

Ans  Gldchmig  (57.)  findet  man  die  beiden  Werthe  von  A^ 
und  ans  Gleichnng  (58.)  die  zugehörigen  Werthe  von  ^.  Indem 
man  diese  Werthe  von  X^  und  ^  in  die  Gleichungen  (56.)  ein- 
setzt,  erhält  man  schliesdich  die  gesuchten  Werthe  von  x,  y,  z. 


XVI.  Abschnitt, 

Theorie  der  complexen  Grössen« 

§  131. 

Erklärung  der  complexen  Grossen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  15&— 168.) 

Bekaimtlicli  führt  schon  die  Aaflösnng  der  quadratischen 
Gleichnngen  häufig  auf  imaginäre  Wurzeln.    Ist  z.  B. 

a?«  +  6ar  +  13  =  0, 

80  wird 

a:  =  —  8  ±  Y^^  =  —  3  ±  2t, 

wobei  y  —  1  mit  %  bezeichnet  worden  ist.   Aus  V — l=t  folgt 

(1.)       t»  =  — 1,    t»  =  -*,    f*=  +  l,    fS=  +  f,.... 

Es  ist  nicht  nur  von  grossem  Vartheil,  imaginäre  Grössen  in  die 
Rechnung  einzufflhren,  sondern  es  stellt  sich  sogar  bei  yiel^ 
Untersuchungen  die  Noihwendigkeit  heraus,  mit  solchen  Grdssoi 
zu  rechnen.  Da  die  Bezeichnung  ^^imaginär^^  leicht  die  felscfae 
Vorstellung  erwecken  könnte,  dass  die  Bechnung  mit  imaginären 
Grössen  unzulässig  sei,  nennt  man  dieselben  gewöhnlich  zum 
Unterschiede  von  den  reellen  Grössen  camplexe  Grössen  und 
kann  zeigen,  dass  sich  alle  Bedmungen  mit  ihnen  in  derselben 
Weise  ausführen  lassen  wie  mit  reellen  Grössen.  Ihre  allge- 
meine Form  ist 

a  +  by  —  1     oder    a  +  bi^ 

wobei  a  und  b  reelle  Grössen  sind,  a  heisst  der  reelle  TMl 
und  b  der  Factor  des  imaginären  Tkeils.  Ist  der  reelle  Theil 
einer  complexen  Grösse  gleich  0,  so  heisst  sie  mn  imaginär. 
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Wie  die  reellen  OrOesen  aus  den  beiden  Embeiten  + 1  und 
—  1  gebfldet  sind,  so  werden  die  camplexen  Grössen  aus  den 
Tier  Einlieiten 

+  1,    —1,    +t,    — f 

gebfldet.  Anf  die  so  erklärten  GrOssen  kann  man  ohne  Weiteres 
die  Regeln  der  Addition,  Subtraction,  Mnltiplication  und  Diyi- 
flion,  wie  sie  ffir  reelle  Grfissen  gelten,  anwenden.  Das  Resultat 
dieser  Operationen  ist,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  wieder 
eine  V^rOsse  von  der  Form  A  +  Bi.  Daraus  folgt  dann  die 
Berechtigung^  mit  camplexen  Grössen  ebenso  zu  rechnen,  wie  mit 
reellen. 

I.  Addition.  Complexe  Grössen  werden  addirt^  indem  man 
die  reellen  Theile  zu  den  reellen  und  die  Factaren  der  imaginären 
I%eile  zu  den  Factor  en  der  imaginären  Theile  addirty  also 

(2.)  (a  +  K)  +  (c  +  d%)  =  (a  +  c)  +  (6  +  rf)  t. 

Daß  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

II.  Subtraction.  Zwei  complexe  Grössen  werden  von  ein- 
ander  suhtrakirij  indem  man  die  reellen  Theile  und  die  Factoren 
der  imaginären  Theile  von  einander  subtrahirt,  also 

(3.)  (a  +  bi)  —  (c  +  dt)  =  (a  —  c)  +  (b  —  d)i. 

Das  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

Hl.  Muitiplication.     Zwei  complexe  Grössen  werden  mit  ein- 
ander muÜy^Ucirtj  indem  man  jeden  Theil  des  einen  Factors  mit 
jedem  Theile  des  anderen  Factors  muUiplicirty  also 

(4.)  (a  +  b%){c+  di)  —  ac  +  bei  +  adi  +  bdi^ 

=  {ac  —  bd)  +  {ad  +  bc)i. 

Auch  hier  hat  das  Resultat  die  Form  A  +  Bi. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  c=a,  d=^ — b  ist,  erhält  man 
(5.)  (a  +  W)  (a  —  bi)  =  a»  +  42. 

Hier  ist  das  Resultat  sogar  eine  positive  reelle  Grösse. 

Zwei  solche  complexe  Grössen,  die  sich  nur  durch  das  Vor- 
zeichen des  imaginären  Theiles  von  einander  unterscheiden, 
heissen  eo9i;ugirt;  es  gelten  ffir  sie  die  folgenden  Sätze: 
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1)  Die  Summe  zweier  conjugirt  camplezen  Grrössen  ist  reell: 

(6.)  (a  +  W)  +  (a  —  bt)  =  2a. 

2)  Die  ^Differenz  zweier  conjugirt  complexen  Grössen  ist 
rein  imaginär: 

(7.)  (a  +  bt)  —  (a  —  bt)  =  2W. 

8)  Das  Product  zweier  conjugirt  complexen  Grössen  ist  reell 

und  positiv: 

(a  +  bi)(a  —  bi)  ^  a^  +  b\ 

Dieses  Product  heist  nach  Gauss  die  Norm  von  a  +  bi  und 
ebenso  die  Norm  von  a  —  bi.  Um  die  Norm  einer  complexen 
Grösse  zu  bezeichnen,  setzt  man  ein  N  vor  dieselbe;  es  ist  also 
(8.)  N{a  +  bi)  =  N{a  —  bi)  =  «24.  52, 

Die  Quadratwurzel  aus  der  Norm,  mit  positivem  Vorzeichen 
genommen,  heisst  der  Modul  oder  (nach  Weierstrass)  der  ab- 
sohlte  Betrag  der  complexen  Grösse.  Das  Zeichen  dafür  ist  ein 
vorgesetztes  M  oder  zwei  senkrechte  Striche,  von  denen  die 
complexe  Grösse  eingeschlossen  wird,  also 

I  Jtf  (a  +  JO  =  |a  +  W|  =  +  Y^T^, 

^  '^  \  M{a  —  b%)  =  I  a  —  W|  =  +  ya2  +  b\ 

Aus  der  Gleichung 

.      .  1       a  —  bi  a  —  bi 

^^^')  a  +  W'~(a  + W)(a  — W)  ""  a^  +  i^ 

folgt  der  Satz: 

4)  Der  reciproke  Werth  einer  complexen  Grösse  ist  gleich 
ihrer  conjugirten^  dividirt  durch  die  Norm. 

IV.  Division.  Bei  der  Division  complexer  Grössen  multi- 
plicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  der  zum  Nenner  coqugirt» 
Grösse,  dann  hat  man  nur  noch  durch  eine  reeUe  Grösse,  nämlich 
nur  durch  die  Norm  des  Nenners  zu  dividiren.    Dies  giebt 

,      .  c  +  di (c  +  di)  {a  —  bi) ac  +  bd       ad —  bc 

^     ^^  7+Ti  "  (a  +  W)  (a  —  if)  ""  a^  +  b^  "^  a^  +  b^ 

Auch  hier  hat  das  Resultat  die  Form  A  +  Bi. 

Da  eine  Potenz  mit  ganzzahligem  Exponenten  ein  Prodnct 
ist,  so  kann  man  auch  eine  complexe  Grösse  potenziren.  Es 
wird  also 


f. 
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§  182. 

Einige  Sätze  Ober  complexe  Grossen.    Moivre'sche 

Formein. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  164—169.) 

Da  eine  rein  imaginäre  Grösse  die  Quadratwurzel  aus  einer 
neffoüven  Zahl  ist,  so  kann  eine  reelle  Qrösse,  welche  von  0 
yerschieden  ist,  niemals  einer  rein  imaginären  Grösse  gleich  sein. 
Ist  also 

(1.)  a  +  W=0, 

so  mfissen  a  und  b  einzeln  gleich  0  sein.    Dies  giebt 

Satz  1.  Sind  zwei  complexe  Oröseen  einander  gleich,  so 
müssen  die  reellen  Theile  und  ebenso  auch  die  Factoren  der 
imaginären  Theile  einander  gleich  sein. 

Beweis.    Aus 

(2.)  ö  +  Jt  =  c  +  di 

folgt 

(3.)  (a+  Jt)  — (c+  cft)  =  (a  — c)+  (i  — rf)i  =  0. 

Dies  giebt  aber 
(4.)         a  —  c  =  0,     b  —  rf=0,     oder    a  =  c,     b  =  d. 

Jede  Gleichung  zwischen  complexen  Grössen  umfasst  daher 
zwei  Gleichungen  zwischen  reeUen  Grössen. 

Die  complexen  Grössen  lassen  sich  auch  noch  in  einer  etwas 
anderen  Form  darstellen«    Setzt  man  nämlich 

(5.)  I  a  +  W|  =  +  Ya^  +  i«  =  r, 

80  wird  r^a  und  r^b,  folglich  kann  man  zwischen  0  und  27r 
(bezw.  zwischen  0^  und  360®)  einen  Winkel  g)  so  bestimmen,  dass 
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(6.)  cosjp  =  — j      sm9>  =  — 

wird.    Dabei  Hegt  der  Winkel  g> 

zwischen    0®  und    90®,  wenn  a  >0,  4  >0, 

90«     „     180«,      „      a<0,  4>0, 

„       180»     „     270»,      „      a  <  0,  i  <  0, 

„       270«     „     360»,      „      a>0,  Ä<0. 

Dieser  Winkel  <p  heisst  das  Argument  der  complexen  GrOsse 
a  +  hi.    Durch  Einführung  dieser  Bezeichnungen  wird 

(7.)  a-^-hi-sTir  (cosy  +  •  siny). 


Multiplicirt  man  jetzt  die  complexen  Grössen  r|  (cos  9>|  +«Bin94) 
und  r,  (cos 9)2  +  i^<p^  mit  einander,  so  erhält  man 

Ir^  (cos^i  +  t  sin 9)1) .  r,  (cos^a  +  t  sinyj)  = 
^1  ^2  [(cos  y  1 003^2 —  sin  y  i  siny  2) + « (siny  1  cos^)} + cos9>|  sm^)^] 
=  rifj  [cos  (91  +  ^2)  +  » sin  (y^  +  ^j)]- 

Diese  nach  Moivre  genannte  Formel  giebt 

Satz  2.  Complexe  Grössen  werden  mü  einander  muUipliciri, 
indem  man  ihre  absohUen  Beträge  mit  einander  muMpUcirt  und 
ihre  Argumente  addirt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  Producte  von  drei 
oder  mehr  Factoren  übertragen;  es  ist  also 

ri(cos yi  +»sin9>i) .  r2(cosy2  +  *  sin 9)2)  •  ^s  (cos 9P3  +*tsin 5P5) 
'3  [cos(yi  +  SP2+ys)-t-«sin(?)i  +  q>%  +  SPs)]- 

Sind  die  Factoren  alle  einander  gleich,  so  erh&lt  man 
(10.)        [r  (cosy  +  t  sin  y)]**  =  r"  [cos  (»y)  +  » sin  (nf>)] 

und  damit 

Satz  3.  Eine  complexe  Grösse  unrd  potenziri^  indem  man 
den  absoluten  Betrag  potenzirt  und  das  Argument  mit  dem  Potenz- 
exponenten  multiplicirt 

Für  r  =  1  geht  die  Gleichung  (10.)  über  in 

cos  (nqi)  +  »sin  (»y)  =  (cosg)  +  »sin  9)*  = 


(9.)    |'"i(^^»'i+*^ 
1        =  n^2^a 
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co8*y  —  ( o /^^^"^y  ^ V  +  (4 )  coB*" V  sm*y 1-  .  . . 

+  «  (^jcoe*--*9 siii9>  —  (g)coß"-V  ^^9  H •  •  •  • 

Dies  giebt  mit  Räcksicht  auf  Satz  1 

(11.)  coß{ng>)=^co^g> — (2\»8*-V™V+(4)co8**^y8iiiV — H- . ., 

(12.)     sin  (ny)  =f  **  jcos*-V  siny— f^^^cos*-*^)  sin*yH — 

Durch  diese  Formeln,  in  denen  das  MultiplicationsiAearem 
der  trigonometrischen  Functionen  ausgesprochen  ist,  lassen  sich 
C06(f»9))  und  sin(n^)  als  rationale  Functionen  von  C0S9)  ^^^  ^9^ 
darstellen. 

Es  vnrd  z.  B.  fär  ;>  =  5,  wenn  man  noch  die  Relation 
oobV  +  S"*V  =  1  anwendet, 

cos  (55p)  =  cos'^y  — 10  cosV  sinV  +  5  cosy  sinV 

=  16  cosV  —  20  cos  V  +  5  cosy, 

sin  (59)  =  5  cosV  sin?)  — 10  cosV  sin'y  +  sin*y 

=  16  sin^^y  —  20  sinV  +  5  siny. 

Für  die  Division  zweier  complexen  Grössen  erhält  man  jetzt 

r^  (cos y^  +♦' sin  yj  _  r^  (cosy^  + 1 sinyi)  (cos  g>2  —  t  sinya) 
r,  (cos  yj  + 1  sin  y^)  ""  r2  (cosyj  +  i  siny2)  (cos  y 2  —  i  sin  yj) 

_rj  (cosyi  cosy^+siny^  siny^)  + 1  (sin  y^  cosy^ —  cosy^  siny^) 

"  r^  cos*y2  +  sin^yj 

oder 

/to\  ^i(cosyi +«sinyi)      r^  .      .  \  ,    •  •   /  xi 

(^^•>  rlccosyU^amS  =  J^  f'"' ^^'  - y.)  +  « sin (y, - y,)]- 

Daraus  folgt 

Satz  4.  Complexe  Gfrössen  werden  durch  einander  dividirty 
indem  man  die  absoluten  Beträge  durch  einander  dividirt  und 
die  Argumente  von  einander  subtrahirt. 

Der  Satz  3  macht  es  jetzt  auch  möglich,  aus  einer  complexen 

Grösse  die  »*•  Wurzel  auszuziehen.     Unter  yr(cosy  +  i  siny} 
versteht  man  nämlich  eine  Grösse,  deren  n^  Potenz    gleich 
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r  (cos  q>  +  i  sin9))  ist.    Diese  Eigenschaft  besitzt  für  ganzzaUüge 
Werthe  von  h  die  complexe  Grösse 

(U.)  ^  =  f7[„o.(2^)+.»m(£±i*2)} 

denn  es  wird  nach  Gleichung  (10.) 

^*  =  r  [cos  (y  +  2hn)  +  i  sin  (y  +  2Ä7r)], 

oder,  weil 

cos  (y  +  2Ä7r)  =  cosy  und  sin  (y  +  2hn)  =  sin[y 

ist, 

(15.)  ^^  ==  r  (cosy  +  i  siny). 

Dies  giebt 
(16.)  fr (cosy+isiny)  =  ^[cos(^±^) +i ^(^+^"^ 

Dabei  erhält  man  für  die  n^  Wurzel  aus  einer  complexen 
Grösse  im  Ganzen  n  von  einander  verschiedene  Werthe,  wenn 
man  der  ganzen  Zahl  A  die  Werthe  0,  1,  2, . . .  n —  1  bdlegt. 

Damit  ist  bewiesen: 

Satz  5.  Aus  einer  complexen  Grösse  wird  die  Wurzel  ge- 
zogen^ indem  man  sie  aus  dem  absoluten  Betrage  zieht  und  das 
Argument  durch  den  Wurzel-Exponenten  dividirt. 

Gleichzeitig  sind  hiermit  audi  die  Potenzen,  deren  Exponat 
eine  gebrochene  Zahl  ist,  ebenso  für  complexe  Grössen  erklärt 
wie  für  reelle,  indem  man 

(17.)  A^  =  yAP=(}/A)P 

findet. 

§  133. 

Geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen. 

Wie  man  die  reellen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken 
in  einer  geraden  Linie  geometrisch  darstellen  kann,  so  kann  man 
die  complexen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken  in  einer  JSbene 
darstellen.    Dabei  soll  der  folgende  Ginmdsatz  gelten: 

Zwei  Strecken  sind  einander  gleich^  wenn  sie  gleiche  Länge 
und  gleiche  Richtung  hohen. 


§  183.    Qeometxiaohe  DaisteUnng  der  complaian  Grössen,      575 


Fig.  149. 
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«1 


tr 


-I 


Fig.  160. 


Dann  bezeichne  man  mit  + 1  eine  Strecke,  derai  L&nge 
gleich  1  ist,  nnd  deren  Bichtong  parallel  ist  znr  positiven 
Bichtong  der  X-Axe.  Mit  +•  dagegen  bezeichne  man  eine 
Strecke,  deren  Lfinge  auch  gleich  1  ist,  deren  Richtung  aber 
parallel  ist  znr  positiven  Bichtong  der  F-Axe.    (Vergl.  Fig.  149.) 

Damit  ist  natfirlich  noch  nicht  ge- 
sa^  dass  +  i  dieselbe  Bedeutung  habe 
wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen, 

dass  nämlich  i  gleich  y  —  1  sei;  es 
sollen  viehnehr  die  hier  folgenden  Un- 
tersuchungen zunächst  ganz  unabhängig 
von  den  vorhergehenden  geführt  werden. 
Demnach  werde  hier  die  complexe  Grösse 
a  +  bi  durch  eine  Strecke  OP  erklärt, 
welche  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  0  und  einen  Punkt 
P  mit  den  Goordinaten  OQ  =  a^  QP=b  verbindet.  (Vergl. 
Fig.  150.)  Man  gelangt  nämlich  vom 
Punkte  O  aus  zum  Punkte  P,  indem 
man  a  Einheiten  in  der  Richtung  der 
X-Axe  und  b  Einheiten  in  der  Richtung 
der  y-Axe  durchläuft,  oder  indem  man 
zuerst  b  Einheiten  in  der  Richtung  der 
F-Axe  und  dann  a  Einheiten  in  der 
Richtung  der  X-Axe  durchläuft. 

So  entspricht  jeder  complexen  Grösse  a  +  bi  ein  Punkt  P 
in  der  Ebene  und  jedem  Punkte  P  eine  complexe  Grösse 
a  +  W.    Durch  die  Gleichungen 

(1.)     a  =  rcosy,    b  =  rsiny,    a  -f-  Jt  =  r(cos9)  +  tsiny) 

kann  man  auch  Polarcoordinaten  einführen.  Dabei  heisst  r  der 
absolute  Betrag  der  Strecke  OP,  weil  ihre  Länge  gleich  r  ist,  und 
der  Winkel  y  heisst  das  Argument  der  complexen  Grösse. 

Die  so  erklärten  complexen  Grössen  kann  man  nun  durch 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  mit  einander 
verbinden,  indem  man  dieselben  Regeln  anwendet,  welche  für 
reelle  Grössen  gebräuchlich  sind;  und  zwar  geschieht  das  in 
folgender  Weise: 


576      §  18B.    Geometi'isdie  DarateHimg  der  comphnoi  Grossen. 


Fig.  ist 
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I.  Addition.  WiU  man  die  Addition  zwekr  reMen  Orfisseii 
geometrisch  ansfnhren,  so  trägt  man  auf  einer  Qeraden,  z.  B. 
auf  der  X-Axe  vom  An&ngsponkte  O  ans  eine  Strecke  OP  ab, 

weldie  der  einen  GrOsse  entspridit, 
nnd  daranf  vom  Punkte  P  ans  eine 
zweite  Strecke  PR^  welche  der  an- 
deren Grösse  entspricht.     Dadurch 
erhält  man  eine  Strecke  Oü,  welche 
die  Summe  der  beiden  gegebenen  Grössen  geometrisch  darsteUt 
In  welcher  Beihenfolge  man  die  beiden  Strecken  .anf  einander 
folgen  lässt,  ist  dabei  gleichgültig. 

Genau  ebenso  kann  man  zwei  complexe  Grössen  a^  +  b^i 
und  a-i  +  h^i,  welche  durch  die  Stredcen  OP^  und  OP^  geome- 
trisch dargestellt  sind,   addiren   (vergl.  Fig.  152).    Man  macht 
-g,    j^  zu  diesem  Zwedce  den  Punkt 

Pf  zum  Anfangspunkte  einer 
Strecke  P^R^  welche  der 
Strecke  OP^  gleich  ist,  d.  h. 
welche  mit  OP^  gleidie  Länge 
und  gleiche  Bichtung  hat.  Da- 
durch erhält  man  ein  Parallelo- 
gramm OP^RP^^  in  welchen 
der  Punkt  22,  bezw.  die  Diago- 
nale OR  die  Summe  der  bdden 
gegebenen  Strecken  OP^  und  OP^  ist. 

Da  die  Seite  P^R  der  Seite  OP^  gleich  und  parallel  ist, 
so  hätte  man  auch  P,  zum  Anfangspunkte  einer  Strecke  P^R 
machen  können,  welche  der  Strecke  OP^  gleich  ist,  und  wäre 
zu  demselben  Punkte  R  gekommen. 

Wie  man  sehr  leicht  aus  Figur  152  nachweisen  kann,  sind 
dabei  die  Coordinaten  des  Punktes  R  gleich  a^+a^  und  di+&x9 
so  dass  er  in  der  That  der  complexen  Grösse 

(2-)        {<H  +  h,%)  +  (oj  H-  Vj  =  («1  +  <h)  +  (*i  +  h^i 
entspricht. 

In  dieser  Oonstmction  ist  der  Satz  vom  PardUdogr^mm  der 
Kräfte  enthalten.    Versteht  man  nämlich  unter  OP^  nnd  OP^ 
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zwei  Kr&fte  mit  demselben  AngrilEspimkte  O,  so  haben  sie  mit 
der  DiBgoniüe  OB  deg  ParaUelogramms  OP1RP2  gleiche 
Wirkung.    Dabei  amd 

Ol  mid  &]         die  Ck>mponenten  von  OP^^ 

^      w      ^2  n  n  n       Oxj, 

«t  +  «1     »      *1  +  *2    «  w  »1      OB, 

Die  Gomponenten  der  resoitirenden  Kraft  findet  man  also, 
indem  man  die  Einzelkr&fte  in  ihre  Gomponenten  zerlegt  nnd 
die  gleichgerichteten  Gomponenten  addirt 

II.  Subtraction.  Da  eine  Qrösse  von  der  anderen  subtrahirt 
wird,  indem  man  die  entgegengesetzte  GrOsse  addirt,  so  kann 
man  die  Sabtraction  auf  die  Addition  zurückführen  und  findet 

(8.)        (O,   +  i,t)-K  +  V)  =  («1  +  *lO  +  (-«2-*2») 

=  («1  —  Ö2)+(*l— *2)». 

III.  Multiplication.  Für  reelle  Grössen  gilt  die  Regel:  Das 
Product  A .  B  entsteht  aus  B  tote  A  am  der  Einheit.    Dieselbe 

Regel  kann  man  auch  bei  der  Multiplication  zweier  complexen 
Grössen  r^Ccosy^t  +  tsin^i)  und  r2(cos9>2  +  «sin  9)2)9  welche  den 
Strecken  OP^  und  OP^  entsprechen,  anwenden. 

Hat  der  Punkt  E  (Fig.  153)  ^'  "• 

die  Coordinaten  a  =  1  und  &  =  0, 
so  entsteht  die  Strecke  OP^  aus 
der  Einheit  OE^  indem  man  durch 
O  eine  Gerade  1^,  welche  mit 
OB  den  Winkel  9)1  bildet,  und 
auf  dieser  Geraden  die  Länge  der 
Einheit  (pE)  r^-mal  abträgt. 
Ebenso  findet  man  das  Product 
der  beiden  Strecken  OP^  und  OP^, 
indem  man  durch  den  Anfangs- 
punkt O  eine  Gerade  legt,  welche 
mit  der  Geraden  OP^  den  Winkel  y,  bildet,  und  auf  dieser 
Geraden  die  Länge  von  OPi  (also  r^  r^-mal  abträgt.  Dadurch 
erhält  man  einen  Punkt  ü,  welcher  dem  Producte  der  beiden 
comjdeKen  Grössen  entspricht. 

Stegemaim- Kiepert,  Differential-Rechnung. 
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Durch  den  Umstand,  dass  die  beiden  Dreiecke  OEP^  und 
OP^E  einander  ähnlich  sind,  wird  anch  die  Gonstrnction  des 
Punktes  B  yerhältnissmässig  einfach.  Man  mache  zu  diesen 
Zwecke  das  Dreieck  OE'P^  d^n  Dreieck  OEP^  congment  und 
ziehe  P^R  parallel  zu  EP^.  Dabei  hat  die  Sirecke  OB  nadii 
Gonstmction  die  Länge  r{r<^  und  bildet  mit  der  positiven  Richtung 
der  Z-Axe  den  Winkel  €p^  +  g>^^  so  dass  man  erhält 

ri(cos9>i  +  t  sin  Vi) .  r^  (cos  9)2  +  tsiny^) 

=  rir2[cos(yi  +  ^2)  +  »sin(yi  +  y-i)]- 


(4.)      I 


Es  gilt  also  auch  hier  der  Satz:  Oamplexe  Grössen  toerden 
mit  einander  muUiplicirt,  indem  man  die  absoluten  Beträge  mit 
einander  mtUtiplicirt  und  die  Argumente  addirt. 


In  dem  besonderen  Falle,  wo 


n^  n 


ist,  geht  die  Gleichung  (4.)  Aber  in 
(5.)  »2  =  —  1. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  cotnplezen  Chrössen^  welche  in 
diesem  Paragraphen  geometrisch  erklärt  wurden^  mit  den  früher 
betrachteten  identisch  sind, 

IV.  Division.  Da  die  Division  die  Umkehrung  der  Multipli- 
cation  ist,  so  liegt  in  der  eben  angegebenen  Gonstmction  auch 
die  Anleitung  zur  Division  complexer  Grössen.  Soll  man  nämlich 
die  den  Strecken  OB  und  OP^  entsprechenden  complexen 
Grössen  durch  einander  dividiren,  (so  macht  man  wieder  das 
Dreieck  OP^B  (Fig.  153)  ähnliGh]dem  Dreieck  OEP^,  so  dass 
P2  tmd  E  homologe  Punkte  sind.  Die  Strecke  OP^^^tspricht 
dann  dem  gesuchten  Quotienten,  und  es  gilt  der  Satz :  Comj^exe 
Grössen  werden  durch  einander  dividirt,  indem  man  die  abso- 
luten Beträge  durch  einander  dioidirt  und  die  Argumente  von 
einander  suhtrahirt. 

Man  kann  die  Sätze  ttber  Addition  und  Multiplication  aus- 
dehnen auf  Summen  von  beliebig  vielen  Summandm  und  aof 
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Producte  mit  beliebig  vielen  Factoren.    Soll  man  z.  B.  die 
Strecken 

addiren,  so  erhält  man  für  die  Summe  der  beiden  ersten  Strecken 
einen  Ponkt  Ri  mit  den 
Coordinaten  o^  +  oj  nnd  ^'^-  ^^• 

&,  +  &29  ^  cUe  Summe 
der  drei  ersten  Strecken 
einen  Pnnkt  JZ^  mit  den 
Coordinaten  a^  +  02  +  a^ 
und  *i  +  ij  +  *3;  in  die- 
ser Weise  kann  man  fort- 
fahren, bis  man  einen 
Pnnkt  Bn  mit  d^  Coor- 
dinaten a^  +  a'2  +  .-»  +  an 
und  *j+*2+--«  +  Än  er- 
hält, welcher  der  Summe  entspricht.  Ist  das  Polygon 
OP^B^B^  •  •  --Bn  geschlossen,  so  dass  der  letzte  Punkt  Bn  mit 
dem  Anfangspunkte  0  zusammenfällt,  so  ist  die  Summe  gleich 
NuU;  die  Bedingung  für  einen  geschlossenen  Streckenzug  ist 
daher 
(6.)  2{a  +  M)  =  0. 


§  134. 

Vier  Sätze  Ober  die  absoluten  Beträge. 

Satz  1.  Der  absolute  Beiraff  der  Summe  zweier  complexen 
Grössen  ist  {gleich  oder)  kleiner  als  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  und  {gleich  oder)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

Beweis.  Die  Summe  der  beiden  complexen  Grössen 
Tj  (co89>i  +  tsinyi)  und  r^  (0039)2  +  »siny2)  ist 

(r^cosyi  -f  r2COSy2)  +  «(^iSinyi  +  r^witp^; 
der  absolute  Betrag  dieser  Summe  wird  daher 


V^i^  +  'Ti^  +  2rir2COS(9Pi  —  92)- 


37  ♦ 
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Dieser  Ausdruck  erhfilt  seinen  gröwtm  Werth,  nämlich  den 
Werth  r,  +  r2,  wenn  cos(9>,  — 92)  =  +  1  wird;  den  kleinsten 
WerÜi  dagegen,  nftmlich  den  Wcoth  \r^  — rj  j,  erhält  er,  wenn 
cos(^i  —  ^^2)  =  —  1  mri.    Deshalb  ist 

(1.)     \r^—r^  I  S  Vn^  +  rj*  +  2r^r^  cos{Vi  —  9^)  ^  r^  +  ^'i- 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Viel  einfacher  gestaltet  sich  der  Beweis  mit  Hfilfe  der  geo- 
metrischen Darstellung;  denn  da  ist  dieser  Satz  identisch  mit 
dem  Satze:  In  einem  Dreiecke  OP^R  (Fig.  152)  ist  die  Seite 
OB  kleiner  als  die  Summe  und  grösser  als  die  Differenz  der 
beiden  anderen  Seiten  OP^  und  P^R, 

Satz  2.  Der  ahsolute  Betraff  der  D^erenz  zweier  com- 
plexen  Grössen  ist  (gleich  oder)  kleiner  als  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  und  (gleich  oder)  grösser  als  die  D^erenz 
derselben. 

Beweis.  Man  kann  die  Differenz  auch  als  eme  Summe  auf- 
fassen, indem  man  die  Grösse,  welche  subtrahirt  werden  soU, 
mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehoi,  addirt  Deshalb 
folgt  dieser  Satz  schon  aus  dem  vorhergehenden  Satze. 

Man  kann  somit  den  Satz  1  auch  ohne  V7eiteres  ausddmen 
auf  die  Summe  oder  Differenz  beliebig  vieler  Grössen. 

Satz  3.  Der  absolute  Betrag  des  I^oductes  zweier  complexen 
Grössen  ist  gleich  dem  Product  der  absoluten  Beträge. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Gleichung 


(2.)      I 


ri(cosyi  +  isin^i).  r2(cos9p2  +  tsiny2) 

=  nr2  [008(^1  +  g>2)  +  tsin(»i  +  %)]. 


Satz  4.     Der  absolute  Betrag    des   Quotienten  zweier  Kom- 
plexen Grössen  ist  gleich  dem  Quotienten  der  absoluten  Beträge. 

Auch  hiei*  folgt  der  Beweis  unmittelbar  aus  der  Gldchnng 
rJcoawx  +  fsincpi)      ^1  r     /  \  .    •  -  /  m 
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§135. 

Unendliche  Reiben  mit  complexen  Gliedern. 

(VergL  die  Formel-TabeUe  Nr.  74  and  75.) 
Eine  unendUehe  JReihe 

bei  der  die  einzelnen  Glieder  complexe  Grössen  sind,  heisst  con- 
vergenij  wenn  die  reellen  Theile  und  die  fbctoren  der  inMffinären 
Theile  für  sich  zwei  convergente  Reihen  bilden  y  wenn  also  die 
Reihen 

QN  1^  =  00  +  01  +  02  +  ..., 

\  jB  =  6^  +  J,  +  ^2  +  •  •  •  > 
contergent  sind;  und  zwar  heisst  sie  unbedingt  convergent,  wenn 
A  und  B  unbedingt  convergente  Beihen  sind.    Ihre  Summe  wird 
sich  dann  derselb^  Grenze 

(2.)  S=::A  +  Bi 

nfthem,  wie  man  auch  die  Glieder  der  Beihe  anordnen  mag. 
Anch  hier  gilt  der  bereits  in  §  48  bewiesene  Satz: 
Eine  Reihe  mit  complexen  Gliedern  ist  unbedingt  convergent, 

wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt. 

Beweis.    Ist 

(3.)     ro=|öo  +  M»    n=K  +  ii»l,     r2=|a2  +  M»--M 
so  convergirt  nach  Voraussetzung  die  Reihe 

Tq  +  Tj  +  r2  . . . . 

Nun  ist  aber 

^o^l*oli     n^lM,     ^2^1*2!,..., 
folglich  sind  die  Beihen 

l«ol  +  l«il  +  KI+---r 

l*o|  +  |*i|  +  |i2|+... 

erst  recht  convergent,  d.  h.  die  Beihen 

«0  +  ^  +  ^  +  •  •  •    ™d    fto  +  *i  +  *2  +  •  •  • 
sind   nach  Formel  Nr.  74   der  Tabelle  unbedingt  convergeni. 
Deshalb  gilt  auch  dasselbe  für  die  Beihe 

(«0  +  *o*)  +  («1  +  *lO  +  («2  +  *2*)  + 


582  §  135.    Unendliche  Reilien  mit  complexen  Gliedern. 

Der  Wortlaut  dieses  Satzes  stimmt  genau  fiberein  mit  dem 
letzten  Satze  in  §  48  (S.  213 ,  vergl.  auch  Formel  Nr.  74  der 
Tabelle) ;  dort  handelte  es  sich  aber  um  Reihen  mit  positiven 
und  negativen  reeUen  Gliedern,  während  hier  die  dnzelnen 
Glieder  complexe  Grössen  sind. 

Auch  der  Satz,  welcher  in  §  49  für  die  Multiplication  zwei^ 
unbedingt  contergenten  Reihen  mit  reellen  Gliedern  bewiesen 
wurde,  lässt  sich  jetzt  auf  Beihen  mit  compleren  Gliedern  über- 
tragen.   Dieser  Satz  lautet: 

Sind 

J7=Wo  +  «i  +«2  +  -.'    ™d     Vs=Vq  +  v^  +  v>i  +  ... 
zwei  unbedingt  convergente  Reihen    (deren    Glieder  jetzt   auch 
complex  sein  dürfen),  und  ist 

Wq  =  UqVq  , 


SO  ist  auch  die  Seihe 

«^0  +  ^1  +  ^2  +  •  •  • 

unbedingt  convergent,  und  ihre  Summe  W  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  sind  die  Seihen 

l«o|  +  I  «1 1  +  K I  +  •  •  •  und  I  ©0 1  +  hl  I  +  ^2 1  +  . . . 
convergent.  Bezeichnet  man  ihre  Summen  bezw.  mit  TP  und  P, 
und  mit  W*  die  Beihe,  welche  durch  Multiplication  der  baden 
Beihen  TP  und  V*  entsteht,  so  kann  man  iu  dies^  drei  Bähen 
die  Summen  P»«,  F'n,  W*^  der  n  ersten  Glieder  absondern  und 
findet  ebenso  wie  in  §  49,  dass 

TPn  V'n—  W\=  K-l|  .  |t?n-l|+(|t*n-2|  •  |t?H~l|  +  |ttn-l|  •  \Vf^^)  +  •  -  • 

+  (K|.K-l|  +  h| .  |©n-2|  +  . .  .  +  K-2I.H+K-1I.KI) 
=  |ttn-l«n-l|  +  (|«n-2t?»-l|  +  |  Wn-l«n-2l)  +  •  .  • 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird;  folg- 
lich vnrd  nach  den  Sätzen  des  vorhergehenden  Paragraphen  der 
absolute  Betrag  von 
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erst  recht  beliebig  klein,  denn  der  absolute  Betrag  einer  Snnune 
ist  kleiner  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge.    Es  wird  daher 

lim  JTn  =  limCr^FH  =  UV. 

Dabei  ist  auch  Wq  +  ^i  +  2^2  •  •  •  unbedingt  convergent,  denn 
ersetzt  man  die  Grössen  t«o,  u^,  «,, . . .,  v^,  t?],  c^, . . .  durch  ihre 
absoluten  Beträge,  so  verwandeln  sich  die  Grössen  t^o*  t^i,  «^2, . . . 
in  tr\y  tr'j,  w'2j  . . .,  und  es  wird 

Jetzt  ist  die  Beihe  u?'o+  ^'\+^'2+  •  •  •  convergent,  folglich 
ist  die  Beihe 

I  w^o  I  +  l  «^1 1  +  I  «^2  I  +  •  •  • 

erst  recht  convergent. 

§136. 

Functionen  einer  complexen  Veränderlichen. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  170.) 

Da  man  die  Operationen  der  Addition,  Subtraction,  Multi- 
plication  und  Division  bei  complexen  Grössen  in  derselben  Weise 
ausfuhren  kann  wie  bei  reellen,  so  kann  man  auch  ganze  und 
gebrochene  rationale  Functionen  von  einer  complexen  Veränder- 
lichen 

(1.)  z^z  +  yi 

bilden.    Eine  solche  Function  kann  immer  auf  die  Form 

(2.)       f{z)  =/(a:  +  y»)  =  y  (x,  y)  +  t>  {x,  y)  =  u  +  vi 

gebracht  werden,  wenn  man  die  Operationen,  welche  durch  die 
Bildung  der  Function  gefordert  werden,  wirklich  ausfuhrt. 
Dabei  siud  9  {x,  y)  und  \f)  {x,  y)  wieder  rationale  Functionen  der 
beiden  Veränderlichen  x  und  y,  die  nur  reelle  Grössen  enthalten. 
Auch  irrationale  Functionen  von  x  +  yi  kann  man  bilden, 
da  es  möglich  ist,  bei  jeder  complexen  Grösse  n  Werthe  der 
Wurzel  n^^  Grades  anzugeben.  Ausserdem  kann  man  noch 
transcendente  Functionen  von  x  +  yi  durch  convergente  Reihen 
erklären.    Beispiele  hierzu  bieten  die  Beihen 
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^       1!      ^       2!       ^        3!       ■^"•' 
1!  8!       "*■        5!  ■^•••' 

21       "^        4!  ■*"••• 

u.  s.  w.,  welche  bezw.  in  e^,  rnnzj  co&x  übergehen,  wenn  y  gleich 
0  wird.  Diese  Reihen  gind  auch  convergent,  weil  die  Summe 
der  absoluten  Beträge  convergirt  Auf  die  so  gebildeten  Func- 
tionen lassen  sich  ohne  Weiteres  alle  Elrkl&rangen  und  Sätze 
ausdehnen,  welche  in  der  Differential-Sechnung  fBr  Functionen 
mit  einer  reellen  Veränderlichen  gegeben  worden  sind;  dabei  ist 
natürlich  ^ 

(3.)        dz^sz  dx  +  idy,     df(z)^=zd{u  +  vi)  =  cfo  +  idv, 

80  dass  man  es,  abgesehen  von  dem  Factor  i,  auch  hier  nur 
mit  den  Differentialai  reeUer  Grössen  zu  thun  hat 

Bemerkenswerth  sind  hier  aber  noch  die  folgenden  Formeln: 

Man  kann/(z)  als  Function  der  beiden  Veränderliche  x 
und  y  betrachten  und  erhSit  deshalb 

dn^)^d/{z)  dz      df{z)^df{z)    dz^ 
dx  dz     dx        dy  dz      ^ 

oder 

Dies  giebt 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.) 

^^•^  dx^^dx^^^      ^"    ' 

also 

.   ,  du  ^  dv     du de 

^  '^  5^"""^'    dy^      Sjp 
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§187. 

ZusMMnenhug  der  Exponential-Fiinction  mit  den 
trigonometrischen  Functionen. 

(VergL  die  Formel-Tab«Ue  Nr.  171—179.) 

Eis  sei  dne  Function/ (2)  eiUftrt  dnrdi  die  Qleidiang 

(1.)  /(^)=i+^  +  |i  +  |l  +  ..., 

wobei  z  jetzt  auch  complexe  Werthe  z  +  yi  haben  dar£ 
Moltq^Iicirt  man  diese  Bdhe  mit 

so  erbält  man 

(3.)  /(«)  .f{zt)  =  tco  +  tcj  +  tfj  +  . . ., 

wobei  nach  Fonnel  Nr.  75  da*  Tabelle 


«'o 


=  1,  «'«  =  n  +  iT=nT-' 


"'^-2!  +  T!"T!+2r=  — 


2!  ■"      2! 


Z^  2^~*         z*  z^~'^         zA 

"'"~iiT"'"(n— l)!'Tr'^(n  — 2)!"2r"'""' 

~        n! 
wird.    Deshalb  ist 

(4..  /(g)/(g.)  =  l  +  f±a  +  (i±fiIV(f±?IV.  .  .  =/(2+2,). 

Beschränkt  man  ;r  und  z^  auf  r^^tf«  Werthe,  so  wird 

und  die  Gleichung  (4.)  giebt  die  bekannte  Relation 
(5.)  ^ .  ^1  =  ö«+«i. 
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Man  bezeichnet  nun  die  durch  Gleichung  (1.)  erklärte  Fonc- 
üonfiz)  auch  dann  noch  mit  ^  und  nennt  sie  Exponential-Func- 
tion^  wenn  z  beliebige  complexe  Werthe  annimmt,  obgleich  dann 
z  kein  eigentlicher  Exponent  mehr  ist.  Es  ist  also  bei  dieser 
Erweiterung  des  Begriffes  die  Function  ^  nicht  mehr  als  eine 
Potenz  aufisu&ssen,  sondern  als  die  Beihe 

z        z^       z^ 
^■^Tl"'"  2! +  3!  ■•■•••• 


Wie  aber  soeben  gezeigt  wurde,  gilt  auch  dann  noch  die 
Gleichung  (5.),  in  welcher  das  Addüionstheorem  der  Exponential- 
Function  ausgesprochen  ist. 

Um  zu  untersuchen,  welchen  Sinn  ^  fbr  complexe  Werthe 
yon  z  hat,  setze  man  zunächst  x  =  0,  also  z  =  yi;  dann  wird 

(6.)  r  ^v    2!^4!    er     -'v^^Vi!    3!;  5!    ^-7 

I      =cosy  +  *siny. 

Ebenso  findet  man  für  «  =  —  y«. 
(7.)  «~y*  =  cos  y  —  %  siny. 

Daraus  folgt 

(8.)  cosy  = 2 '  ^y= 2? 

Setzt  man  jetzt  z^x  +  yi^  so  wird  nach  Gleichung  (5.) 
(9.)  ö*+y*  =  c^  =  «*  (cosy  +  f  siny). 

Aus  diesen  Beziehungen  ergeben  sich  auch  mit  grosser 
Leichtigkeit  die  Moivre^sohen  Formeln  (vergl.  die  Formel- 
Tabelle  Nr.  165  bis  169).    Die  Gleichung 

kann  nämlich  auch  in  der  Form 

(10.)  (cos^i +ism9>t)(cos9P2+»siny2)  =  cos(9),  +g>%)+i^(^i+92) 
geschrieben  werden.  Dies  bestätigt  Formel  Nr.  165  der  Tabelle. 
Femer  ist 

(11.)      «— w"  =  cos  cp ,  —  i  sin  a)o  = r-^' —  =  — - ' 
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also 

( 12.)  —^  =:  ö^l'   .  e •^2*   =  <?(Vl-<^2)»  , 

oder 

13.)     — ^^       .  .  ^^  =  cos  (y  1  —  y 2)  +  *  sm  (y^  —  cp^). 
"^     cos  9)2  +  «81119)2 

Dies  bestätigt  Formel  Nr.  168  der  Tabelle. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  Addüionstheorems  ergiebt 
sich  das  MuUiplicationstheorem  der  Exponential-Function,  das  in 
der  Gleichung 

(14.)  (e^O**  =  ^"^^ 

ausgesprochen  ist.  Diese  Gleichung  enthält  aber  zugleich  auch 
das  MutUpUcationstheorem  der  trigonometrischen  [Functionen, 
denn  sie  kann  auch  in  der  Form 

(cosy  +  t  siny)"  =  cos(»9))  +  iwi{nq>) 

geschrieben  werden  und  liefert  dann  die  Formehi  Nr.  167  der 
Tabelle,  nämlich 

cos  (»9)  =  cos"  9)  — (o)cos*"V  sinV 
(15.)  i  +  yA  cos"-'*9)  sin*9) 1-  •  • .  ? 

W!L{n(p)  =  ( - )  cos"-^  9)  sin  9)  — lAc^^-^q)  sin^9>  H —  .... 

Besonders  zu  beachten  ist  es  noch,  dass  aus  Gleichung  (6.) 
für  y  =  27r,  47r, . . .  2Ä7r 

(16.)  c^»  =  1,     ö*^*  =  1,     e^^  =  1 

folgt,  wenn  h  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist.    Femer  wird  deshalb 

(17.)  ^+2Ä7r.-  -.  ^  ^  ^2Am'  ^  ^^ 

Die  Exponential-Function  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
sich  ihr  Werth  gar  nicht  ändert,  wenn  man  die  Veränderliche  z 
um  ein  Vielfaches  von  2m  vermehrt.  Man  nennt  deshalb  27v% 
eine  Periode  der  Exponential-Function  und  ^  selbst  eine  perio- 
düche  Function.    In  ähnlicher  Weise  sind  auch  die  trigonometri- 
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sehen  Functionen  periodische  Functionen,  und  zwar  ist  ihre, 
Periode  2n^  denn  sie  ändern  ihren  Werth  g^ar  nicht,  wenn  man 
den  Werth  der  Veränderlichen  um  ein  Vielfitches  von  2n  yermäirt. 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 

(18.)  e^f"*  =  cosy  +  tsiny  =  u,    e^^*  =  cosy  —  tsiny  =  c, 
so  wird 

I«  +  t?  Ä  2COS9),    u  —  t?  =  2iwig>j    UV  =  1, 
«*"  +  !?"•=  «"**/>•  +  tf-«9>*"  =  2cos(m5p), 
ym  —  tj»  =  ^i^i  «-  e~^T*  =  2isin{m^). 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  eriiält  man  dann 

2»— 2  «2 


t?2  +  . . . 


oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  je  zwei 
Glieder  mit  einander  vereinigt,  von  denen  das  eiue  eb^iso  weit 
vom  AnGange  wie  das  andere  vom  Ende  absteht, 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  mid  (19.) 

22«(c0S9))^«  =  2cos(2«y)  +  ^^/^^  2C0S(2«  —  2)q> 
(20.)    I  +  ^^'*^2C0S(2«  —  4)y  +  . . . 


+ 


C-i)^-(^^)+C:> 


(21.) 
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Ebenso  findet  man 

2coe(2fi  +  l)y  +(^^  ^  ^^2co8(2»  —  l)y  +  . . . 

Bfldet  man  jetzt  in  fthnUcher  Weise 

(„  _  e)J-  =  («»•  +  !,«•)  —  (^)ttc(«»"-2  +  e*»- *) 

+  (—  !)"-'(„  ^  j)«— »»»-'  («H»')  +  (-  l)"(^"Vo", 
so  findet  man  mit  Räcksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (19.) 
(—  1)"  2*»  (sin  y)2"  =  2  cos  (2»y ) — (jf\  2  cos  (2»  —  2)  y 

+  Pf\2cos(2n  —  4)91 1- . . . 

+  (-  1)-'(„Ü  1)2008(29,)  +  (- 1)-(2^"). 
Dagegen  wird 

(„_e)i«+i  =  („to+i_e2»+>)_/2'*+lVc(„i«-i  _  pto-i)  +  _  . . . 

+  (—  l)""'(^"j|]/)«^' »""'  C"*  —  »*) 
+  (—  1)»(^  ^  ^)«T-(«— e). 

Berficksichtigt  man  jetzt  wieder  die  Gleidumgen  (18.)  und 
(19.)  und  dividirt  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  i,  so  erhält 
man 

(— l)"2»"+»(siny)»"+«  = 

/23  \    I  28in(2«  +  l)y  —(~"  j"  ^^2ffln(2n  —l)(p-\ ... 

+  (- 1)-' (f + J)2»in(8y)+  (-  l)-(2«+l)2siny. 


(22.) 


590  §  138.    Logarithmen  der  oomplexen  Grössen. 

BeMerlnmgeiL 

1.  Dem  Anf&Dger  wird  dringend  empfohlen,  diese  Formeln  durch 
Zfthlenbeispiele  einznttben,  also  die  Ausdrücke  für  cos^,  sin^,  cos*^, 
sin*^,  008^,  sin^, . . .  wirklich  eu  bilden. 

2,  Die  vorstehenden  Formeln  finden  in  der  Integral-Rechnung  eine 
wichtige  Anwendung. 


§  138. 

Logarithmen  der  complexen  Grössen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  180  und  18t) 

Nach  Gleichung  (9.)  des  vorhergehenden  Paragraph^  war 

(1.)  eF-^*  =  c*  .  «y»*  =  (5«  (cosy  +  t siny)  =  «  +  vi, 

wo 

(2.)  w  =  c*cosy,    ü  =  «*siny 

reelle  Grössen  sind.  Hierbei  waren  x  und  y  ganz  beliebige 
Grössen.  Man  kann  aber  auch  die  Gleichung  (1.)  beMedigen, 
wenn  die  Grössen  u  und  v  beliebig  gegeben  sind,  denn  aus  dea 
Gleichungen  (2.)  folgt  dann 

e^  =  u^  +  v^,    oder    x  —  ^l(u^  +  e^), 

(3.)  l  y  ' 

tgy  =  ^,  oder    y^arctg^y, 

wobei  man  aber  den  Werth  von  y  so  bestimmen  muss,  dass 

ö<y<2"'  ^®°°  w>0,  t?>0, 
j<y<7r,  „  tt<0,  t?>0, 
n<y<—i      „         «<0,  v<0, 

Ist,  damit  die  Gleichungen  (2.)  beftiedigt  werden. 
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Fär  redle  Grössen  war  nun  da:  natürliche  Logarithmus 
einer  Zahl  a  der  Exponent,  zu  wdchem  die  Basis  e  erhoben 
werden  muss,  damit  man  a  erhält,  d.  h.   aus  der  Gleichung 

ß«  =  a     folgte    a  =  la. 

Man  erkennt  aus  dem  Vorstehenden,  dass  man  diese  Er- 
klärung jetzt  ohne  Weiteres  auf  complexe  Grössen  ausdehnen 
kann,  indem  man  aus  Gleichung  (1.)  die  Gleichung 

(4.)  x  +  y%=\{u  +  v{) 

ableitet.  Dabei  tritt  aber  der  äusserst  bemerkenswathe  Umstand 
ein,  dass  der  Logarithmus  von  u  +  vi  unendUch  viele  Werthe 
haben  kann,  denn  nach  Formel  Nr.  175  wird  f&r  ganzzahlige 
Werthe  von  h  auch 

(5.)  ^+y»+2*Ä<  =  tt  +  vi. 

Dies  giebt 

(6.)  l(tt  +  w)  =  a:  +  y»  +  2hm. 

Liegt  y  zwischen  —  n  und  +  ^,  so  nennt  man  x  +  yi 
den  Hauptwerth  von  l(ti  +  vi).  Aus  diesem  gehen  alle  übrigen 
Werthe  yon  \{u  +  vt)  durch  Addition  eines  ganzzahligen  Viel- 
fachen von  2ni  hervor. 

Aus  der  Gleichung 

(7.)  e^*  =  COSTT  -f-  iwin  =  —  1 

folgt  z.  B. 

(8.)  1(—  1)  =  ni  4-  2hni  =  (2Ä  +  l)m. 


§  139. 

Zusammenhang  der  Functionen  \x  und  arctga:^. 

(Yergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  182.) 

Nach  Formel  Nr.  59  der  Tabelle  istfUr— l<aT<+l 

a?'   .   x^       x^ 


(1-) 


also 


Ki  +  ^)  =  j-j  +  j-j  +  - 


i(i--)  =  -f 


X       x^       x^       x^ 


592  §  140.    Auftreten  complexer  Wuneln  einer  Gleichung. 

(^•)  •(l^)=Kf  +  7  +  T+-> 

Damals  war  x  eine  reelle  Grösse;  jetzt  gelten  aber  die  zur 
Herldtnng  dieser  Reihenentwickelung  nothwendigen  Yoraos- 
Setzungen  auch  noch,  wenn  x  eine  compUxe  Grösse  ist,  d^^ 
absoluta  Betrag  kleiner  als  1  bleibt.  Setzt  man  z.  B.  ^  =  9)1, 
wo  ff  eine  reeUe  Grösse  zwischen  —  1  und  +  1  sein  möge,  so 
erhSlt  man 

Dies  giebt  aber  nach  Formel  Nr.  65  der  Tabelle 


§  140. 

Auftreten  complexer  Wurzeln  einer  Gleichung. 

In  §  82  war  bewiesen  worden,  dass  jede  Gleichung  ri**' 
Grades  n  Wurzeln  hat,  und  dass  sich  die  ganze  rationale 
Function  »***  Grades  f(x)  auf  die  Form 

(1.)  f{x)  =  {x  —  x,)f,  {x)  =  {x—x,)  {aaf^-^  +  h.af'-^  + . . .  +  J^O 

bringen  lässt,  wenn  x^  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(2.)         f{x)  =  öwc*  +  a^a-»-»  + . . .  +  On-i  5:  +  o^  =  0 

ist.    Daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Sind  die  CoefßcierUen  einer  Gleichung  n*^  Greules  f{z)  =  0 
sämmUich  reeB,  und  ist  x^=^ff  +  ki  eine  Wurzel  dieser  Öleiehung, 
so  muss  auch  g  —  hi  eine  Wurzel  derselben  sein. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 

(3.)         Ax)^(x-x,)Mx)  =  {x-g-h{){P+Qi), 

wobei  X  als  eine  reelle  Grösse  betrachtet  werden  niöge,  dann 
wird 

(4.)  (x--g-ht){P+Qt)  =  [(x-g)P+Qh]+[{x—g)Q-Fh]{, 

(5.)  {x-g+ht){P-Qt)=r[{x—g)P+QA]--^[(x—g)Q-JPh]i 
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Nun  ist  aber 

(6.)  (^  -  ^  -  AO  {P  +  Qi)  =/W 

reell,  folglich  moss 

(7.)  {pr  —  g)Q  —  Ph  =  0 

sein,  d.  h.  {x  —  g)Q —  Ph  moss  für  alle  Werthe  von  x  gleich 
Null  sdn.    Daraus  erkennt  man  nach  Gleichung  (5.),  dass  auch 

(8.)  {^-9  +  hi)  (P—  Qi)  =/(^) 

wird.  Die  complexen  Wnrzehi  einer  Gleichung  nf*^  Grades  mit 
reellen  Goeffidenten  treten  also  paarweise  auf,  so  dass  jeder 
complexen  Wurzel  die  coiyugirte  GrOsse  als  eine  zweite  Wurzel 
der  Gleichung  zugeordnet  ist. 

Dies  gilt  auch  noch,  wenn  x^=g  +  hi  eine  mehr&che 
Wurzel  der  Gleichung  ist;  denn  man  kann  in  derselben  Weise 
wie  oben  zeigen,  dBsaf{z)  durch  {x  —  ff  +  hif  theilbar  sein  muss, 
wenn/(a:)  durdi  {x  —  g  —  hif  theilbar  ist. 

i^d  die  Goeffidenten  der  Gleichung  n^*^  Grades  sämmtlich 
reell,  und  ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  muss  mindestens  eine 
Wurzel  der  Gleichung  reell  sein. 


Btegemann-KiepOTt,  DilTerential-Kechxiimjr.  3g 


Tabelle 

4cr  iri(Uigiib>  FwmIi  m>  kt  Mfer«itial-K««kMw. 


1.)    lim  ^^  =  1.  [§  4,  ÖL  (5.)] 

2.)    lim(X±  r)  =  limX±limr.  [§  5,  Gl.  (i,) 

8.)    lim(X .  y)  =  limX .  lim  F.  [§  5,  Gl.  (2.)] 

4.)    limf  ^j=  g^Y'  wemi  lim  X^O  ist.  [§  5,  Gl.  (3.)] 

5.)    Eine  E\mction 

heisst  fKr  einen  Werth  von  x  stetig,  wenn  die  Differaoz 

J=f{x  +  €)—f(x  —  S) 

mit  den  positiven  Grössen  6  und  e   zugleich  anendlich  klem 
wird.  [§  8] 

..)  Q_ .(n-i)(»-2)^...(.-^+i).         „ ^ ^ „, 

Die  Formel  Nr.  8  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung, 
n  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 
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9.)    (l  +  »)-=l+(^)x+Q)x>  +  ... 

+(»-0'-'+c-.y-'+c)'- 

='+(:)'+o+- 

[§  9,  Gl.  (4.)  und  Gl.  (6.)] 
10.)     (a+»)"=ö"+(7)a-'»*+(2V~**^+--- 


+ 


(2)  ""^  *^'  ^  (7)«*""'  +  *". 


[§  9,  GL  (7.)  und  §  29,  Gl.  (5.)] 

Bei  den  Formeln  Nr.  9  und  10  wird  vorausgesetzt,  dass  m 
eine  potitive  ganze  Zahl  ist. 

11.)    S^A  +  Ap'\'Ap^  +  ...  +  Ap^^^'^^^^^'[%\0,Q\.{%,)] 

l—p 

IIa)    Ist  />  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Brach,  und  wird 
n  unendlich  gross,  so  ist 

S=zA'\-Ap  +  Ap'^  +  Ap^  +  ...^  iTT^'    [§  1^»  ^^  (^Ol 

12.)     arj*^^  +  a:r,"-^  +  ar^a:!*- =^  +  . .  .  +  ar^-^arj  +  af"-^  =  fllzzf!!. 

[§  10,  GL  (3.)  und  (4.)] 

18.)    e  =  limCl  +  -Y=  VtmSx  +  lim-S-»', 


wo 


limÄ  =  l  +  ^  +  ^  +  ^  +  ...+  ;^> 


«■tao 


lim 'S-»'  <^^-  [§  n,  GL  (2.),  (5.),  (6.)  und  (10.)] 


nssoo 


14.)    ,=  l  +  i^  +  i^  +  ^  +  ... 

=  2,718281828459 [§11,  Gl.  (12.)  und  (13.)) 

38* 
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15.)    Die    Ableitung  (der  Differential -Quotient)  einer  stetigen 
Function  y  =/(^)  ist 
dy  ^  df{x)  _  ^f{x  +  Jx)  -f{x)  ^  ^f{x,)  -fix) 

dx  dx  i^xsO  ^^  r^ss      a?! — X 

==  lim  7— ^-  [§  12,  GL  (5.).  (5a.),  (5b.)  und  (6.:] 

X^xm%  X^    —  X 

16.)    Ist  a  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  einer  Curve  mit 
der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet,  so  wird 

wobei  y  =/(a:)  die  Gleichung  der  Curve  und  o;,  y  die  Coordi- 
naten  des  Berührungspunktes  sind.  [§  la,  61.  (3.)] 

17.)    -^^'  =  J-  [§  14.  GL  (la.)] 

1^-)    ^^  =  ^i-  [§  14,  GL  (2a.)] 

.^N    diu  +  v)       du   .   dv 

19-)    -V--^  +  ^-  [§14,Gl«3.)] 

20.)    -^  =  ^-^-  [§H,GL(4.;l 

21  )    ^(^"*)  =  ,;ta:m-i  [§  15,  GL  (6.)  und  GL  (9.);  §  17,  GL  (8.); 

'^       dx  '  §  21,  GL  (17.),  (22  a)  und  (26.)] 

.^r.N    df\ogx)       log«.     d(\x)       1 

22-)    -^^=-7-'     -V  =  ^-  [§18,  GL  (9.)  OBd  (9..)] 

la: 
23.)    loga:  =  j^  =  la; .  log«.  [§  18,  GL  (la)  und  (14.)] 

^, .    rf(sina?) 

24.)       ^^   ^  =  COSa;.  (§  19,  GL  (8.)1 

25.)       ^  ,      ^  =  —  sm^T.  [§  19,  GL  (15.)] 

26.)    Äl)  =  _i_  =  i+t«:»..  1§20,GLW] 

27.)    ^^^  =  -ip;=-(l  +  CtgH  [§  20,  GL  (12.)] 
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.     rf(t«?)  du    ,       dv 

29.)  rf(t<j  tf>  .  - .  t<^)  _ 

dx 

du*  du^  dum 

,,     ,  .  [§  21,  Ol.  (16.)J 

^^^  "k^ ^ ^'^~^'  f§  ^^'  ^^  f^^-^'  <^)  ^^  (2^)J 

3  ^^^+  ^'   ^  rr== .  [§  21,  OL  (27.)] 

31.)      -L±^ — ^  =    ^  .  [§  21,  OL  (27a.)l 

dx  y  ar«  —  a« 

32.)      »r»        ^    ^    ^_^.  [§  21,  OL  (28.)] 

33.)        \P/^    dx  dx  [§  21,  OL  (34  a.)] 

dx  v^ 

34.)      rfy  =  df{x)  =/'  (:r)  rfo:.  [§  22,  OL  (7.)] 

35.)      M 

y  =/  («)     ^d     w  =  y  (a:), 

SO  wird 

(/f<  ==  g>'(x)dx,     dy  =/*  («)<fo  ^=f*(u)q)*(x)dx, 

oder 

^  =/' Wy'C^)  =  %i-     t§ 22, GL  (6.), (6.0 und («.)] 
86.)      Aus  a:  =  y  (y)  folgt  ^  =  -ji-r-  [§  24,  GL  (4.)] 

37.)      «^(«rC8iP^)_         1  f§  24,  GL  (8a.)] 

88.)      '^(M^COS^)-  1  [§  24,  GL  (12a.)] 

39.)      i%t£^=       1  [§  24,  GL  (16a.)] 
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<f(arc«rtg^)^_      1  [§  24.  GL  (20a.)] 

^  dx  1  +  ^^ 

dj^m^x)^!^  li  24,  GL  (24a.)] 

42.)       ^^^f^-)  ^ 1        .  [§24,GL(28a.)] 

43.)      ^^  =  a«la,      ^  =  ««.  [§  24,  GL  (32a.)  und  (33.)] 

44.)     /4)  =  ^    A)=^...^<.)  =  ä^). 

[§  26,  GL  (2.)  and  (3.)] 
44a.)  /-(:r)  =  lim-^^^  +  ^^^)-yS'^  +  -^^>+-^(^>.  (§26.  GL(7.)] 
45.)      <Py  =  d(cfy)  =f"{x)dx\ 


dry  =  d{d^-^y)  =/")(a;)<fe".  [§  26,  GL  Ul-)  bis  (14.)] 

46.)      2  =/•'(«).  [§  26,  GL  (!*«•) 

47.)      i::%±£i=J^±Jl.  [|  27,  AnAsabe  U.] 

48.)      ^^  =  9'(^)V-'(^)  +(i)y'(^)^<"->(*) 

wenn  «  =  y  («),     0  =  t^  («)  ist.  [§  27,  Angabe  12.) 

49.)    /(^+A)=/(:r)+-^>Ä+Ä)A»+...+-^^-+Ä, 
wobei 

Die  Grössen  ®i,  ®2>  ®3  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  31,  GL  (31.)  und  (32.),  §  36,  Gl  (3  a.)  und  (15.)] 
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50.)      /(*)=/(«)+-^(x-a)+-^(z-«)»+... 

(«  +  !)!  ^        ^ 

=  ^  {/<•>  [a+©,(aJ-«);  -/<»'(a)}  (x  -a)- 

Die  Grössen  9i,  O^,  ^3  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  31,  GL  (33.)  und  (34,);  §  86,  GL  (5.)  und  (17.  j] 

5..)  /w=/(„)+Ä),+Ä).=+...+/J^)^+  «, 

wobei 


Die  Grössen  G^,  @2>  ®3  U^en  zwiadien  0  tind  1. 

32,  GL  (1.)  und  (2.) ;  §  36,  GL  (7.)  und  (19.)] 


52.)     r^=l  +  £,  +  |^+|^+|j+....  (§33,GL(6.)] 

53.;      a   -1+    ^,    +—^^  +  —^^+—-^  +  .... 

[§  33,  GL  (9.)] 
54.)     sm:r=^-|  +  |j-^  +  -....  [§  34,  GL  (5.)] 

55.)      c08.c=l—^  +  ^  —  f! +  —....  [§  34,  Gl.  (10.)] 

In  den  Formeln  52  bis  55  darf  x  jeden  beliebigen  endlichen 
Werth  haben. 

56.)    (l  +  -)"  =  H-(7)-  +  (^y+(^y+... 

für  —  1  <  .r  <  +  1.  [§37,  GL  (19.)  und  (20.)] 
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57. 


58/ 


59.1 


60.^ 


61.1 


62. 


63.^ 


64. 


65.1 


66.^ 


67. 


68.^ 


fiir  |i|  <|a|.  [§  37,  GL  (31.)] 

für  |i|>|a|.  (§37,01.(32.;] 

<«•  4*2         M»S         /yA 

für  — 1  <a;^  +  1.  [§38,  OL  (8.)) 

|§  38,  GL  (8«.il 


1       2^8       4^       ••• 


If* 


H»-t-  V)      »»  -^  _       2a»  ^  8a»      4a«  ^       ' ' " 


a 


fBr|y|<|a|. 


l§  38,  GL  (9.)1 


l(„+l)  =  l«  +  l_^+_l.__l.  +  _.... 


l(y  +  ,)  =  ly+2 


[ 


[§  88,  GL  (9a.)J 


+ 


— 1-- 


2tf+z  '  8(2y+2)»  ■  5(2y+«)* 

z 


+ 


...] 


«' -•  < -JJT^  <  + '• 


[§  88,  GL  (12.)] 


l(y+l)  =  ly+2[^ 


+ 


+ 


+ 


...} 


8(2y+l)»  '  5(2y  +  l)» 

[§  88,  GL  (12a.  ] 


X       x^ 


[§  42,  GL  (4.)) 


fBr  — l<a:<+l, 

4  8^5       7^9       11^      ••■• 

[§  43,  GL  (1.)  und  §  47,  Beispiel  2  auf  Seite  209.] 

T  ^(2  "*"  s)"? (p  +  3»)"'"  5  (2»  ■''  8»/"~  "•"•••• 

[§  48,  OL  (11)1 

1 


4~H5       8. 5»  "''5. 5*     ■'■•7     (23 


+ 


-...). 


239    3.289* 

(§  43,  OL  (Ä)i 


Tabelle  der  wiohtigstea  Formeln.  601 

69.)  arc sina:  =  -rH >- .   . 

fttr  —  1< j:<  +  1.  l§  44,  Gl  (3.)| 

70.)  Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  convergirt^  wenn 
Ton  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingungen 
erftUt  ist: 

I.  ?!LHs*<l, 

n.  vs;;s*<i, 


m.,(i-!^)a,>.. 


[§  46,  Satz  3,  5  und  10.  | 


71.)  Eine  Reihe  mit  lanter  positiven  Gliedern  dwergirt^  wenn 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingungen 
erfUlt  ist: 

I  !f!^>.i 

H 


n.  yun  ^  1, 


m.  n(i-^)si. 


[§  46,  Satz  4,  6  und  11. 


72.)    Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  con- 
veotgirt,  wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt. 

47,  vergl.  auch  Formel  Nr.  74.) 


78.)  Eine  altemirende  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute 
Betrag  der  einzelnen  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  un- 
endlich klein  wird.  [§  47.] 

74.)  Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  convergirt.  [§  48  und  135.] 

75.)    Sind 

17=  w^  -f  t*i  +  tAj  +  . . .    und     F  =  to  +  t?i  +  t?2 . . . 
zwei  unbedingt  convei^nte  Reihen,  und  ist 
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SO  ist  auch  die  Reihe 

too  +  ^v^  +  W2  +  ... 

unbedingt  convergent,  und  ihre  Sunune  W  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Reihen.    [§  49  o.  135.] 

76.)  Eine  Potenzreihe  convergirt  unbedingt  für  alle  Werthe  von 
X,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive  Grösse  7^, 
wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

ist,  wobei  ff  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet.       [§  50.] 

77.)  Wenn  die  Grössen  o^,  a^,  o^,  03, . . .  positiv  sind  und  eine 
bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die 
Reihe 

{^0  +  «1  COS:r  +  Oj  C0S(2ar)  +  a^  C0S(3a:)  +  . . . 

convergent  für  alle  Werthe  von  x,  welche  von  0,  ±  27r,  ±4;r, . . . 
verschieden  sind;  und  die  Reihe 

|öo — «1  COSa;  +  Oj  C0S(2a;)  —  a^  COS (3«)  H ... 

ist  convergent  für  alle  Werthe  von  x,  welche  von  ±  n,  ±  3?r, 
±  OTT . . .  verschieden  sind.  pi.) 

78.)  Wenn  die  Grössen  Jj,  ^2»  *3>  •  •  •  positiv  sind  und  eme  bis 
in's  unendliche  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  sind  die 
Reihen 

Ji  sina:  +  02  sin(2.r)  +  ij  sin(3a-)  +  ^4  sin(4r)  +. . . 
und 

*!  SÜl:r  —  Ä2  sin (2a:)  +  J3  sin  (3^:)  —  b^  sin(4a:)  H ... 

für  alle  Werthe  von  x  convergent.  [§  51.; 

79.)  Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  für  welche  y(a:)  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  bestimme  man  die  Werthe  von 
.r,  für  welche  /'(x)  gleich  Null  wird.  Ein  solcher  Werth  sei  r, 
und  ß'^Xx)  sei  die  erste  spätere  Ableitung,   welche  für  diesen 
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Werth  von  x  nickt  verschwindet;  dann  ist/(:r)  ein  Maximum^ 
wenn  n  gerade  vsAf^^\x)  negaUt)  ist;  f{x)  ist  ein  Mimmum^ 
wenn  n  gerade  nnd  f^^\x)  positiv  ist.  Dagegen  tritt  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  wenn  n  ungerade  ist     [§  51] 

80.)     Ist 

•^^  ^    Q{xy 

so  wird  für  alle  Werthe  von  x^  fBr  welche  P{x)  verschwindet, 

/  (^)=   Q^-  I§  56,  Gl.  (3.)] 

wenn 

y(a)  =  0,     y'(«)  =  0, . . .  y^*— ^)(a)  =  0, 

X«)  =  0,    /'(a)  =  0, . .  .ß-%a)  =  0;  [§  58,  GL  (12.)] 

oder  wenn 

y(a)  =  00,     ^*{a)  =  OD, . . ;  y^'»"-^^(a)  =  od, 

/(a)  =  00,    /'(a)  =  00, . .  ./(»-^»(a)  =  oo.  [§  60,  GL  (12.)] 

82.)     Ist 

z  =  F(u,  t?), 

so  wird 

dz       ,.      JFYw  +  -^w,  v)  —  F(u,  v)       „  . 

P  F(u^v  +  J.)  -  Fju,  c)  ^ 

OV      ^=0  ^f^  ^\  f    J 

[§  69,  GL  (5.)  und  (6.)] 
83.)     Ist 

z  =  JF(tt,  t?), 

nnd  sind  u  und  t?  beide  Functionen  von  Xj  so  wii*d 


dz dz  du      dz  dv. 

dx     du  dx      dv  dx 


oder 


dz—^  du+  —  dv.    [§  69,  GL  (16.)  u.  (16  a.)] 
Öw  dv 

84.)  d]Ofv)^ldu      l^  [§  69,  GL  (24.)] 

a.r  u  dx       V  dx 
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^\v)      1  du      1 


85.)  \t?/_  1  du      1  dv 

dx         u  dx      V  dx 


[§  69,  GL  C^.;] 


86.)  ^^r>u-^^^^  u^Au.^        [§  69,  GL  (2S.)] 

^  dx  dx  dx 

87.)    Ist  z  =  F(x,  y)  und  y  =/(-c),  so  wird 

dz  _  Ö£       Ö£  dy 
dx'^  dx       dydx^ 
oder 

*^  ^  ^ ^^+3^^^'  f§  "^^^  ^^'  ^^•'' 

88.)    Ist  JF(a:,  y)  =  0,  so  wird 

90-)  '•  =  S  =  ||  +  |''-  [§ '2,  GL  (3».)1 

91.)   Ist  l^a:,  y)  =  0 ,  SO  wird  y  ein  Maximnm  oder  Minimum, 
wenn 

F,(x,y)  =  0 

ist,  und  wenn  F^  mit  j;,  gleiches,   bezw.  entgegengesetztes 
Zeichen  hat.  [§  '^**1 

92.)  Ist  a;  =  <p(t),  y  =  V(0>  SO  wird 

'^ ""  <&  —  y' (0     ^ 

dt 

[§  76,  GL  (11.),  (12.)  und  (Wa.,) 
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(Px 

dy  \dy) 

dxdPx_     /<ArY 
<Py            dy  dy^          \dy^) 
'•=^  = /dx\i 18  78,  GL  (4.)  nnd  (7.)] 

W 

.    ^ 1^      d^x q       d^z pr  —  Sq^ 

'^    dy^p^     dy^  ~^       /?*'     rfy'  "~  p'^ 

[§  78,  Gl.  (5.)  und  (8.)] 

95.)  Gleichmig  der  Tangente: 

/  —  y  =  j|  (^'  —  ^)-  [8  «0,  Gl.  (5.)] 

96.)    Gleichnng  der  Nonnale: 

y'  —  y^  —  —  {x'  —  x).  [§  80,  Gl.  (6.)] 

97.)    Subnormale  (Sn)  =  y  ^  •  l§  80,  GL  (9.)] 

98.)   Subtangente  (St)  =  y ^  •  [§  80,  Gl.  (lO.)] 

99.)     Ä2  —  ^2  +  rfy2^ 

{±\^^l+{±\\    {±y^i+{^\\        [§80,  GL  (13.) 
\dxj        "^^KdxJ*    \dy)        ^^W  und  (18a.)] 

ds 

100.)   Normale  (N)^y'^'  [§  80,  GL  (14.)] 

ds 

101.)   Tangente  ( T)  =  y  ^ .  [§  80,  GL  (14.)] 

102.)   Die  Asymptoten  y'  =  mx'  +  /ü  einer  Curve 

JF(a:,y)=  D;(a:,y)+  Di-,  (rr,  y)  + . . .  +  C?;  (:r,  y)  +  U,  =  0 

findet  man,  indem  man  die  n  Werthe  von  m  ans  der  Gleichung 

Km  Un(x,  y)  ^  ijm  «y^  +  fli^"^  +  <h^V"^  +  . . .  +  Ong^^ 


=  aw*»  +  ajfn*-^  +  öjm'*--^  -f . . .  +  a»  =  0 
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ausrechnet  und  darauf  aus  der  Gleichung 

die  zugehörigen  Werthe  von  /*  bestimmt. 

Sind  a  Werthe  von  m  einander  gleich,  so  findet  man  die 
a  zugehörigen  Werthe  von  f*  aus  der  Oleichung 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  durch  Vertauacfaung  von  r 
mit  y  auch'  die)  Asymptoten,  wenn  die  Gleichung  dersdben 
die][Fonn  x'  ==ly*  +  X  hat.  (§  82] 

103.)   Eine  Curve  y  =  f{x)  ist  nach  oben  concav  oder  convex, 

jenachdem  ^=/"(^)  grösser  oder  kleiner  als  Null  ist. 

[§  84,  GL  (8.)  und  GL  (H).)] 

104.)  Ein  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn  fOr  den  zugehörigen 
Werth  von  z 

wird  und  ausserdem  das  Zeichen  wechselt.  (§  >».] 

105.)  Zwei  Curven  y  =/(«)  und  y  =  ff(x)  hab^  im  Ponkte  P 
eine  Berührung  (oder  Oscdation)  von  der  n**^  Ordnung,  wenn 
fßr  den  zugehörigen  Werth  von  x 

[§8«.l 

106.)  Der  Mittelpunkt  des  Erfimmungskreises  hat  die  Coordinat«n 


I 


=  ,_(1±£!)£=,_ 


m^ 


9  9 

W 


«?  =  y+  — r^  =  y  + 


oder 
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^j)   di  dtl^dy 

§  =  ^ 3 55 5 35-   =  ^ 


dz  dhf        dy  cPx  dxdhf  —  dycPx 

di'^~  di  W 

dsVdx 

ds^dx 


\dt)  dt 


^"y"^^rfV_^^~^       dxdiy  —  Wdh: 
dt  dfl         dt   dfl 

[8  87,  GL  (21.)  und  (25.);  §  88.] 

107.)    Der  Halbmesser  des  Erttnmnmgskreises  ist 

oder 

cfoV 

ds^ 


\dt) 


^=  ±  :7r-75r .7..  ^^  ==  ± 


dx  dhf  dy  ^  dxdhf  —  dydh^ 

di'^        Ä  "^ 

[§  87,  GL  (21.)  und  (25.);  §  88.] 

108.)    ds^  =  dr^  +  r^dg>\  [§  92,  GL  (6.)] 

109.)    Nennt  man  den  Winkel,  den  eine  Tangente  mit  dem  za- 
gehörigen Radius  vector  bildet,  f»,  so  ist 

tg/*  =  ^-  [§  92,  GL  (7a.)] 

dr 
110.)    Polar-Subnormale  (Sn)  =  ^-  [§92,  GL  (lo.)] 

111.)    Polar-Subtangente  (St)  =  rtgji*  =  ^^-        [§  92,  GL  (11.)] 

ds 
112.)    Polar-Normale  (N)  =  ^.  [§  92,  GL  (12.)J 

fds 
113.)    Polar-Tangente  (T)=:  N .tgfjt=^  -^'  [§  92,  GL  (13.)] 

114.)   Der  Mittelpunkt  des  Erömmungskreises  hat  die  Goordi- 
naten 
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_  rfg^(rcosy  rfy  +  dr .  siny) 

g  -  ^'^y  —  (^2rfy2  +  2dr^  —  r<Pr)dy' 

.    fli«2( —  r  sinepcfcp  4-  dr  .  coso?) 

und  der  Halbmesser  des  Erttmmmigskreises  ist 

da^ 


(r'^dtp^  +  2*2  —  rdV)  dy 


[§  94,  Gl.  (8.)  und  (9.  •] 


115.) 


J  = 


Osi  (hl  •  •  •  ^n 
Onl  ^«2  •  •  •  ^nn 


=  -(—  l)^a,a«f2/l«3y  .  .  .  Öni^ 


WO 


/a  /^  y  . . .  v\ 
Vi  2  3  ...  »/ 


die  Transpositionszahl  zwischen  den  Permutationsfbrmen 
aßr.>'^  und  1  2 3 ... w  ist,  und  wo  sich  die  Summation  über 
alle«!  Permutationsformen  aßy-'V  der  Zahlen  123...» 
erstreckt.  [§  97,  GL  (i.)] 


116.) 


^/a  ^JP  ^jy  "'  ^Jv 
^9a  ^9ß  «yy  •  •  •  ^gy 
^ha  ^hß  ^hy  "'  ^hy 


^la  ^iß  ^ly  '  ' '  ^ly 


= (-  ly 


Öll  Ö12  Ö13  .  .  •  öl« 
Osi  023  Ö23  .  .  •  (hn 
^81   %2  Ö33  .  .  .  dzn 

önl  0,12  0*3  •  •  •  <^Hn 


WO 


\a  /öf  y  . . .  v  / 


f§  99,  Satz  4. 


117.)   Entsteht  Jx  aus  ^  durch  Vertauschung  zweier  paralleleu 
Seihen,  so  ist 

J^  =  —  //.  L§  99,  Satz  jj 

118.)    Sind  die  Elemente  zweier  parallelen  Reihen  der  Deter- 
minante identisch,  so  ist 

^  =  0.  [§  99,  Satz  (J. 
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119.) 


Oll  osi . . .  am 
ainOtM . . .  Onm 


Osi  On  •  •  •  a%n 

Ö»!  ans .  .  •  Chm 


[§  99,  Satz  7.] 


120.)   Ist  Ofr  der  Coefflcient  von  ajr  in  ^,  so  ist 


«/r=(-l) 


/+r 


0/4-1,  1  .  .  .  a/^-i^r-l  ö/+t,  r+i  .  .  .  %4-l.M 


am 


-:  (_  lyiH-l)  (/+r) 


•  •  •     O»,  r— 1      Ojh  r+l      •  •  .     (hm 

«/+!,  r+l  «/+!.  r+«  .  .  .  «/+!,  r-l 
^/+«,  r+l  flfr+8,  r+«  .  .  .  «/+!,  r-l 


121.) 
122.) 
123.) 

124.) 
125.) 


^/-l,  r+l  0/-1,  r+J  .  •  .  a/-l,  r-l 

[§  100,  GL  (9.)  und  (10.)] 

J  =  airttir  +  OsrOir  +  .  .  •  +  ^„^0^.  [§  100,  GL  (12.)] 

2/  =  o/i  a/i  +  a/ja/B  +  . . .  +  Oß^U/n.  [§  100,  GL  (18.)] 

«uöir  +  öif  «sr  + . . .  +  On«««.  =  0  für  r  5  *. 

[§  100,  GL  (14a.)] 

öfia/i  +  a^o/a  +  • . .  +  ap»«/»  =  0  für  / ^  y. 

[§  100,  GL  (loa.)] 

Sind  die  Gleichungen 

Oll  ^1  +  aiaar2  +  . . .  +  <*ii»  ^^n  ==  Ci, 


OnliPl  +  ö»a  ^2  +  •  •  •  +  Onn^n  =  C» 

gegeben,  so  wird  nnter  der  Voraussetzung,  dass  die  Determi- 
nante J  der  Coefficienten  von  Null  verschieden  ist, 


oder 


J.  Xr  =  Citti;  +  Cäa2r  +  .  .  .  +  Cn«, 


»n 


öll  012  •  .  •  ^in 
O«!  Oss  .  .  .  Osh 

OwiOiis..  .a^ 


••Pf»  ^^ 


ö^u  .  .  .  «i.r-l  ^1  öl,  r+l .  •  .  öiH 
Osi  .  .  •  02,  r-l  Ca  «9,  r+l  •  .  •  Ö2n 


«Hl  .  •  •  «••»r-l  öl»  ^,r+l .  .  .  dnn 

[§  101,  GL  (7.)  und  (7  a.)] 
Sttgemaim-Kieperti  DüfargntJaloBnohTniTig. 
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126.) 


127.) 


128.) 


129.) 


130.) 


Oll  ais  ais  • . .  (hn 
0  On^hs  • '  »^hn 

0    (in%(ha  •  •  •  <hm 


Oss  aas  •  •  •  <i8» 

^S^^iis  .  .  .  Omn 


[§  102,  Sat2  L] 


an  ai2  .  • .  «lü 
öji  022  •  •  •  (hn 


Oll  ai2  «18  .  .  .  (hn 
0  CI22  ^  •  •  •  ^» 
0     0    088  ••  •  <hii 

0   0   0   ...flw 

Oll  •  .  •  fTlOir  .  .  .  Om 
021  .  .  .  fnCtfr  •  •  .  ^n 

Olli .  •  •  ma^ . . .  Otm 


1  Sl    J«    .  .  .  Sn 

0  Oll  ai2 . . .  Ol» 

0  O21  O22  •  •  .  ^211 
OOni  On2.  .  •Oim 


[§102,  Satz  2.)] 


=  O11O22O88  .  • .  Om»    [§  102,  Satz3.] 


=  m 


Oll  •  •  •  <*ir  •  •  •  öl» 

O21  •  .  .  02r  •  •  •  Osn 


<*nl  •  •  •  <W  •  •  •  ö^wi 

[§  102,  Satz  i] 


fJic^i  O12  • . .  OiM 

I7IO22  O22  .  •  .  02h 

wa»2öi»2 .  •  .0»» 


=  0. 


[§  102,  Säte  5.] 


181.) 


-^1  +  -Bif  Ci,  2>i, . . . 
A2  +  £2»  ^2>  -^a»  •  •  • 

^__ 

^1  Ol  x/j  •  .  • 
^2  ^2  "^2  *  *  * 

+ 

An+Bn,    Cn,Dn,... 

An  Gn^n  •  •  • 

BnCnDn... 

182.) 


Oll  O12  ...  Om 
O21  O22  . . .  02» 

Oni  0„2  .  .  .  Onn 


[§  102,  Satz  6.] 
Oll  +  fiMiin   ^1«  •  •  •  ^» 

O21  +  nUhr^    «^tt  • .  •  02» 


ö»l  +  »»0«r,  ö»2  .  •  •  <hm 

[§  102,  Sati  7.] 
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133.) 


«11  «11  .  .  .  «in 

•      •      •       •      • 

• 

4ll6l2.  . .  bin 
^21  *»  .  .  .  bin 

^11  <?12  .  .  .  Cin 

^21  Cm  . . .  Cj,» 

OniOMS.  .  .ünn 

bniKi  •  .  .  ifin 

1 

CnlC»«.  .  .Cnn 

WO 

odei* 
oder 

oder 


^fr  =  ö/i  in  +  ö/j  Art  +  . . .  +  «AI  ii 


r«j 


C/r  =  a/i  bir  +  üjibtr  +  .  .  .  +  <lfnbnr^ 
Cfr  =  Oxfbri  +  a^irt  +  •  •  .  +  ^bmj 


Cfr  =  «i/Jir  +  €t%fb^  +  •  .  .  +  anjhnr. 

[§  103,  Gl.  (7.)  und  (12.)  bis  (15.)] 
134.)    Ist 

«  =/(^,  y) 

eine  Fanction  von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y,  so  wird 

öz  d'* 

135.)    Das  partielle  Differential  einer  Function 

in  Bezug  auf  ««  ist  gleich  der  partiellen  Ableitung  von  z  nach 
Ua^  multipliciil;  mit  dua^  also 


J3  Ö^     ^ 

Ou  zz=i  -^ —  aUfg. 


[§  108,  GL  (13.)] 


136.)    Das  voUständige  (oder  ^o^o/^)  Differential  von 
ist 

rf«  =  T^ —  rfw*  +  -n —  C?ef)+  .  .  .  +  3 —  rf«n, 

und  zwar  gleichviel,  ob  t^^,  «^, . . .  «n   von  einander  unabhängig 
sind,  oder  ob  u^jU2^..,Un  selbst  wieder  Functionen  von  einer 

39* 
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oder  von  mehreren  Yeränderliclieii  sind.  Wenn  z.  B.  t<|,  u,, . . .  Ui» 
sSmmtlich  Functionen  einer  Veränderlichen  t  sind,  so  kann  man 
auch  schreiben 

dz  ^dz  du^      dz  du^  dz^  du^ 

dt'"5ü^'W^'du^'df'^'"'^di^  dt' 

[§  108,  GL  (14.),  (17.)  und  (23.)| 

\       =     2      »    oder    -^-^  =  5—=- ' 
oy  dx  dxdy      dyax 

oder 

/iiC^jy)  =/2i(^,y).  [§  109,  GL  (14.)  u.  ae.)] 

138.)    Ist 

und  sind  die  Veränderlichen  t^,  tij, . . .  f<»  von  einander  «noi- 
hängtg^  SO  ist 

Diese  Formel  bleibt  noch  richtig,  wenn  Wj ,  Wj, . . .  «n  /«»«w« 
Functionen  einer  Veränderlichen  ^  sind,  wenn  also 

dann  kann  man  auch  schreiben 

d^z  _/  dz  du^        dz  du^  o-  ^^  5t<nV**> 

[§  111,  GL  (20.)  und  (SS.)] 

139.)    Gfelten  die  Gleichungen 

F{x,  y, ;?)  =  0     und     O  (ar,  y,  ;r)  =  0 

gemeinschaftlich,  so  wird 

dx:dy:dz  =  F^O^  —  F^G^  :  -FjG?!  —  jF,»,  :  F^G^  —  F^Gy 

[§  112,  GL  (9.)] 

140.)  ds^^dx^  +  dy^  +  dz\  [§  113,  GL  (8.)] 

N  dx  dy  dz 

141.)  COS«  =27'        COS/?=:^J        COßr  =  ^> 
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WO  a,  ßj  r  die  Winkel  sind,  welche  das  Bogenelement  ds  mit  den 
positiyeii  Richtnngen  der  Coordiiiateii-Axen  bildet. 

[§  113,  Gl.  (4,)] 

142.)    Sind 

F{x,  y, «)  =  0    nnd    G(x,  y, «)  =  0 

die  Gleichungen  einer  Ranmcmre,  so  hat  die   Tangente  im 
Cnrvenpnnkte  F  mit  den  Coordinaten  z,  y,  z  die  Gleichungen 

z* — z y^ — y z'  —  z 

dz  dy  dz 

oder 

z'  —  z       y'  —  y        z*  —  z 

F^G^—F^G^"  F^G,—F,G^  ""  F,G^—F^G, ' 

[[§  113,  GL  (13.)  und  (13a,)] 

143.)    Gleichung  der  Normalebene 

(z'  —  z)dz  +  {y*  —  y)dy  +  {z*  -  z)dz  =  0, 
oder 

{F^G,-F^G^){a^-x)  +  {F^G,-F,G^)[y*-y) 
+  {F,G^—F^G,){z'—z)  =  0. 

[§  113,  GL  (16.)  und  (16  a.)] 

144.)    Die  Gerade 

z'  —  a:  =  m(z*  —  z\     y'  —  y  =  n{zf  —  z) 

ist  eine  Tangente  der  Fläche 

F{z,y,z)  =  (i,    oder    z^f{z,y), 
wenn 

F^m  +  F^n  +  J^,  =  0,     oder    «»|^  +  »^  —  1  =  0. 

[§  115,  GL  (10.)  und  (14.)] 

145.)    Die  Tangentialebene  der  Fläche 

F{z^  y,  z)  =  0,    oder    z  =f{z^  y) 

hat  die  Gleichung 

F^{7f-z)  +  F^{x,*-y)  +  F^{z^—z)  =  0, 
oder 

^       ^-^i^        ^)-^Ty^        y^^-  (18a.)  und  (25.)] 
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146.)    Die  Enveloppe  der  Curvenschaar 

erhält  man  durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

i^(:r,y,u)=0     und    ^^I|p)  =  o.  [§in.] 

147.)  Hat  die  Curve  F(x,  y)  =  0  im  Punkte  D  mit  den  Coor- 
dinaten  x,  y  einen  Doppelpunkt^  so  mässen  die  drei  Gleichungen 

i^(^,y)  =  0,     F,{x,y)^0,    .F,{x,y)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt  werden.    Die  beiden  zugehörigen  Werthe 

von  ^  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 

i^u+2J;.J+i^.,(J)=0,    oder   (^  +  ^^)=0, 

oder 

rfy  _  —  -Fl»  ±  V-Ft»*  —  Ftt  Fg . 

dx  F22 

und  darauf  die  zugehörigen  Werthe  von  -5^  aus  der  Gleichung 

ax^ 

(dF      dFdy\^)       ,fd^F    .d^±\^_a 
\dx  "^  dy  dx)    ■•■     \dxdy  "^  dy^  dx)  dx^  ~ 

[§  119,  GL  (7.),  (8.)  und  (8  a.);  §  120,  Gl.  (Ua)] 

148.)  Hat  die  Curve  F(x,  y)  =  0  im  Punkte  D  mit  den  Coordina- 
ten  x,  y  einen  dreifachen  Funkt,  so  mässen  die  sechs  Gleichungen 

F=Q,     j;  =  0,     Ft  =  Q,     iJ'„  =  0,     F„  =  0,     i=k  =  0 

gleichzeitig  befriedigt  werden.    Die  drei  zugehörigen  Werthe 

von  -j-  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 

/dF  .  dFdy\^^     „ 

149.)  Hat  die  Curve  F(x,  y)  =  0  im  Punkt  D  mit  den  Coor- 
dinaten  x,  y  eine  Spitze  (einen  Rückkehrpunkt)  ^  so  mässen  die 
vier  Gleichungen 

F(x,  y)  =0,  F,{x,  y)  =  0,  F^  {x,  y)  =  0,  und  F.^^—F^F^  =r  0 

gleichzeitig  befriedigt  werden.  [§  122,  GL  (2.)] 
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160.)  f{x+h,  y+A)  =/(*,  y)+(|Ä+ 1*)+|-,(|  *+  |t)'' 


+ 


•••+i.(l»+|*F^ 


wo 


(«+1)1V 


[§  123,  GL  (8a.)  und  (9a.)] 


151.)  z  =/(a:i,  ^Tj, . . .  a:n) 

heisst  eine  homogene  RmctUm  rnf^  Qrades^  wenn 

dann  Wird 

dz    .       dz    .  dz 


^1  ^  +  ^2  g^  +  .  .  .  +  a;.  g^  =  »1^, 


Öar-i 


dxfj 


[§  124,  Gl.  (2.),  (10.)  und  (14.)] 

152.)    z=f{x^y)  wird  ein  Minimum^  wenn 

/i(^,y)  =  0,   /Q(rc,y)  =  0,   /ii>0,   /11/22— /i.2>0; 

2  =f{xy  y)  wird  ein  Jfaanmum,  wenn 

/i  (^, y)  =  0,  /2 {x,  y)  =  0,  /ii<  0,  f,,fn  —M > 0; 

iF  =/(a;,  y)  wird  dagegen  tc^^cf^  ein  Maximmn  noch  ein  Minimiim^ 

wenn  zwar 

/i(^,y)  =  0,    /2(:r,y)=:0,    aber   /u/22 -/i»^  <  0. 

[§  125,  GL  (31.)  bis  (33.)] 


153.)    u=f{x^y^z)  wird  ein  Minimum^  wenn 

/i(^>yj«)  =  öi  /2(^»y»^)  =  0r  fzix,y,z)  = 

und  wenn 

/11/12/18 


0, 


A=/ii>o,  i>2  = 


/11/12 


>0,    1>3  = 


u-s^fix^y^z)  wird  ein  Maximum^  wenn 


/21/22/28 

/81/82/38 


>0; 
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und  wenn 

i>i<0,     i?j>0,     A<0.     [§  127.  GL  (3.),  (la)  und  (14.)] 
154.)    u  =/(a?i,  a:^, . . .  a:»)  wird  ein  Minimum  wenn 

nnd  wenn 

A>0,    i>2>0,    ni>0,...Dn>0, 
wobei 


Da  = 


«  =/(^i,  ^2>  •  •  •  ^h)  wird  ein  Maximum^  wenn  wieder 

nnd  wenn 

»+1 


n 


Ar-i<0,    Ar>0  für  r=i,2,...5-oder     . 


;[§  127.] 


155.)  (o  +  W)+(c  +  rfi)  =  (a  +  c)+(J  +  rf>'.  [§  181,  GL  (2.)] 
156.)  (a  +  bi)—(o  +  Ä)  =  (o  —  c)+(J  —  rf)».  [§  181,  GL  (».)] 
157.)     (a  +  W)  (c  +  rf»)  =  iae  —bd)+{ad  +  ic)».    [§  131,  GL  (4.)] 


158.)    (a  +  W)  (d  —  K)  =  a«  +  J«. 
159.)     JV(o  4-  bi)  =  N(a  —  bi)  =  o»  +  i». 
160.)    \a  +  bi\  =  \a  —  bi\=+y^i+bi. 
1  o— W 


161.) 


162.) 


0  +  «      a^+b^ 

e+di       ac-\-bd   ,    ad — bc  , 
~  -{ .  .  ..    «. 


[§  181,  GL  (5.)] 
[§  131,  GL  (8.)] 
[§  131,  GL  (9.)1 

[§  181,  GL  (10.)] 
[§  181,  GL  (IL)] 


a  +  bi         a'+P    '     o'+i« 
163.)    (a  +  W)»  =  [«-  _Q  a"-»  J»  +  Qa»-«*«-  +  . . .  1 


[§  181,  GL  (12.)] 
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164.)  a  +  4»  =  r(coS9>  +  »smy), 

wobei 

r=+  VoMT^,    cosy  =  - ,     siny  =  *  •    [§  182,  GL  (5.),  (6.)  u.  (7.)] 

165.)    rj  (cos9)j  +  t  sin^^i) .  r^  (cos^)}  +  •  sin^j)  = 

n^2  [cos(yi  +  ^2)  +  «sin(9Pi  +  ya)].  [§  132,  Gl.  (8.)] 

166.)    [r(co8y  +  t  ainy)]*  =  r«  [003(119))  +  »sm(n9>)]. 

[§  132,  GL  (10.)] 

167.)    COS  (nyi)  =  cos*y  — (o)  cos^'y  sin2  g> 

sm(ng>)  =  (  jcos^^y  sin^)  — u)coß*-V  sin^y  H —  •  •  •  • 

[§  132,  GL  (11.)  und  (12.)] 
r2(C08sP2+»  smya)      r^  ^  ^32,  GL  (18.)] 

169.)    fr((X)S9)+tsmy)=T;9[cos(5^^ 

wobei  Ä  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  [§  182,  GL  (I6.)] 

170.)  Ist/(«)=/(a;  +  y»)  =  tt  +  t?i  eine  Function  der  com- 
plexen  Veränderlichen  x  +  yt,  so  wird 

du      dv     du         dv 

Tx^Ty^    S-y^-Tx  [§  136.  GL  (7.)] 

171.)    «y*  =  cosy  +  %  siny,    ö~y*'  =  cosy  —  ♦  siny. 

[§  137,  GL  (6.)  und  (7.)] 

172.)    cosy  =  ^J!^ — ,  siny  =  ^—^ —  [§  137,  GL  (&)] 

173.)     ^+y'  =  c*  (cosy  +  f  sin y).  [§  137,  GL  (9.)] 

174.)  e^yti  =  1,  wenn  A  eüie  ganze  Zahl  ist.  [§  137,  GL  (16.)] 
175.)  e^+ihni  =  e«,  wenn  Ä  eine  ganze  Zahl  ist  [§  137,  GL  (17.)] 
176.)  22*»(cos9))^-  = 

2  cos (2»y)+  ^    J2  cos(2n  —  2)9)+  T^js  cos(2»—  4)  9+ 

. . .  +  (^ ^  ^)2  C0S(2y)+  (^^y  [§  137,  GL  (20.)] 
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177.)  2*H->(C0S9))*'+1  = 

2  C08(2n  +  1)  y  +(     j      J2  C06(2«— 1)  9)  + 

•  •  •  +  (T—iy  '^ (^'')  +  C"n  ^)^^9-   IS  137,  GL  (2L)] 
178.)                            (— l)-2»»(8my)*'  = 
2  cos  (2n9)— ^^2  cos(2»  —  2)  y  +  ^g")  2  COB  (2n  —  4)  y h 

. . .  +  (— 1)»-'(^^  J2C0S(29))  +  (— l)^)-        t§  13'-  <^  (22.)] 

179.)  (— l)"2*-+'(smy)^"+»  = 

28in(2»  +  1)  y  —(^""^^y^m  (2n  —1)  y  +  — 

. . .  +  (-l)-»(f +J)2am(8y)+(-l)*(^''+^)2  8iny. 

[§  187,  GL  (28.)] 

180.)    Aus  der  Gleichnng 

«•+»*  =  M  +  Dt   folgt   1(«  +  »»■)  =  a:  +  y»  +  2A;r». 

Dabei  ist  A  eine  beliebige  positive,  oder  negative  ganze  Zahl  and 

x  =  ^l(ui  +  v^),    y  =  arctg(^). 
und  zwar  ist 

-5-<y<7r     „     «<0,    t)>0, 
'^<y<^  »     «<0,    r<0, 

Stt 

—  <y<27T„      «>0,     »<0. 

(§  138,  GL  (1.),  (8.)  und  (6.)] 
181.)     I(— 1)  =  (2k  +  l)m.  t§  138,  GL  (8.)] 

182.)    l(j3^.)=  2»  aro  tgy.  (§  189,  GL  (4.)] 
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